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Die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdruckfi- 

und  ilire  Eigenschaften. 

Von 

Dr.  GoTTL.  Fbiedr.  Lipps 

in  Strassbarg  (EUmb). 


Sohluss. 


m.    Die  Eigensohaften  der  allgemeinen  Normalform. 

§  1.  Nachdem  die  vorbereitenden  epeciellen  Fälle  erledigt  srnd, 
können  jetzt  die  Grade  n^,  n^'^n^  der  Einheitswnrzeln  ganz  beliebig 
gewiQilt  werden. 

Bezeichnet  nn  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  zweier  Zahlen  m 
und  ntj  80  dass  nxk^fikx]  nxx'^nx^  bo  kann  in  den  äquivalenten  Symbolen 

gesetzt  werden:  /  «  «  »• 

l  (*=-l,  2...v). 

Denn  der  kleinste  Exponent  einer  Potenz  von  Snx^  ^^  ^^®  Einheits- 
wurzel vom  Grade  n^  darstellen  soll,  ist  (von  der  Null  abgesehen):  nx/nxkj 
80  dass:  ^  »^ 


"^^  'nx   "'S   • 

Es  stellt  daher  rin^^  in  allgemeinster  Form  eine  Einheitswurzel  vom 
Grade  njt  dar,  nämlich: 

3)  ^^^.,v.  -1*      -2*       -,*;. 

Die  Grössen  ixk  sind  hier  Zahlen  aus  der  Heihe:  1,  2...nxky  sie 
müssen  aber  derart  aus  der  Reihe  dieser  Zahlen  gewählt  werden,  dass 
die  rjm»"  Vn^  durch  Einsetzen  der  successiven  Potenzen  b^\  e^ . . .  ^v  an 
Stelle  von  Sn^f  Bn^...Sn^  alle  ni.n2«..ny  Systeme  darstellen,  die  man  aus 
den  Einheitswurzeln  vom  Grade  n^,  n^-^^n^  bilden  kann.  Die  ixk  müssen 
somit  die  Bedingimg  erfüllen,  dass  die  v  Congruenien; 

ZeUtobrift  f. Mathematik  u. Physik.  39.  Jahrg.  1S94.  I.Heft.  ^ 
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_*■  -     .  -  ■- -^  •»»-.•■n.— .  •    •y\j^^ 


-.^  -^-W*-  rf"*.^**-.  '  .*-.•  s_'-*  - 


.''».''^    N.  -N.    -*. 


,  ^iii* [-^Hk h-.'hittfk--:^ak{inodnk) 

4)  \  ^1*  ^♦*?*',  -.;•.  .  .\  ^»'* 

.  :  '.V.  •  (Ä;-<I-,  2...v) 
zugleich  paü'/^^  ny.ftg'.'.'.n,.  Werthensystemen 

:*':'•:*'•**  ^1™  1»  2.. .fiij  ...Ay—  1,  2..,»v 

alle  fii  .  «2  . . .  w»  Systeme  von  Werthen 

Ol  =  0,  1  ...  n^  —  1  (wod  fij;  . . .  a,  =  0,  1 ...  n^  —  1  {mod  Wr) 
darstellen. 

Dazu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  v  Systeme 


5a) 


ttk 


f^vk 


(ÄJ-l,  2...v) 


relativ  prim  za  n^b  und  unabhängig  von  einander  seien.  Sie  sind  aber 
nnabhSngig  von  einander,  wenn  v  —  l  beliebig  gewählte  Congruenzen  er- 
füllt werden  und  unter  Festhalten  dieser  Congruenzenwerthe  die  noch 
übrige  Congraenz  beliebig  bestimmbar  bleibt. 

Diese  Bedingung  lässt   sich   detaillirter  in  folgender  Art  formuliren: 

Ist  jp  eine  Primzahl,  welche  in  den  Zahlen  n«,^,  na,...na^  nnd 

nnr  in  diesen  aufgeht,   wo  na,,...tta    irgend  welche  Zahlen  der 

Beihe  n^y  n^.,.ni,  darstellen,  so  muss  der  Werth  der  Determinante 


5b) 


*«lOl 


W. 


«1 


Wflf, 


^a,flf 


'W, 


0|«1 


n«. 


^«tttl 


f^Oma 


1*«» 


»>n, 


a,o. 


n, 


ff» 


CtiO. 


relativ  prim  zn  p  sein  und  es  wird  sich  jeder  Primzahl,  die  in 
Zahlen  ans  der  Reihe  n^,  >?2*'*^v  aufgeht,  eine  solche  Deter- 
minante zuordnen,  die  bezüglich  jener  relativprimsein  muss.  Geht 
insbesondere  eiue  Primzahl  nur  in  einer  der  Zahlen  n^,  n^-^-fiy 
z.  B.  in  na  auf,  so  muss  iaa  relativ  prim  zu  ihr  sein. 

Daraus  lässt  sich  auch  die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  bestimmen. 
Ich  ziehe  es  jedoch  vor,  auf  folgendem  Wege  zur  Eenntniss  dieser  Anzahl 
zu  gelangen. 

§  2.     Ist   eine    Zahl  n  gleich   dem  Producte  zweier   relativer    Prim- 
zahlen m  und   in\    so    ist   jede   Einheitswurzel  e^  darstellbar   durch   das 
^^odact  e^.s^lj   wo: 


Von  Dr.  Gottl.  Fribdb.  Lipps. 


^>,,^-*-»^^y-     --N^*- 


fim'  +  (i!m  =  k  (niodn) 
sein  muss.     Sind  nun  zwei  Normalformen  vorgelegt: 

/*l  •  •  •  /*y 

80  ist: 

6) x,„....,,.x, .>.'. .,,. 2  2(5"' ^^v"') - (C/'C:."'")-«-*.-/»,-«/»/--».'- 

Ist  femer  in  — -,  ,  j  « 


ttl  .  .   .  CTy 


«i  ■•  m,- ,  m/,  wo  w,  relativ  prim  zu  w/    (i  —  1 ,  2 . . .  v) 
und  setzt  man: 

li  =  fA| w/  +  f*/  m,  (t/iod  W/) ;    «,- = j3,- W  +  ft' »»» (wdd  fi,)     (t  —  1 ,  2 . . .  v), 
80  erhält  man: 

Dieser  Normalform   ordnet   sicli   somit   das  Produet  6)   eindeutig  zu. 
Sie  kann  direct  durch  dieses  Produet  ersetzt  werden,  wenn  man  symbolisch 

8a)    a;;*.m,'+/u,'mi.../Uymy -|-/Uy'my     durch     a:^,m|'.../iyWi,'.iP^l'm,...;iy'my     Hud 
8b)    a?,m,'4-/?,'mi  .../*yw,'4-/*y'm,r      durch      a^,m,'.../J,my'.ö|^i'm,.../Jy'm^ 

darstellt  In  entsprechender  Weise  kann  auch  das  die  Functionen  der 
Normalform  darstellende  Symbol 

m  das  Produet 

9a)  ^(*Wi  ?    *wa  •  •  •  ^m^  .  F{Bm^  \    Bm,'  .  .  .  «m^'  ) 

zerlegt  werden.  Diese  Zerlegung  hat  aber  zur  Folge,  dass  auch  jedes 
äquivalente  Symbol  _.  v 

durch 

darstellbar  wird,  so  dass  die  Anzahl  der  äquivalenten  Symbole  ^(i^m ;  ^i^  •  •  •  i?\) 
durch  das  Produet  der  Anzahlen  angegeben  wird,  die  man  für  die  äqui- 
valenten Symbole 

erhält« 
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Ist  nun: 


10) 


^1  — P"'  .r^'.s*''  ... 


und  schreibt  man  der  Einfachheit  wegen  p,  statt  jp'^«^  u  statt  r^/, 
8i  statt  5^<  u.  s.  w.,  so  zerlegt  sich 

in  das  Product: 

Es  bleibt  daher  blos  noch  die  Anzahl  der  Symbole  zu  ermitteln, 
die  je  einem  der  Factoren  dieses  Prodnctes  äquivalent  sind.  Diese  Anzahl 
wurde  aber  bei  der  Behandlung  der  durch  besondere  Annahmen  modi* 
ficirten  Normalformen  an  dritter  Stelle  gewonnen,  wo  die  Voraussetzung 
gemacht  war,  dass  die  Zahlen  n^ . . .  n,  Potenzen  einer  Primzahl  p  seien. 

Man  bezeichne  demgem&ss  die  Exponenten  der  Potenzen  |>^>,  jp^...p^t', 
von  welchen  k  einen  von  der  Null  verschiedenen  Exponenten  haben  sollen, 
der  QrOsse  nach  geordnet  durch 

"i  ^  *^  ^  «8  •  •  •  >  '^i  ?^  1 
und  nehme  an,  dass: 

CTj  —  Ofj  — . . .  —  «;t,  —  (a'*i) 


12a) 


Ofjfc.+i  —  ak^+2  — .  •  •  —  «*»+h—  («"^«) 


-«*l+---v-(«^'*^*/*) 


(fl/Äj  >  (a"Äj)  >  . . .  (aO*)*^)  ^  1 

A?j  "P  ">%  I   * " "   I  f^u  ^  k. 

Ebenso  bezeichne  man  die  Exponenten  der  Potenzen  r^',  r^.-.rs'*,  von 
welchen  k*  einen  von  der  Null  verschiedenen  Werth  haben  sollen,  der 
Grösse  nach  geordnet  durch 

und  nehme  an,  dass: 


12b) 


(^'V)>(/»"V)>-(^"V)>1 

AJj   ~f"  A?|  "f"  •    •  ~f"  Äy  ■■  A  • 

In  gleicher  Weise  verfahre  man  mit  den  Potenzen  der  übrigen  Prim- 
^Ablea,  die  in  den  Zahlen  w^ ,  Wg . . .  n»  euttiaUeu  am^ 


Von  Dr.  Gottl.  Friedb.  Lipps. 


Als  Oesammtzalil  äquivalenter  Symbole  findet  man  alsdann: 


§  3.  Kehrt  man  nun  von  den  Symbolen  F  zu  dem  Systeme  der 
Functionen  der  Normalform  zurück,  so  ergiebt  eich,  dass  die  Functionen 
ungeändert  bleiben,  wenn  an  Stelle  der  Einbeits wurzeln  Bn,^  ^n^y^Sn^  die 
Einbeits wurzeln  «y«^,   i7n,...iyn,  treten,  wo 


Vnj, 


(Ä-1,  2...v) 

und  wo  die  t;ijb  die  in  5)  ausgesprochenen  Bedingungen  erfüllen  müssen. 
Es  ist  daher: 


.4) 


ffl       •     .     .     dTy 


cti . , .  Üp 


Den   von   den  ixk   erfüllten  Bedingungen   zu   Folge    stellen   aber   die 
V  Summen 


.     n 


n. 


n 


18 


Wi 


*21 «1  +  «22^2  H t2V  —  «V 


n 


12 


fh 


iyl «1  +«2y «2  +"'*V9CC, 

f*lv  ^2  r 


alle  Systeme  dar,  die  aus  den  bezüglicb  nj,  n^.,.nv  incongruenten  Zablen 
gebildet  werden  können,  wenn  die  otj,  ag  • . .  «y  alle  Wertbensysteme  der  Zablen 
1,  2  . . .  nj;  1,  2  . . .  Wa?  •  •  •  1»  2  . .  .  «y  durchlaufen. 
Es  ist  folglich 


15) 


^^•i    '"\    »«i...«, 

CFi  •  •  •  dr«< 


Oi . . .  a. 


^'ii  «1  +  •  •  •  ^1  y  — --  «ifi  ••  •  ^y  1  — ^  «1  +  . ..  i^^a^y 
^Iv  "ly 


wo  die  Indices   der  a  auf  ibre    kleinsten  positiven  Werthe  bezüglicb  der 
Jioäiäen  n^,  fig...ny  zu  reduciren  sind. 


6      Die  Normalform  des  allgem*  Warzelausdrncks  u.  ihre  Eigenschaften. 
Die  Belation  14)  kann  daher  in  folgende  Form  gebracht  werden: 


16) 


ttj . . .  a 


V 

»1  »v 


dti  . . .  ay 

Daraas  ist  genan  in  derselben  Weise  wie  in  den  früheren  speciellen 
Fällen  ersichtlich,  dass  es  Yertauschungen  der  a  giebt,  die  das  System 
der  Functionen  der  Normalform  unverändert  lassen;  zugleich  kann  in 
gleicher  Weise  wie  früher  nachgewiesen  werden,  dass  es  nur  die  durch 
die  äquivalenten  Symbole  bedingten  Yertauschungen  der  a  giebt,  so  lange 
keine  Bedingangsgleichungen  für  die  a  bestehen,  die  anderweitige  Yer- 
tauschungen der  a  motiviren. 

Es  resultirt  somit  folgender  Satz,  der  die  Eigenschaften  der  all- 
gemeinen Normalform  eines  aus  v  beliebigen  Wurzelgrössen  vom  Orade 
n^,  n2...n    gebildeten  Wurzelausdrucks  angiebt. 

Die  n^.n^,,,np  Functionen  der  Normalform: 

OTf    .    .    .    Oty 

gestatten  Yertauschungen  der  a  von  der  Art,  dass  an  Stelle 
aller  a«,...«^  die  a,„a,4-...,iy-^Oy;...iiy-^a,4-...,,,,a^  treten,  wo   die 

Indices  der  a  auf  ihre  kleinsten  positiven  Werthe  bezüglich 
der  Modulen  n^,  n^,,,n^  zu  reduciren  sind,  wo  ferner  die  Ujt  die 
in  5)  angegebenen  Bedingungen  erfüllen  müssen.  Die  Anzahl 
dieser  Yertauschungen  wird  durch  das  Product  13)  angegeben, 
wo  die  zahlentheoretische  Function 

durch  II27)  definirt  wird.  Es  existiren  bloss  die  Yertauschungen 
der  angegebenen  Art,  so  lange  keine  Bedingungsgleichungen  be- 
stehen, die  dasHinzutreten  weiterer  Yertauschungen  veranlassen. 

§  4.  Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Normal  form  gipfelt 
somit  in  der  Erkenntniss,  dass  die  Grössen  aa^,,,a   vertauschbar  sind. 

Dadurch  wird  eine  Beziehung  dieser  Untersuchungen  zu  der  Theorie 
der  Substitutionen  gewonnen,  die  seit  Galois  grundlegenden  Entdeckungen 
als  Ausgangspunkt  für  die  Erforschung  der  Auflösbarkeitsbedingnngen 
der    algebraischen   Gleichungen    dient.*^     Es   bemhen   zwar   dfe  im  Vor- 

*  YergL  Haodbacli  der  höheren  Algtbra  tiqh  8  «fr** 
•abtiitationB  et  des  ^oations  alg^riquii  von  Ji|^4 
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siebenden  gewonnenen  Resultate  nicht  auf  den  Begriffen  und  Methoden  der 
Sabstitationentheorie,  sie  sind  auch  keineswegs  der  Einkleidung  in  das 
Gewand  der  Substitutionentbeorie  bedürftig^  sondern  genügen  in  der  oben 
gegebenen  Form.  Es  ist  aber  nothwendig  anzugeben,  in  wie  weit  die  vor- 
stehenden Resultate  ohne  die  Anlehnung  an  die  Normalform  auf  Ghrund 
von  rein  substitutionentheoretischen  Untersuchungen  bereits  entwickelt 
wurden. 

Die  Yertauschung  der  aai...a^  mit  den 


«V 


^«11  «1  +  .  .  •  »l»  —-^  Oft-»  •     •  ^»  1  r^  «1  + . . .  /y 


»If 


ly 


ist  gleichwerthig  der  Substitution  der  Indices  ai...ay: 
li)  i   «*;  iki — «i+Us  —  a«H U» — ctv 


(ÄJ-l,  2...v). 


Diese  Substitutionen  zeigen  sich  in  der  analytischen  Darstellungsform; 
es  sind  lineare  Substitutionen,  die  eine  Gruppe  bilden,  da  die  successive 
Ausführung  zweier  Substitutionen  wieder  eine  lineare  Substitution  der- 
selben Art  darstellt 

Stellt  man  nSmlich  die  Substitution  17)  symbolisch  durch 


17a) 


hl 


»vi 


Hü- 


(ofi,  a,...ay) 


•l  p  .  .  .  tfry 

fllp 


dar,  so  ist  das  Resultat  der  successiven  Ausführung  zweier  Substitutionen 
durch 


17b) 


tli 


f    W|» 


y*'! 


Wl 


tlfr-—       ..lyl 
fllir 


»11 


.  .  •  t«r  1 


ni 


w. 


«ir 


(«1,  cc2...ap) 


darstellbar  und  es  ist  evident,  dass  die  Bedingungen  5),  welche  von  jeder 
einzelnen  Determinante  der  Formel  17b)  erfüllt  werden  müssen,  auch  von 
der  das  Product  derselben  darstellenden  Determinante  erfQllt  werden. 

LftBst  sich  nun  so  mit  Hilfe  des  Begriffs  der  Substitutionengruppe 
die  Eigenschaft  der  Normalform  dahin  bestimmen,  dass  die  GrOsse  ffai...«, 
die  Omppe  der  linearen  Substitutionen  17)  gestatten,  so  muBs  bemerkt 
w»rd«ii,  daas  in  der  Theorie  der  Substitutionen  als  lineare  Gruppe  nur  die 
Q/rVffe  der  n^  Substitutionen  auftritt^  die  man  aus  17)  eriiftlt,  wenn 
«•••»II,— >!•  gesetzt  wird,  wenn  man  also  die  Normalform  auf  den 
mdelien  q>eciellen  Fall  des  IL  Capitelfl  beschrftakt.  Irae^ 
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Stadinm  der  allgemeinen  Grappe,  cu  welcher  die  Untersuchung  der  Eigen- 
schaften der  allgemeinen  Normalform  fahrte,  scheint  dagegen  die  Theorie  der 
Substitutionen  keine  Veranlassung  zu  haben.  DemgemSss  wird  denn  auch  die 
Bedingung,  welcher  die  in  einer  Substitution  vom  Grade  n^  genügen 
müssen  und  die  Ordnung  dieser  Gruppe ^  die  durch  q>{n,  v)  bezeichnet 
wurde,  in  den  Darstellungen  der  Snbstitutionentheorie^  angegeben.  Die 
Ordnung  der  Gruppe  vom  Grade  jp*,  nSmlich  fp{p,  v),  wo  i>  eine  Prim- 
zahl bedeutet,  war  schon  Galois**  bekannt. 

Es  zeigt  sich  somit,  dass  die  aus  v  Einheitswurzeln  eines  und  des- 
selben Grades  gebildete  Normalform  ein  bequemes  Fundament  zu  Unter- 
suchungen über  die  lineare  Substitutionengruppe  vom  Grade  n  bildet; 
ebenso  ist  bemerkenswerth,  dass  die  allgemeine  Normalform  als  Grundlage 
dienen  kann,  um  die  allgemeine  Gruppe  der  linearen  Substitutionen  17) 
einer  Untersuchung  leicht  zugänglich  zu  machen. 

§  5.  Ich  ergSnze  die  Eenntniss  von  den  Eigenschaften  der  Normal- 
form ^  indem  ich  Bedingongsgleichungen  zwischen  den  a«.  ...a,  voraussetze 
und  angebe,  welcher  Art  diese  Bedingungsgleichungen  sein  müssen,  damit 
zu   den   oben  gefundenen   noch   andere  Vertauschungen  der  a  hinzutreten. 

Da  das  System  der  Functionen  Xji^...2,  durch  eine  solche  Ver- 
tauschung  der  a  nicht  geändert  werden  soll^  so  müssen  die  xi, . . .  2  vor 
und  nach  der  Substitution  in  irgend  welche  Reihenfolge  gebracht  und 
dann  einzeln  einander  gleich  gesetzt  werden.  Es  entstehen  so  i»|ii2...fi, 
homogene  und  lineare  Gleichungen  zwischen  den  14  n, . .  .n,  Grössen  a«, . . .  a,)  die 
indessen  nicht  unabhängig  von  einander  sein  dürfen.  Denn  wären  die  Gleich- 
ungen unabhängig  von  einander,  so  müsste  jedes  aa^...a^  gleich  Null  sein 
und  die  vorausgesetzte  Substitution  wäre  mit  der  Existenz  der  Normal- 
form  nicht  vertrtglich. 

Jede  mit  der  Existenz  der  Normalform  verträgliche  Substitution  hat 
somit  eine  Anzahl  von  linearen  und  homogenen  Gleichungen  zwischen  den 
Aff,...ffy  im  Gefolge,  in  welchen  die  Grössen  a  lediglich  Einheitswurzeln  zu 
Coefficienten  haben. 

Daraus  ziehe  ich  folgende  Schlüsse: 

Bestehen  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  aai...a^y  die 
sich  nicht  auf  homogene  und  lineare  Gleichungen  der  angegebenen 
Art  reduciren  lassen,  so  erhöhen  sie  nicht  die  Vertauschbar- 
keit  der  aat,,.a^\  die  oben  gefundenen  Sätze  bleiben  daher  in 
voller  Kraft  bestehen. 


*  Va^  Jordan,  trait^  des  sabstitutions  etc.  S.  91  flg.  —  Netto,  Theorie 
'anea  and  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra.  Leipzig  1892.  S.  150  flg. 
«fiwcBal  dcB  maih^matiques  pures  et  appüqu^ea;  Vomft  H^  \%%%%  ^.  ^1^. 
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Sollen  die  Bedingungsgleichungen  der  aa,...a2;  von  den  Ein- 
heitswurzeln  unabhängig  sein,  so  müssen  die  permntirten  aa, ...a 
einander  gleich  sein. 

Unter  den  homogenen  nnd  linearen  Bedingongsgleichongen  zwischen  den 
Grössen  Oai ...  ffy  sind  insbesondere  diejenigen  bemerkenswerth^  durch  welche 
einzelne  Functionen  der  Normalform  ftir  den  ganzen  Convergenzbereich  der  un- 
abhängigen Variablen  einander  gleich  werden.  Ihr  Vorhandensein  fährt  zu  der 
wichtigen  Unterscheidung  der  Einheitswurzeln  einer  Normalform  in  wesent- 
liche und  unwesentliche  Einheitswurzeln. 

Es   sei   eine  Normalform   vorgelegt   mit   den   v  +  f^   Einheitswurzeln 

^»1  j    f«,  •  •  •  ^n^  9    ^mp   ^wii •  •  •  ^ni-y  9   SO    ClaSS: 

Die  Grössen  a  sollen  nun  aber  der  Art  bedingt  sein,  dass  unter 
Festhalten  der  Einheitswurzeln  c^j . . .  ^  die  n^ .  t^  • . .  n,  Functionen 
«a,...2,2,'...y(A,"-l,  2...Wf;  i— 1,  2...v)  im  Allgemeinen  alle  ver- 
schieden sind,  dass  ferner  der  Uebergang  von  einem  Systeme  der  Potenzen 
von  Efni)  £m,*«*f}n^  ZU  einem  anderen  Systeme  das  System  der  n^,n^...np 
Functionen  x  in  keiner  Weise ^  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  verändert. 
Es  ist  daher,  wenn  8  den  Inbegriff  der  den  n^,n^ . .  .n^  Werthen- 
Systemen  Ai*-"!)  2...n|;  Aj«—!,  2 .,.n^\  ,..Xv^l^  2...ny  zugehörenden 
Functionen  bedeutet 

für  X/"-l,  2...m,;  t  — 1,  2...|ü,  wo  die  Summe  der  rechten  Seite  den 
speciellen  Werthen  A/  — ni,(i— 1,  2...f4)  entspricht. 

Sind  nun  die  durch  die  Formel  19)  angedeuteten  Systeme  von 
linearen  und  homogenen  Gleichungen  zwischen  den  aax,..a^ßi...ßv 
erfüllt,  so  nenneich  die  v  Einheitswurzeln  e^;  en,)*-*ffi  wesent- 
liche Einheitswurzeln,  da  sie  die  Vieldeutigkeit  der  Normal- 
form wesentlich  bedingen;  die  fi  Einheitswurzeln  emu  fm.i**-fm^ 
sollen  dagegen  unwesentliche  Einheitswurzeln  heissen,  da  der 
Uebergang  von  einem  Werthensysteme  der  ^^  •••^n^  zu  einem 
anderen  zwar  die  Reihenfolge  der  n^  .n^, . ,  ftp  Functionen  der 
Normalform  verändern  kann,  aber  keine  neuen  Functionen  zu 
den  vorhandenen  hinzufügt. 

Die  Bestimmimg  der  unwesentlichen  Einheitswurzeln,  die  zu  beliebigen 
bereits  gegebenen   wesentlichen  EinheitawunAu  \iVMML\x^\Äti  ^Xjtkiätsl^  \äsä. 


19) 
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vollstäadig  nur  durch  eine  Discnssion  der  aus  19)  sich  ergebenden  Systemen 
von  linearen  Gleichungen  geleistet  werden.  Eine  grosse  Classe  unwesent- 
licher Einheitswurzeln  kann  aber  auf  Grund  der  im  Vorstehenden  ent- 
wickelten Eigenschaften  der  Normalform  mit  Leichtigkeit  angegeben  werden. 
Hierzu  dient  die  unmittelbar  ersichtliche  Bemerkung,  dass  die  Eigen- 
schaften der  fi^ .  n,  . . .  fiy  Functionen 


*Xi  ...  Xy  ^  y^,  e»i     •  •  •  c«y      •  "a, . . .  «y  > 


«I  •  •  •  «y 


die  in  der  Vertauschbarkeit  der  Grössen  aai...ay  bestehen,  in  keiner 
Weise  dadurch  geändert  werden,  dass 

gesetzt  wird.  Die  Vertauschbarkeit  der  aQi^,..a  selbst  bleibt  nach  wie 
vor  bestehen,  da  die  aus  19)  sich  ergebenden  Bedingungsgleichungen 
ihrer  Natur  nach  zwar  die  ««,  ...ay/^....^«^«  aber  nicht  die  a«, ...«^  selbst 
bedingen.  Es  können  nun  die  Einheitswurzeln  €mi;**^m  von  solcher  Art 
Yorausgesetzt  werden,  dass  das  Einsetzen  der  successiven  Potenzen 
^m****^%  an  Stelle  von  €mi***€m^  gerade  solche  Vertauschungen  der 
^ux.,,ny  selbst  heryorruft,  die  kraft  der  Eigenschaften  der  Functionen 
^1,..  .a^  gestattet  sind.  Trifft  diese  Voraussetzung  zu,  so  folgt  ftbr  die 
unwesentlichen  Einheitswurzeln,  dass  ihre  Grade  m^,  in,...!»^  Theiler 
der  Ordnung  der  Snbstitutionengrnppe  sein  müssen,  welche  Yon  den 
Aai...ay  gestattet  wird,  dass  sie  femer  höchstens  in  solcher  Anzahl  und 
Yon  solchem  Grade  vorhanden  sein  können,  dass  das  Product  ihrer 
Grade  gleich  der  Ordnung  der  Substitutionengruppe,  mithin  gleich  der 
(lesammtsahl  der  Vertauschungen  der  a«, ...a    ist. 

Es  ist  zu  beachten,  dass  dadurch  blos  die  Möglichkeit  des  Vorhanden- 
seins solcher  unwesentlicher  Einheit s wurzeln  erwiesen  ist,  dass  aber  damit 
nicht  gesagt  ist,  dass  nicht  auch  andere  Einheitswuizeln  als  unwesentliche 
in  der  Normalform  auftreten  können. 


IL 
Neue  Omndlagen  einer  allgemeinen  Zatalenlehre."^ 

Von 

Dr.  J.  Kraus 

in  Dannitadt. 


Zweite  Abhandlung. 

in.  Ueber  den  Zusammenhang  zwischen  den  Ziffern  eines 
in  zwei  beliebigen  Zahlensystemen  a  und  a  dargestellten 

echten  Bruches  f* 

§  10. 

Wir  haben   im    vorigen  Abschnitte**  unsere  Entwicklungen  auf  die 
specielle  Voraussetzung 

fla/«—  fll+l,yu  +  l     (^,  |ü  —  1,  2,  3,...) 

gegründet.  Im  gegenwärtigen  Capitel  sollen  die  dort  angestellten  Betracht- 
ungen auf  den  Fall 

1)  flil/*  —  fl2-fn,A4+n'       (^)  f*  — li2,3,...), 

WO  n  und  n  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten,  ausgedehnt 
werden;  das  heisst,  es  soll  untersucht  werden,  für  welche  Werthe  von 
n  und  n  diese  Gleichung  möglich  ist  und  welche  Wirkung  ihr  Bestehen 
auf  die  Fundamentalgleichung  ausübt. 

*  Da  "wir  gleichzeitig  neben  den  in  vorliegender  Zeitschrift  erscheinenden 
Anfs&tzen  eine  besondere  Schrift  über  denselben  Gegenstand  ausarbeiten,  welche, 
bei  Einordnung  des  vorhandenen  Materials ,  die  hier  vorgetragenen  Untersuchungen 
in  Eosammenhängender  Darstellung  und  von  einfachen  allgemeinen  Gesichtspunkten 
aus  zu  behandeln  sucht,  so  wollen  wir  uns  hier  auf  eine  mehr  skizzenartige  Vor- 
fQhrang  der  hauptsächlichsten  der  von  uns  erhaltenen  Resultate  beschränken. 
Viele  Einzelheiten  des  sich  in  Fülle  darbietenden  Stoffes  werden  demgemäss  theil- 
weise  nur  flüchtig  berührt,  theilweise  bleiben  sie  überhaupt  der  vorerwähnten 
ausführlicheren  Darstellung  vorbehalten.  In  dieser  werden  überdies  von  den  hier 
befolgten  zumeist  abweichende  Methoden  zur  Anwendung  kommen.  Insbesondere 
werden  die  Beweise  durchweg  eine  präcisere  Fassung  erhalten,  als  es  in  der  vor- 
liegenden, einer  ersten  Uebersicht  gewidmeten  Bearbeitung  erforderlich  erschien. 
**  Die  erste  Abhandlung,  auf  die  im  Nachfolgenden  vielfach  Bezug  genommen 
wird,  befindet  sich  im  XXXVII.  Bande  (Jahrgang  1892)  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik. 
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In    ähnlicher  Weise,    wie   früher   (§  6),    wird  zunfichst  wieder,    die 
Gleichung  1)  als  richtig  vorausgesetzt,  geschlossen,  dass 

wie  überhaupt  aus  jeder  dieser  vier  Gleichungen  sich  die  drei 
übrigen  als  nothwendige  Folgerungen  ergeben.  Weiter  folgt 
aus  1);  genau  wie  früher: 

2)  fli^  — Oi  +  yn.^  +  y«',       0^/4=  o';i+rn',//  +  yn       (^»  l"*»  V  «  1,  2,  3,  .  . .). 

Es    möge   d   die   Anzahl   der   Zififern   der   Periode   des   Bruches  ~  im 

Systeme  a,  d'  diejenige  im  Systeme  a  bedeuten,  so  wollen  wir  dafür  in 
der  Folge  kurz  sagen,  die  axfi  hätten  die  Perioden  d\d\  Offenbar  be- 
sitzen hiemach  die  aiju,  die  Perioden  d'\ö.  Dies  vorausgeschickt,  findet 
man  mit  Hilfe  einer  Betrachtung,  die  der  im  §  7  angestellten  durchaus 
entspricht,  die  folgenden  Beziehungen  bestätigt: 

3)  O«!/»'  —  1  — UÄ, 

4)  «"(a'i  a', . . .  a'„'V+  (aj-H+i  »rf-n+a  •  • .  ö^)«  —  uz*, 

wo  der  Einfachheit  wegen  die  zweiten  Indices  1  wieder  weggelassen  wurden. 
Umgekehrt  ergeben  sich  aus  3)  leicht  die  Gleichungen: 

der  im  §  7  S.  334  ausgesprochene  Satz  erweitert  sich  sonach,  zunächst 
für  positive  Werthe  von  n  und  n\  zu  dem  folgenden: 

„Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Existenz  der  Gleichung 

(iXfi  —  ax^nyii-\'n'      (A,  fir  —  1, 2, 3, . . .) 

ist  das  Bestehen  der  Beziehung 

wo  u  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Es  wäre  leicht,  den  Nachweis  zu  führen,  dass  —  von  dem  evidenten 
Falle  n  =  Vielf.  v.  5 ,  w'  =  Vielf.  v.  ö'  abgesehen  —  Gleichungen  von  Üer 
Form  3)  möglich  sind^  und  auf  diese  Weise  darzuthun,  dass  die  nach- 
folgenden Untersuchungen,  welche  auf  der  Möglichkeit  dieser  Gleichung 
beruhen,  nicht  in  der  Luft  schweben.  Da  uns  jedoch  dasselbe  Resultat 
noch  später  im  §  13  in  Gestalt  gewisser  Umkehrungssätze  entgegentreten 
wird,  so  begnügen  wir  uns  hier  damit»  auf  diesen  Paragraphen  zu  verweisen. 

•  Oder    «'«'  {fliOt.. .  an)a  +  (aV-  fi'+  i  a>  -  n'  +  2 . . .  a'aV  =  m«. 
**  Aus  Gleichung  10)  des  §  7  folgt  nämlich: 

rXfi==ea.X-iaf^''^,  ri4-i»,^+»'  =  ifai-iaV-ia"a'»'(mo(iÄ;); 

durch  Subtraction  leitet  man  aus  diesen  Congmenzen ,  bei  Berücksichtigung  von  3), 
unmittelb&T  die  Gleichung  rA^  =  ra  +  n,  ^+»'  her,  aus  welcher  ohne  Weiteres  die 
übrigen  folgen. 

***  Oder  der  Congruenz  a"  «V  ~  i  (med  k). 
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§  11. 

Wenn  die  ax^  die  Perioden  d\8i^    also  die  a'xf^  diejenigen  6'\d  be- 
sitzen, 80  bestehen  die  Gleichungen: 


5) 


I  (X,  ^«1,2,3,...). 
axfi^ax+d\ft'^ctx,/x+ö  ] 


Wir  setzen  yoriäufig  die  Zahlen  n  und  n  als  positiv  voraus  und  be- 
fassen uns  zunächst  wieder  mit  dem  einfachsten  der  in  Betracht  kommenden 
FSlle,  indem  wir  annehmen,  dass  sowohl  n  prim  zu  d,  als  auch  n'  prim 
zu  i^  sein  solle.*  Setzt  man  dann  in  2) ,  die  Zulässigkeit  der  Gleichung  1) 
vorausgesetzt,  für  v  den  Werth  d  ein,  so  ergiebt  sich  mit  Backsicht  auf  5): 

Hieraus  folgt,  dass  dn  ein  Vielfaches  von  6\  also  auch,  da  n  und  d' 
prim  unter  einander  sind ,  d  ein  Vielfaches  von  d'  sein  muss.  In  ähnlicher 
Weise  wird  auf  Grund  der  Gleichung 

a'Xfi  —  ÖA+n',  fi+n     (A,  fi  —  1, 2, 3, . . .) 

geschlossen,  dass  auch  umgekehrt  ii   ein  Vielfaches  von  d  sein  muss.   Dies 
ist  aber  nur  möglich ,  wenn  d=^6' 

Wir  bezeichnen  jetzt  mit  np  und  n'p  die  kleinsten   positiven  Beste 
von  bezw.  vn  und  vn'  nach  dem  Modul  8,  so  dass: 

6)  vw  =  Wy,     vn=np(mod8). 

Alsdann  kann  man  die  Gleichungen  2)  auch  folgendermassen  schreiben: 

Durchläuft  nun  v  ein  vollständiges  System  in  Bezug  auf  d  incongruenter 
Zahlen,  etwa  die  Zahlen  von  1  bis  d,  so  durchlaufen  gleichzeitig  auch  np  und  n'p 
vollständige  Bestesjsteme.  Dabei  entspricht  jedem  Werthe  von  fty  ein  be- 
stimmter Werth  von  n'py  und  umgekehrt.  Sollen  n,  und  n'p  wieder  relativ  prim 
zu  d  sein,  so  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  v  prim  za  8  gewählt  werde. 
Wenn  v  alle  Zahlen  eines  vollständigen   Bestesystems  durchläuft;    welche 

*  Haben  unter  dieser  Voraussetzung  n  und  n'  einen  von  1  verschiedenen 
grOssten  gemeinschaftlichen  Theiler  17,  und  ist 

80  folgt  ans 

das  heisst:  ax,  =  ax+n,^^n'  =  ax+,N,^^,N^, 

aXft  =  aX'\-tiiN,,i+ffl^'  (a,it»,y  =  l,2,3,...), 
wenn  rj'  so  gewählt  wird,  dass  rj rj' ^^  1  (mod 8)  wird,  bei  v  =  rf*  leicht 

ax/i^ax-{.N,  /«+^^ 
und  nmgekahrt.    Der  Theiler  jj  kann  daher  in  dieaem  ¥q\\^  \)iii\AT^r^<(^  ^^t^^^^. 
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prim  zu  d  sind,  so  nehmen  hierbei  sowohl  die  n,  als  auch  die  viy  die 
Werthe  aller  zu  h  relativ  primen  Zahlen  ^  d  an,  und  zwar  jeden  nur 
einmal.  Die  Zahlen  n^  und  v!^ ,  die  in  diesem  Falle  ein  sogenanntes  reducirtes 
Bestesjstem   bilden,   hängen  alsdann  mit  n  und  n   durch  die  Congruenz 

8)  w«'v  =  w'wir  (fnoi6), 

die  sich  aus  6)  leicht  ergiebt,  zusammen. 

Die  Gleichungen  7)  vermögen,  falls  iiy  und  n^  beide  prim  zu  h  sind, 
die  ursprüngliche  Gleichung  1)  vollständig  zu  ersetzen.  Wie  nämlich  jene 
Gleichungen  aus  1)  gefolgert  wurden,  so  lässt  sich  auch  umgekehrt  leicht 
nachweisen,  dass  ihr  Bestehen  das  der  Gleichung  1)  zur  Folge  hat.* 

Nun  kommt  unter  den  Zahlen  ny  der  Werth  1  einmal  (und  nur  ein- 
mal) vor.  Der  entsprechende  Werth  von  nV  möge  mit  m  bezeichnet 
werden.  Ftihrt  man  diese  speciellen  Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  7) 
ein,  so  verwandelt  sie  sich  in: 

9)  flA/«  =  öji  +  l,^  +  m'      (^,   fA  =  li  2,  3,...). 

Ebenso  kommt  unter  den  Zahlen  n^  der  Werth  1  ein  einziges  Mal 
vor.  Bezeichnet  man  den  zugehörigen  Werth  von  n^  mit  m,  so  ergiebt 
sich  weiter  die  Gleichung: 

10)  aji/«=»aji+m,/i+i     (^,  fi  =  l,  2,  3, ...). 
Aus  9)  und  10)  folgen  ohne  Weiteres  die  Gleichungen: 

11)  ÖZ/*  =  fll  +  m',/i  +  l,  ai/*  =  fl'i  +  i,/«  +  m     (Ä,  fl=  1,2,3,...). 
Die  Zahlen  m  und  m   genügen  den  Congruenzen: 

12)  n  m  =  w',    nm  =  w  (mod  d) 
und  daher  auch  der  Congruenz: 

13)  mfn'=  1  (mod  d). 

Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  wie  sich  die  Fundamentalgleichung  ge- 
staltet, wenn  wir  sie  mit  Gleichung  2)  in  Verbindung  bringen.  Nachdem 
oben  Bemerkten  kommt  es  auf  dasselbe  hinaus ;  ob  wir  dabei  Gleichung  2) 
selbst  benutzen,  oder  ob  wir  sie  etwa  durch  10)  ersetzen.  Im  letzteren 
Falle  ergiebt  sich  zunächst: 


*  AuB  7)  folgt  Dämlich: 

diu  =  ai  4-  »'«y,  //+»'n'y     (i,  |!A,  v'=»  1,  2,  8, . . .). 

Wählt  man  nun,  was  nach  der  Voraussetzung  {y  prim  zu  ^)  immer  möglich  ist, 
V  80,  da88  die  Congruenz  yv'=l(moefd) 

erfallt  ist,  BO  folgt  bei  Berücksichtigung  von  6): 


Von  Dr.  J.  Kraus.  15 


aifi  =  öji-m,^-l  =  Ox^2m.  fi'7^  '  "  =  OX^(fi-\)m,i    (A,  ^  =  1,  2,  3,.. .)» 

oder,  indem  wir  wieder  die  zweiten  Indices  1  unterdrücken: 

14)  axfi'^  ax^{fi^i)m)   ai,^<+i  —  a^— ^m*  0;f*""  1»2,3, ...). 
In  ähnlicher  Weise  folgt: 

15)  c/fiz^  a'^— (i-i)w',  a'^,14.1  —  a/fi^im'*  (^, /tt ■«  1, 2, 3, . . .). 

Mit  Bücksicht  auf  diese  Beziehungen  schreibt  sich  die  Fundamental- 
gleichung   a'fl;i^+aV,i+i=«aVi+fl;i,,,  +  i    (A,fi- 1,2,3,...) 
jetzt  folgendermassen : 

16)  Jax^ifi-.i)m+  a^fi^im'^  a6i'^-(i_i)„,'  +  ax—fim  {}"i  fA—  1|2,3, ...). 
Führt  man  in  dieser  Gleichung  für  l  den  Werth  d  ein,  so  ergiebt  sich: 

17)  a'aj_(,,-i)TO+  a'^t  —  aa'^+m-f  ad^^m   (fi— 1,2,3, ...). 
Aus  Gründen  der  Symmetrie  kann  man  hierfür  auch  schreiben: 

18)  a'a^4.m+  Jö-fim"^  aa'd-(^-i)w'  +  ö^**  (jt*  — 1,  2,3, ...). 

Für  ^=1,2,3,...,   d-1,   d  lieferb  die  Gleichung  17)  das  System 
folgender  Gleichungen: 

cc^as  +  a\  —  aa  TO '4- 1  +  öd— 1 

clüd^m  +  ö's  ■"  aö'm'  +  2  +  0(^—21 


18a) 


m 


a'om  +  ö'j  — aa'm'  +  öd. 

Hätte  man  die  Gleichung  18)  zu  Grunde  gelegt,  so  würde  man  bei 
fi=»  1, 2^3,...,  d  dieselben  Gleichungen  wie  in  18a)  erhalten  haben,  nur 
in  anderer  Anordnung. 

Es  konnte  noch  eingewendet  werden,  dass  möglicherweise  wesentlich 
von  einander  verschiedene  Algorithmen  entstehen  dadurch,  dass  man  in 
Gleichung  16)  dem  Index  l  andere  und  andere  Werthe  ertheilt.  Dass  dies 
jedoch  thatsächlich  nicht  der  Fall  sein  kann,  das  heisst,  dass  man  stets 
dieselben  Gleichungen  18  a)  erhalten  muss,  nur  jedesmal  mit  einer  anderen 
unter  ihnen  als  Anfangsgleichung >  davon  überzeugt  man  sich  leicht,  wenn 
man  für  X  den  Werth  ä  — v(v=l,  2, 3,...,ä— 1)  einführt  und  gleich- 
zeitig ^L  —  vm'  für  jit  substituirt.  Dann  nimmt  Gleichung  16)  schliesslich 
für  jeden  Werth  von  v  wieder  genau  die  Form  17)  an. 

*  Soweit  bei  entsprechender  Wahl  von  X  und  /k  in  dieser  und  den  folgenden 
Gleichungen  des  vorliegenden  Abschnittes  die  Indices  null  oder  negativ  werden, 
mnss  man  wiederum  solche  Vielfache  von  d  sich  hinzugefügt  denken,  welche  sie 
positiv  machen. 

*^  Bei  m=:l,  m'=  1  erhält  man  den  im  vorigen  Abschnitte  betrachteten  be- 
sonderen Fall  (der  Buchstabe  m  hat  dort  dieselbe  Bedewtxm^  m<b  \^^x  V^« 
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•  -— -i^  *-^  -• 


Das  Yoranstehende  führt  zu  den  folgenden  Satze: 

„Es   mögen  die  Ziffern  ax/i  nnd  axft  des  in  den  Systemen 

(a,  a)  hezw.  (a,  a)  dargestellten  echten  Bruches  -  die  Perioden 
6\ii   bezw.  i'lö  besitzen.     Wenn  dann 


«"«*'  =  l(wo(IÄ;),  also  auch  ax^^ax+n.f.+n'   (A,fi— 1,2,3,...), 

wo  n  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  sowohl  n  prim  zu  d,  als  auch  n  prim  zu  S'  ist,  so 
ist    d=6';    das    heisst,    die    Perioden     der    Darstellungen    des 

Bruches  r;-  haben   in   den  Zahlensystemen   a  und   a   gleichviel, 

nSmlich  d,  Stellen.  Die  Ziffern  a^,  {4,  o^,...  bezw.  a'i,  a'|,a's,... 
dieser  Darstellungen  gehorchen  dem  Algorithmus 

während  m  und  m   den  Congruenzen 

w'm  7:-  n ,    nm  =  n',    mm'  =  1  {mod  S) 
Genüge  leisten. 

g      18 
Beispiel:   Es  sei  ~  =  ot*  «==10,  or'=9;  alsdann  hat  man  d  =  d'=]5. 

1)10  ai^  genügen;  wie  man  durch  Aufstellung  des  entsprechenden  Systems 
findet,  der  Beziehung: 

üXfi  —  «1+7,  ^+11    (A,  fi  -=  1, 2, 3, . .  •). 

Wir  können  demnach  n  =  7,  ^'  =  11  setzen.  Beide  Zahlen  sind  prim 
zu  d  =  15  und  entsprechen  sonach  der  Voraussetzung  des  obigen  Lehr- 
satzes.    Die  Zahlen  m  und  m  berechnen  sich  leicht  aus  den  Congruenzen 

7i»'=ll,     lli»  =  7(modl5), 

aus  welchen  die  Werthe  m  s=  2,  m  =  8  gefunden  werden.  Der  Algorithmus  17) 
nimmt  daher  im  vorliegenden  Falle  die  folgende  Gestalt  an: 

9ai6-20ii-i)  +  »V  ■■  lOa'^4.8  +  Ö15-2/*    (/»  —  1, 2, 3, . . .). 

Da  nun  lg 

ij  =  (0,580645 16 1290322. ..Xo 

=  (0,52025467228  11 40. ..)j„ 
aiso  * 

Ol  — 5,    «1  =  8,    Ojä=0,     04  =  6,    ags4,... 
o'j  =  5,   a',E=2,  a'j  =  0,   a\'=2,  a'^  =  ö,..,, 
80  hat  man  der  Beihe  nach: 

9a,5  +  a',  =  lOo'j  +  a„  oder  9.2  +  6  =  10.2  +  3  =  23 
9«i8  +  «'t  =10o'io  +  «ii  »  9.3  +  2  =  10.2  +  9  =  29 
9«ii  +  «'»  =10«'ii+«9        »      9.9  +  0=10.8  +  1  =  81 


9fls, +a',4  =  lüo\ +0,        ,      9.6+4=10.5  +  8  =  58 
5»,  +  o'„  =  lOa'g  +  Ois      ,     9.a  +  0  =  10.7  +  2  =  72. 


Von  Dr.  J.  Ebaus.  17 

§  12. 

Wir  betrachten  jetzt  den  allgemeinen  Fall;  in  welchem  n  and  ö  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  fy  n  und  ö'  denjenigen  b'  besitzen.   Es  sei : 

19)  n  =  Ni,    5  =  Af,    n^N'B,     a'  =  AV.* 
Setzt  man  dann  in  der  Gleichung 

für  V  die  Werthe  A  und  A'  ein,  so  ergeben  sich  resp.  die  Beziehungen: 

aXfi^  aX  +  J'n.fi  +  J'n"^  0X-{'J'n,fi-{'N'6'  "=  aX-{-J'n,ft. 

Dieselben  lassen  erkennen,  dass  An'  durch  6\  also  A  durch  A',  ebenso 
An  durch  d,  daher  auch  umgekehrt  A'  durch  A  theilbar  sein  muss. 
Dies  ist  aber  nur  unter  der  Bedingung 

A=A' 
möglich.  Wenn  e  prim  zu  e  ist,  so  stellt  A  =  A'  zagleich  den  grÖssten 
gemeinschaftlichen  Theiler  von  d  und  6'  vor;  das  heisst,  der  grösste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  d  und  6'  ist  in  diesem  Falle 
gleich  dem  Quotienten  ans  d  (bezw.  6')  und  dem  grössten  ge- 
meinschaftlichen Theiler  von  n  und  ö  (bezw.  n  und  6'), 

Wir  machen  jetzt  in  der  Gleichung 

01^=  ax  +  vn,fi-{-vn      (^1  fi,  v  =  1,2,3,...) 

die  folgenden  Substitutionen: 

20)  vn  =.  ifipimod  5),     vn'  =.  in<„{ßnod  d'), 

wobei  env  und  e'n'v  positive  ganze  Zahlen  <.  8  bezw.  <  ö'  sein  sollen, 
somit  np  und  n^  positive  ganze  Zahlen  <  A  sein  müssen.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  v  prim  zu  A  =  A'  ist,  gelangt  man  dann  zu  der  Congruenz : 

21)  Nn\  =  N'nv{modä). 

Durch   eine   der  im  letzten  Paragraphen   angestellten  genau  analoge 
Betrachtung  ergeben  sich  hierauf  wieder  zwei  Werthe  m  nnd  m\   die  aus 
den  Congruenzen         Nm  =  N\    Nm  =:  N{mod  A) 
zu  berechnen  sind,  und  welche  die  Congruenz 

22)  mm'  =  l(fii(wiA) 
befriedigen.     Führt  man  dieselben  in  die  Gleichung 

axfi  -=  ax-h»n  ,/u+«Vy     (^,  /[i,  V  —  1, 2, 3, . . .) 
ein,  so  erhält  man  die  Beziehungen: 

23)  aXfi^  ax^em,fi-{-t''i        fljl^*=  ax-{.a,ft+tm' 

24)      o'a^  =  a'ji4-,v,/i+f *   o!xfi  =  a!i^t\fi^em 


(X,  |[A  =  1,2,3,...). 


*  Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung  dürfen  im  Hin- 
blick auf  das  Folgende  etwaige  gemeinschaftliche  Theiler  der  Zahlen  N  und  N' 
obue  Weiteres  fortgeatrichen  werden. 

ZeJttobrift  f.  Mathematik  u.  Phjuik.  39.  Jahrg.  1894.   ÄcU  1.  ^ 
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Es  werde  nun  gesetzt: 

wobei  A^,   ^|,  i,  i'  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,   t  und  %   insbesondere 
noch  den  Bedingungen    i  5*  e  9  %  ^  s'  genügen  sollen. 

Wenn  man  diese  Werthe  ftir  k  und  ^  in  die  Gleichungen  23)  und  24) 
einführt,  so  folgt: 


In  ähnlicher  Weise  erhält  man: 


•  •  • 


afi-ki9'm\i. 


Bei  Berücksichtigung  dieser  Beziehungen  lässt  sich  die  Fundamental- 
gleichuDg      „,^^^  ^  ^^^^^  _  ^„,^^  +  „^^^^     (;^^  ^  -  1, 2, 3, . . .) 

in  folgender  Gestalt  schreiben: 

Setzt  man  darin  zunächst  il  =  d,  so  ist  itj  =:  A  —  1  c=  A'—  1,  t  =3  e^   und 
man  erhält  für  jü  =  l,  2,  3, . . . ,  d'  der  Reihe  nach : 


26) 


+  ä'j,  1 


«a'2  +  fW,*      +   Ö(F,8 


«'aj— «m,l+   aV+i,!—   aaV4.l+,V,«+   flrf— em.2 
a'aj-em,f'+   «'««',1     «=   aa'2(i'+eV.«   +   ÖJ-2»m,l 

Der  vorstehende  Algorithmus  umfasst  d'  Gleichungen.  Wenn  nun  noch 
für  X  nacheinander  die  Werthe  d—  1,  d  —  2, ...,  d  —  e+1  eingeführt 
werden,  so  erhält  man  e  — 1  weitere,  dem  obigen  ähnliche  Algorithmen, 
die  wir  der  Raumersparniss  halber  nicht  hinschreiben.  Dagegen  liefern  die 
übrigen  Werthe  von  k ,  von  A  =  d— c  bis  ^  =  1,  nur  Wiederholung  des 
Früheren.  Wir  erhalten  daher  im  Ganzen  £  Algorithmen  von  je  6'  Gleich- 
ungen. Würde  man  zuerst  /it  =  d',  il  =  1,  2,  3, . . . ,  d'  u.  s.  w.  eingeführt  haben,  so 
wäre  man  in  ähnlicher  Weise  auf  b'  Algorithmen  von  je  d  Gleichungen  ge- 
führt worden;  man  hätte  dieselben  Gleichungen  wie  oben  erhalten,  nur  in 
anderer  Anordnung. 

Kommt  es  lediglich  auf  den  Zusammenhang  der  Ziffern  des  Bruches  — 

K 

in  den  Systemen  a  und  et'  an,   so  entsteht  die  Aufgabe,  aus  den  Algorith- 
men  26),...  alle  Ziffern   axfi  und  a'a^,   deren  iwe\\Ä  \Tid\^"Ä  vl  ^qti  l  ver- 
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schiedene  Werthe  haben,  zu  eliminiren.  Dieselbe  könnte  in  der  Weise 
gelöst  werden,  dass  man  in  den  genannten  Systemen  zuerst  mit  a  <"''*', 
e'*'"^,...,  a\  I  und  dann  mit  1,  er,...,  a'"^,  «*'*  auf  geeignete  Art  com- 
poniren  würde.  Indess  verdient  das  folgende  einfachere  Verfahren ,  welches 
ohne  Weiteres  auf  die  im  §  11  gegebenen  Entwicklungen  zurtickftihrt, 
den  Vorzug. 

Um  aus  den  Ziffern  einer  im  Systeme  a  dargestellten  Zahl  diejenigen 
im  Systeme  ci^  zu  erhalten,  wo  v  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 
hat  man  offenbar  nur  nöthig,  von  jenen  Ziffern,  von  vorne  ab  gerechnet, 
jedesmal  je  v  aufeinander  folgende  zu  einer  Zahl  zu  vereinigen.  Die  so 
erhaltenen  Zahlen  stellen  dann  der  Reihe  nach  die  Ziffern  der  betreffenden 

Zahl  im^Systeme  a'"  dar.     Bezeichnet  man  nun  die  Ziffern  des  Bruches  * 

K 

in  den  Systemen  (a^,  a^')  und  (a'',  cf)  bezw.  mit  Axfi  und  A\fi^  so  hat 
man  hiemach: 

„V    Mx/*— («i+(^-i)M4-C«*^i)«'  ««+(A-i)f,i+Gu-iK  .••  ö^M+Cu-1)«') 
[ui'ji^—  (a'i4.(ji_i),',i-|-(^-.i),  o'24.(ji_i),',i4.(^— i)«...a';i,',i4-(^-i),); 

die  Periodicitfit  dieser  Ziffern  ist  durch  die  Gleichungen  ausgedrückt: 

Axf^  —  Ai^j^f^  —  Ax,fi^j' 

> 

das  heisst,  die  Ax^,,  bezw.  Alx^  besitzen  die  Perioden  A|A'  bezw.  A'{A. 
Die  Gleichungen  27)  lassen  sogleich  die  Richtigkeit  der  Beziehung 

Axfi  -=  Axj^2i,iA^s'    i}-y  fi  —  1, 2, 3, . . .) 
erkennen,   in  welcher  J^  prim  zu  A,  JV"  prim  zu  A' =  A  ist.     Es  findet 
somit  der  Satz  des  §  11    Anwendung,   wonach   wir  bei  Weglassung  der 
zweiten  Indices  den  nachfolgenden  Algorithmus  erhalten : 

d^'Aj  +  A!^  =  a*^'^'+i  +  ^^-„. 

a'^  Aj-m  +  Al^  =  KiALraJ^t-VA^—tn, 


(X,^- 1,2,3,...), 


28) 


in  welchem,  wie  bemerkt,  zur  Abkürzung 

(aia2...(i,)tf  =  -4,,         (a«+ia«+2...fl2«)«  =  '42,... 
(a\ a'2 . . . «'•')«'  =  -^15  (^'t'  + 1 öV + 2 . . . «2«')«'  =  -^'2» •  •  • 
gesetzt  ist.   Dieser  Algorithmus  lässt  sich  kurz  durch  die  Formel  ausdrücken : 

29)       a'-'^^-c;!-.!)^  +  Äx  =  aMV+^  +  Jl^-^m  (Jl  =  1 ,  2,  3, . . . ), 
oder,  der  Symmetrie  wegen,  auch  durch: 
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•   v^fc^-   .-.>-'-•■    ^"^r-.^  „y^^.^^.^^.'^  .^   .^m^  •.'^^ 


Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  nachstehenden  Ergebniss: 
^Es  mögen  die  Ziffern   aifi  und   a'xfi   des  in   den  Systemen 

(cij  a)  bezw.  (a,  or)  dargestellten  echten  Bruches-r  die  Perioden 
d.6'  bezw.  i'\d  haben.     Wenn  dann 


«*«'*»'?:=:? l(fiiO(lÄ),  also  auch  aji^  — az+«,;,+»'     (X,  fi— 1,2,3,...), 
wo  n  und  n  positive  ganze  Zahlen  sind  von  solcher  Beschaffen- 
heit,  dass  n  mit  6  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  e, 
n   mit  6'  denjengen  c'  besitzt,  und  wenn  man 

setzt,  so  ergiebt  sich  zunächst  A  =  A\    Die  Ziffern  a^^  a^^  a^^... 
bezw.  a'i,  a\y  a\^  ..  des  in  den  Systemen  a  bezw.  a  dargestellten 

g 
Bruches  -=■  gehorchen  dem  Algorithmus 

ol''Äx^m  +  ^d-lm'  •=  a*^'z/-(a-l)m'  +  Ai      (X  —  1,  2,  3,. . .), 

in  welchem  zur  Abkürzung 

(aia|...ae)a=:il|,  (014-10^+2  ...«2«)«  =  -48,... 

{a\a\...at')a*  =-- A\ ,  (a'^'-j.  1  a\'^ 2 . •  .«'2fc'V  =  -^'2» •  •• 
gesetzt  ist.     Die  Zahlen  m  und  m   endlich  genügen   den   Con- 
gruenzen:       Nm'^lT,     Nm  =  N,     mm' =  1  {mod  t^y 

Dieser  Satz  begreift  die  in  den  §§  8  und  1 1  mitgetheilten  als  Special- 
fälle in  sich.  Wenn  n  =  d ,  n  =  d'  wird ,  so  reducirt  sich  der  Algorithmus 
auf  die  Gleichung: 

(a<^  —  1)  (a, a j . . . aV)«'  =  (a^'  —  1) (o^ a, . . .  a^r)«. 

Beispiel:    Es  sei  t  =  öt'  «  =  7,  a'=27;   alsdann  hat  man  ä=15, 

d'=  10.     Durch  Aufstellung    des  Systems    der    axfi  findet  man  z.  B.  die 

Beziehung  ax^-ax+,,^+^     (1,^-1,2,3,...) 

bestätigt.     Indem  man  w  =  6,   n  =4  setzt,   ergiebt  sich: 

^-=2,    f=3,    N'==2,    e'  =  2,    A  =  A'  =  5. 

Die  Grössen  m  und  m'  sind  hier  beide  gleich  1.  Der  Algorithmus  29) 
lautet  unter  diesen  Umständen: 

27^4ö-i+i  +  A-7».^',+,  +  ^ß_i  (A- 1,2,3,...). 

Da  nun  s\ 

„j  =(0,106  215  434  201  403... )» 

=  (0,49  15  18  7  22  17  TT  8  TÖ...),, 
ist  und  in  Folge  dessen 
il.  =  (106)„    A  =  (215)„       A,  =  {4Si),,     ^  =  (201),,      ^=(403),, 

^',=  (49),,,  ^'^  =  (T5l8)„,  ^  =  (722)„,  ^',  =  (T7n)„,  ^■j  =  (8l9)„ 
gesetzt  werden  musSf  so  hat  man: 
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2V.A^+Ä\  =  V.A\  +  Ä^  oder  729. 199  + 1 17  =  343.423  +  99  =145 188 
27» .  Ä^  +Ä',  =  7» .  A'3  +  A,  ,  729 .  99  +  423  =  343  21 1  +221  =  72594 
27« .  Ai  +A\  =  V .  A\  +  A^  .„  729 .  221  +  21 1  =  343 .  470  +110  =161 320 
2^*.At+A\  =  V.A\  +  A^  „  729.110  +  470  =  343.235+55=80660 
2V.A^+A\='V.A\  +  Al,   „    729.55  +  235  =  343.117+199=40330. 

§  13. 

Die  in  den   beiden   letzten   Paragraphen  aufgestellten  Sätze  gestatten 

g 
für  den  Fall,  dass  der  Nenner  des  Bruches  -  eine  Primzahl  (=p)  ist,  stets 

IC 

eine  einfache  Umkehrung  ^  ohne  dass  jedoch  eine  solche  für  zusammen- 
gesetzte Nenner  ausgeschlossen  wäre. 

Wenn  nämlich  zunächst  d  =  8'  vorausgesetzt  wird ,   so  sind  a  und  a 
zwei  primitive  Wurzeln  der  Congruenz 

x^  nl  {modp)* 

Bekanntlich  ist  nun  aber  jede  Wurzel  einer  derartigen  Congruenz 
einer  Potenz  irgend  einer  und  derselben  primitiven  Wurzel  nach  dem  Modul  p 
congruent.  Die  Zahl  a  muss  sich  daher  unter  den  Potenzresten  von  a 
und  a  unter  denjenigen  von  a  vorfinden.  Hieraus  folgt  ohne  Weiteres, 
dass  der  Rest  r^^  nothwendiger  Weise  unter  den  Resten  r^i{j=z),  r^j, 
f'si)***«  ^^^  enthalten  ist.  Es  sei  etwa  rj^s^n^/,  i^  so  muss  i  prim  zu 
ö  sein**,  und  es  ist  sodann  rji2  =  n+f,  i.  Ebenso  ergiebt  sich  ri8  =  n+f,  i, 
n4  =  n+,-,8»...;  allgemein: 

n,/*+i  — n+f,M  oder   rxf,'^rx^i,^+i    (X,  jii— 1,2,3,...). 
Setzt  man  noch  d  —  i  =  m ,  so  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung 

rx/A  —  fXi-m,fi-\-i    (^,  /Ä  —  1, 2, 3, . . .). 
Dabei  ist  m  prim  zu  d.    Nach  dem  Früheren  folgt  daraus  unmittelbar: 

«a/i—  «A+m.^+l    (A,  ^—  1,2,3,...). 
In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
•  axfi  —  ö^l+l,  fi-\-m'   (A,  |ü  —  1, 2, 3, . . .), 
in  welcher  m   prim  zu  i  ist.     Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 

mm  -£  l{modö). 

Bestimmt  man  jetzt,  was  immer  [auf  q>{8)  verschiedene  Arten]  mög- 
lich ist,  zwei  zu  ö  prime  Zahlen  n  und  n   so,  dass  sie  der  Congruenz: 


*  Vergl.J.A.  Serret,  Algebra,  deutsch  von  Wertheim,  S.  46,  Anmerkung. 
**  Hätte  nämlich  t  mit  Ö  den  von  1  verschiedenen  grOssten  gemeinschaftlichen 
Theiler  «,  und  wäre  etwa  t  =  eti,  0=80^,  so  würde  aus  r,j  =  n+/,  i,  oder 

«'  1^  ai  (modp)  sich  a^i  =  o^'i  E^  1  (modp) 

ergeben;  das  heisat,  a  würde,  entgegen  der  VorauBsetzung,  zu  einem  Exponentea 
<  ö  gehören. 
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nm  ^n  {tnod  d)    oder    nm  =  n {med  S) 
genügen ,  so  lassen  sich  die  beiden  vorerwähnten  Gleichungen  in  der  folgenden 
vereinigen:  a,^  -  ai+.,^+,<    (i,  ^=  1,2,3,...). 

Wir  entnehmen  hierans  den  Satz: 

aWenn  die  Ziffern  ax/thezw,  axf^  des  in  den  Systemen  (a,  a') 

bezw.  (a',  o)  dargestellten  echten  Bruches  — die  Perioden  6.6'heiw. 

d'\6  besitzen,  nndesi8td  =  d\  so  bestehen  für  den  Fall,  dass  der 
Nenner  k  eine  Primzahl  ist,   stets  Beziehungen  Ton  der  Form 

aif,  -=  ai+n,f,+n'    (^,  ^  —  1, 2, 3, . . .), 
wo  n  und  n   prim  zu  ö  sind.     Es  findet  somit  der  Lehrsatz  des 
§  11  Anwendung.* 

Besitzen  zweitens  6  und  6'  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  A, 

'^^^  ^^^^  d  =  «A,     6'=£'A 

gesetzt,  so  sind  a<  und  u^'  primitive  Wurzeln  der  Congruenz 

x^=l  {modp). 

Durch  eine  der  oben  angewandten  genau  analoge  Betrachtung  gelangt 
man  dann  ohne  Schwierigkeit  zu  den  Gleichungen: 

öl^«  ax^fm,fi-^h',     aXfi*^  Ol+*.Ai4.«'m'     (i,  f*  —  1,2,3,...). 

Dabei  ist  fnm'=  l(ffiadA).  Bestimmt  man  nun  noch,  was  stets 
[auf  <p(A)  verschiedene  Arten]  geschehen  kann,  zwei  zu  A  prime  Zahlen 
N  und  N'  derart,  dass  sie  der  Congruenz 

genügen,  so  können  die  letzteren  beiden  Gleichungen  in  der  Form 

axfi  =  ax+tK,fi^t's'    0,  jiA  -='  1, 2, 3, . . .) 
zusammengefasst  werden.    Dies  führt  uns  zu  dem  folgenden  Satze: 

„Wenn  die  Ziffern  ax^  bezw.  axf^  des  in  den  Systemen  (o,  a)bezw. 

{c(\  or)  dargestellten  echten  Bruches  —  die  Perioden  6  6'  bezw.  6*  6 

K 

besitzen,  und  es  ist  d  =  e  A,  ö'=  e'A,  wo  A  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  ö  und  6'  bedeutet,  so  bestehen  für  den 
Fall,  dass  der  Nenner  k  eine  Primzahl  ist,  stets  Beziehungen 
von  der  Form     a,^-a,+.,^+..   (i,  ^  -  1,2,3,...), 

in  welchen  n  mit  d.den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  s, 
n  mit  ö'  denjenigen  £'  besitzt.  Es  findet  somit  der  Satz  des 
§  12  Anwendung.** 

Diese  Sätze  rechtfertigen    zugleich   nachtrftglich   die   von  uns   in    den 
10,  11  und  12  gemachte  Annahme.* 

*  För/j'/.  §  10  8.  12. 
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Wenn  schliesslich  8  und  6'  keinen  Theiler  ausser  1  gemeinsam  haben, 
so  giebt  es  keine  Gleichung  von  der  Form: 

axfi^  ai^n./ii+n'    (^.  f*—  1)2,3,...), 
in  welcher  n  und  n  von  8  bezw.  d'*  verschiedene  Werthe  hätten.    In  diesem 
Falle   ist  auch  die  Fundamentalgleichung  einer  weiteren  Vereinfachung  im 
seitherigen  Sinne  nicht  mehr  fähig.     Mit  anderen  Worten:   Es  existirt  als- 

dann  für  die  Ziffern  von  -~  in   den  Systemen  tt  und   cc    kein   den   voraus- 

gehenden  Algorithmen  ähnlicher  vereinfachter  Algorithmus  mehr. 

§  14. 
Nachdem  im  Voranstehenden  die  Gleichung 

akfi*^  ax^n,n+n'    (^t  f*  •=  1,2, 3, . ..) 
für  den  Fall ,  dass  die  Zahlen  n  und  n  beide  positiv  sind ,  eine  eingehende 
Behandlung  erfahren  hat,  können  wir  uns  bei  der  Betrachtung  der  übrigen 
Fälle,  in  welchen  eine  dieser  Zahlen  oder  beide  negative  Werthe  annehmen, 
um  so  kürzer  fassen. 

Was  zunächst  die  Gleichung 

Cllfi  "-  ax-n,ii,^n'     (^*  ^  ■=  1,2, 3,  ...)•, 
wo  n  und  n   positive  ganze  Zahlen  sind,   angeht,   so  ist  dieselbe  offenbar 
mit  der  Gleichung  „^^  _  „^^^^^^     ^^^  ^  -  1, 2, 3, . . .) 

identisch.  Denn  durch  Einführung  von  k  +  n,  |ü  +  ^'  an  Stelle  von  X 
bezw.  fi  wird  jene  sogleich  auf  die  letztere  Form  zurückgeführt.  Ebenso 
leuchtet  ein,  dass  die  Gleichungen 

0^/1=  ö;i +».//—»'    nnd    a^^  =  a^— m,^^ »'    (A,  ft -=  1,2,3, ...) 

nicht  von  einander  verschieden  sind.   Es  genügt  also,  wenn  wir  noch  den  Fall 

30)  «i^**  öil  +  n,/u-«'     (^X,  ft=  1,2,3,...), 

wo  n  und  n'  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  in  Betracht  ziehen. 

Aus  den  Entwicklungen  des  §  7  folgt  zunächst  wieder  ohne  Weiteres 
der  Satz: 

„Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Existenz. der  Gleichung 

0^/*=  fliifn,/«— »'    oder    a^^  —  Oji-«,^-!-«'    {X,  (i  —  1,2,3,...), 

in  welcher  n  und  n  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  ist  das 
Bestehen  der  Beziehung 

wo  u  eine  (positive  oder  negative)  ganze  Zahl  vorstellt.** 


*  Oder  von  Vielfachen  derselben. 
♦♦  Oder  der  Gongrnenz  «♦*  ==  «'»'  {mod  k). 
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Im  üebrigen  führt  man  den  vorliegenden  Fall  leicht  auf  den  Mher  be- 
trachteten zurück,  indem  man  ö'—n  für  —  w'  setzt.  Da  stets  n'<6'  vor- 
ausgesetzt werden  darf,  so  kann  {ö'—  n)  als  eine  positive  ganze  Zahl  <  ö' 
angesehen   werden.     Eine  einfache   Betrachtung  lehrt   alsdann,   dass  unter 

der  Bedingung        a,^_a,^„„_„,    (A,  ^  -  1,2,3,...) 

die  Sätze  der  §§11  und  12  bestehen  bleiben,  sofern  man  nur  in  den 
darin  vorkommenden  Gleichungen  und  Algorithmen  —  n,  —  m,  —  m'  für 
bezw.  n',  n»,  m   einsetzt. 

Greifen  wir  z.  B.  den  einfachsten  Fall  heraus,  in  welchem  n  und  n' 
beide  gleich  1  sind,  so  folgt: 

„Wenn  a  und  et  nach  dem  Modul  Z;congruente  Zahlen  sind,  so 

z 
besitzen  die  Perioden  der  Darstellungen  des  echten  Bruches  r 

in   den  Zahlensystemen   a    und   a   gleichviel   Stellen,    und   die 

Ziffern  a^^a^^c^^,,.  bezw.  a'^;  a^,  a'si-  .•  von  —  in  diesen  Systemen 
gehorchen  dem  Algorithmus: 

ti'ax  +  a xj^\  —  cta x  +  aij^x  (;=  1,  2,  3,...)/ 

Beispiel:  Esseixf=l,  Ä  =  7,  a  =  3,  o'  =  10  =  3  +  1.7.  Dann 
ist  6  =  d'  =  6 ,  und  da 

Q  =(0,010212...),,     (I)   =(0,142857. ..),o, 

'*^°=  a,=0,     0,  =  !,     a,  =  0,     a,  =  2.    05=!,     a^  =  2,..., 

o',=  l,    o',  =  4,    o'j  =  2,    o'4  =  8,    o'jäÖ,    o'j=7,..., 
80  hat  man: 

I0a,  +  a',  =  3ai  +  a,  oder  10.0  +  4  =  3.1  +  1=   4 

10a,  +  as  =  3o',  +  o,  „  10.1+2  =  3.4  +  0=12 

10as  +  a'4  =  3o'3  +  a4       „  10.0  +  8  =  3.2  +  2=  8 

lOat  +  a\  =  Za\  +  af,  „  10.2  +  5  =  3.8  +  1  =  25 

10os  +  o'g=3a'5  +  a6  „  10.1  +  7  =  3.5  +  2=17 

10a6  +  a',  =  3a'6  +  a,  .  10.2  +  1  =  3.7  +  0  =  21. 

§  15. 

Bevor  wir  zu  einem  neuen  Abschnitt  übergehen,  möge  es  gestattet 
sein,  einerseits  einen  kurzen  Rückblick  auf  das  bis  jetzt  Behandelte  zu 
werfen  und  andererseits  mit  wenigen  Worten  die  Richtung  anzudeuten,  in 
welcher  sich  die  nachfolgenden  Untersuchungen  bewegen. 

Den  Ausgangspunkt  unserer.  Betrachtungen  bildete  die  Aufgabe ^    den 

Zusammenhang  zum  Ausdruck  zu  bringen,  der  zwischen  den  Darstellungen 

eines   echten  Bruches   in  zwei  beliebigen  Zahlensystemen  a  und  a    besteht. 

^s  zeigte  Bichf    dass   zur  allgemeinen  Auflösung  dieser  Aufgabe  eine  Er- 

weiterang  den  Begriffes   Zahlensystem  nottiN7ötid\g  ^\rd»    So  wurden   wir 
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sar  Definition  des  Zahlensystems  (n,  u)  mit  znei  Oraudzahlen  n  nnd 
veranlaset.  Während  die  Ziffern  eines  im  Systeme  o  dargestellten  echten 
Brnchea  eine  einfache  Serie  bilden  und  sich  wie  die  in  beetimmten  Ab- 
ständen aafeinander  folgenden  TbeÜpunlfte  einer  geraden  Linie  aneinander 
reihen,  machten  die  Ziffern  eines  im  Systeme  (a,  a)  dargestellten  Brnchea 
eine  Doppelserie  aus.  Sie  konnten  als  Über  einen  Winkelraum  vertbeilt 
gedacht  werden,  etwa  wie  die  Gitterpunkte  eines  Quadranten,  der  durch 
ein  System  aufeinander  senkrecht  stehender  Parallelen  getbeilt  wird.*  Diese 
Ziffern  waren  nun  mit  den  Ziffern  der  Darstellung  des  Bruches  im  Systeme 
(«',  er)  durcb  eine  einfache  Gleichung,  die  sogenannte  Fundamental- 
gleichung, verbunden.  Die  soweit  nur  für  echte  Brüche  angestellten 
Betrachtungen  li essen  sich  leicht  erweitern  und  auf  beliebige  positive 
Zahlen  ausdehnen.  Sie  lieferten  alsdann  7.wei  Systeme  von  Ziffern,  deren 
Verbreitungsgebiet  die  ganze  Ebene  war,  und  für  welche  die  Fundamental- 
gleiohnng  gleichfalls  noch  Bestand  hatte. 

Die  weitereu  Untersuchungen  brachten  hierauf  gewisse  Besonderheiten 
lur  Sprache,  die  sich  für  die  Darstellungen  eines  echten  Bruches  in  den 
Systemen  a  und  a  bei  specieller  Wahl  der  Grundzahlen  a  nnd  «'  ergeben. 
Hier  bot  der  Fall  „zugeordneter"  Zahlen  a  und  a  ein  besonderes  Interesse 
dar,  indem  er  unter  Anderem  in  Gestalt  eines  Algorithmus  ein  einfaches 
Mittel  an  die  Hand  gab,  um  die  Ziffern  eines  im  deeadischeu  Z ah lensy steine 
darzustellenden  echten  Bruches  successive  zu  berechnen.**  Dabei  war  die 
Tbatsache  besonders  bemerkeaswerth,  dasa  nnr  directe  Operationen 
(MoltipUcationen*")  in  Anwendung  kommen,  also  jedes  Probiren,  wie 
OS  die  Ausführung  einer  Division  sonst  erfordert,  vermieden  wird, 

Gegenstand  der  nachstehenden  Capite!  nun  ist  zunächst  die  Darlegung 
des  einfachen  Zusammenhangs,  welcher  zwischen  den  Ziffern  der  Dar- 
stellnngen  eines  echten  Bruches  (sowie  weiterhin  einer  beliebigen  positiven 
Zahl  überhaupt)  in  den  Zahlensystemen  [a,  a)  bezw.  («',  a)  und  in  Systemen 
besteht,  deren  Grundzahlen  durch  blosses  Mnitipliciron  und  Potenziren  ans 
den  Grundzahlen  a  und  a  erhalten  werden.  Von  besonderem  Interesse  ist 
hier  wiederum  der  einfachste  Fall,  in  dem  es  sich  um  die  Beziehangen 
zwischen  den  Darstallungen  in  den  Zahlensystemen  (o,  a),  (a,  a)  einer- 
seits nnd  (no',  o),  {aa,  a)  andererseits  handelt.  Die  Erilrternng  gewisser 
»pecieller  Falle  liefert  interessante  Sonderergebnisae. 

Nach  Einführung  der  Zahlensysteme  mit  drei  und  mehr  Ornndzahlen 
nnd  Betrachtung  ihrer  hauptsachlichsten  Eigenthümlichkeiten  werden  wir 
alsdann,    unter  Zugrundelegung    des  im   Vorausgehenden  entwickelten  Dar- 

*  El  braucht  wohl  kaam  hervorgehoben  za  werden ,  dusB  die  Beweisführung 
selbst  von  geometriscben  Vorstellungen  voltkommcu  frei  ist. 

**  Dieser  Algorithmus  kaun  umgekehrt  da^iu  benutzt  werden,  um  einen  echten 
Bruch  (dessen  Nenner  prim  zu  a  ist)  zu  definiren, 

"■  Und  KwU  nur  Mnltiplicationen .  bei  denen  ein  Factor  ei'oe  Bva:A«U\%,67ffi^''«LV.. 


etennngsbegriffea ,  eine  ftUgemeine  Theorie  der  BechnungB Operationen  für 
die  systematischen  BrUche*  zu  geben  versuchen.  Mit  einer  Reihe  ergUniender 
Bemerkungen  nnd  verschiedenartiger  Anweniäungen  (zum  Theil  auf  bekannte 
Probleme)  gedenken  wir  alsdann  den  ereten  Tbeil  unserer  Untersuchungen 
abzuäcbliessen ,  um  uns  danach  der  Betrachtung  der  höheren  Cougruenzen 
ond  Formen  zuzuwenden.  Das  Ziel  derselben,  die  allgemeine  gauzxablige 
Auflösung  der  unbestimmten  algebraischen  Gleichungen,  ist  zugleich  das 
höchste  Ziel  der  Algebra  überhaupt**  Die  unbestimmte  Analytik  dürfte 
auch  allein  die  Mittel  zu  einer  rein  analytiäcben  Definition  der  negativen, 
gebrochenen,  irrationalen  und  imaginllren  Zahlen  m  bieten  im  Stande 
sein.  Deber  diesen  letzteren  Punkt  beabsichtigen  wir  uns  demnächBt 
an  anderer  Stelle  ansfUhrlicber  aiiszusp reeben.  Für  jetzt  mSgen  nur  noch 
einige  Bemerkungen  gestattet  sein. 

Die  üblichen  DeGnitionen  der  negativen  tind  gebrochenen  Zahlen ,  sowie 
die  in  neuerer  Zeit  aufgestellten  Definitionen  der  Irrationakahlen  stützen 
sieb  auf  Begriffe  nnd  Anschauungen,  die  der  reinen  Analysis  eigentlich 
fremd  sind.  Dahin  geboren  insbesondere  der  Uegrifl'  der  Stetigkeit,  sowie 
alle  Grenzbetrachtungen.  Schon  bei  der  Einführung  der  negativen,  nnd 
noch  mehr  der  gebrochenen  Zahlen  siebt  man  sich  geuötbigt,  entweder  das 
unsichere  Gebiet  des  Transcendenten  zu  betreten  und  die  Existenz  hypo- 
thetischer Zahlen  vorauszusetzen,  mit  denen  in  keiner  Weise  der  Be- 
griff des  Zäblens  mehr  verbunden  werden  kann,  oder  geometrische  Vor- 
stellungen behufs  Begriffsbildung  heranzuziehen.***  Die  ganie  Zahl  ist, 
rein  analytisch  betrachtet,  iro  Allgemeinen  eines  Getheiltwerdens  nicht 
fähig.  Von  einem  solchen  kann  erst  die  Bede  sein,  sobald  man  sich  die 
Zahl  mit  einer  Raumgrüsse,  z.  B.  einer  Strecke,  in  Verbindung  gebracht 
denkt.  Da  aber  damit  zugleich  eine  geometrische  Vorstellung  mit  herein- 
genommen wird,  so  kann  eine  darauf  sich  grUndende  Definition  der  ge- 
brochenen Zahl  keine  rein  analytische  mehr  sein.  Gleichwohl  kann  und  musa 
aber,  wie  wir  glauben,  die  geaammte  Analysis  auf  reia  analytischer  Grund- 
lage aufgebaut  werden ,  frei  von  geometrischem  wie  trän scen den tem  Beiwerk. 
Diese  Grundlage  dürfte  aber,  wie  bemerkt,  nur  die  unbestimmte  Ana- 
lytik (im  weitesten  Sinne  des  Wortes)  zu  liefern  im  Stande  sein,  wie  es  andi 
von  Kronecker  (a.  a.  0.)  ausgesprochen  worden  ist. 

Dieser  Auffassung  gemäss  möchten  wir  die  negativen,  gebrochenen, 
irratioDslen  und  imaginären  Zahlen  als  Systeme  von  ganzzabtigen  Lösungen 

*  EinschliesBlicb  der  ganzen  Zahlen. 

"  Vergl.  L.  Kronecker,    Deber  den  Zahlhcgriff,  CreUe'a  Joam,  101  8,865. 

••■  Man  vergleiche   z  B.  StoU,    Vorleaungen    über  allgemeine  Arithmetik. 

Leipzig  188&.    1.  Theil.   S.43,  47,  53;  A.Barnack,  Die  Elemente  der  Differential- 

und  Inlegralrechnung.    Leipzig  l88t.    S,  4,  Avt  1,  u.  b,  w.   Dieselben  Aasatellnngeu 

Jaaseo  eich  aacb  noch  bezUsUch  der  neuerlichen  Bemerkungen  des  Herrn  Pascb 

(Math.  AoD.  Bd.  40  S.  150)  über  die  EiatäbT\mg  d«  TAtianalen  Zablen  machen. 


Von  Dr.  J.  Kraus.  27 

entsprechender  unbestimmter  Gleich angen  definiren ,  die  algebraischen  Zahlen 
insbesondere  als  ganzzahlige  Lösangssjsteme  algebraischer  Gleichungen  bezw. 
Formen.  Man  hat  es  so  in  Wirklichkeit  nur  mit  positiven  ganzen  Zahlen  zn 
thun,  und  die  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs  besitzen  lediglich  eine  formale 
Bedeutung.*  Sie  sind  keineswegs  nothwendig,  wohl  aber  erweist  sich  ihre 
Einführung  als  ein  vorzügliches  Hilfsmittel ,  um  die  oft  verwickelten  Gesetze, 
denen  die  ganzen  Zahlen  gehorchen,  leichter  überblicken  und  durchschauen 
zu  können.  Dazu  kommt,  dass  sich  auf  diese  Systeme  ganzer  Zahlen  die 
auf  die  ganzen  Zahlen  selbst  anwendbaren  Rechnungsoperationen  in  gewissem 
Sinne  übertragen  lassen,  wie  auch  umgekehrt  in  besonderen  Fällen  solche 
Systeme  wieder  ganze  Zahlen  bestimmen.**  Auf  diesem  Umstände  beruht 
zugleich  die  Berechtigung,  das  Wort  Zahl  in  erweitertem  Sinne  zur  kurzen 
Bezeichnung  derartiger  Systeme  zu  verwenden. 

Der  Kürze  wegen  wurde  in  den  vorliegenden  Untersuchungen  von  einer 
consequenten  Durchführung  der  soeben  andeutungsweise  besprochenen  An- 
schauungen, die  wir  freilich  zur  strengen  Begründung  der  reinen  Zahlen* 
lehre  für  unerlässlich  erachten ,  Abstand  genommen.  Es  ist  hier  nur  beab- 
sichtigt, die  Aufmerksamkeit  auf  ein  Gebiet  der  mathematischen  Wissen- 
schaft zu  lenken ,  das  bis  jetzt  so  gut  wie  nicht  bebaut  worden  ist,  welches 
aber  bei  sorgsamer  Bearbeitung  reiche  Früchte  zu  tragen  verspricht.  Wir 
meinen  das  Gebiet  der  sogenannten  systematischen  Zahlen,  das  der  Ein- 
führung des  Positions- Systems  in  die  Arithmetik  seine  Entstehung  verdankt. 
Obwohl  in  der  niederen  Arithmetik  die  fundamentale  Bedeutung  des 
Positionsprinzips  längst  erkannt  und  gewürdigt  worden  ist,  hat  man  merk- 
würdigerweise bis  jetzt  den  weiteren  Schritt  nicht  gethan^  dasselbe  in  all- 
gemeiner Weise  auch  der  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  höheren  Arith- 
metik dienstbar  zu  machen.  Darum  dürfte  ein  Versuch  nach  dieser  Richtung, 
wie  ihn  die  vorliegenden  Untersuchungen  darstellen,  des  Interesses  nicht 
entbehren. 


*  Wie  mit  den  erweiterten  Zahlbegriffen  QuantitätevorstelluDgen  zu  ver- 
binden seien,  dies  za  zeigen  ist  nicht  Sache  der  reinen  Zahlenlehre ,  sondern  der 
Anwendungen,  insbesondere  der  (rechnenden)  Geometrie.  Von  diesem  Standpunkt 
aas  betrachtet  scheinen  uns  die  von  H.  lUigens  (Math.  Ann.  Bd. 30  S.  155,  Bd.  35 
S.  451)  den  Theorien  von  Weierstrass  und  Cantor  gegenüber  gerflgten  angeb- 
lichen Mängel  eher  einen  Vorzug  dieser  Theorien  zu  bedeuten. 

**  Zum  Beispiel  das  System  aller  ganzzahligen  AutlösuDgen  x   y  der  Gleichung 

3  +  a;  =  5-f-y 

bestimmt  die  ganze  Zahl  2;  man  schreibt  in  diesem  Falle  x  —  y  ^t  x\y.   Ebenso 
bestimmt  die  Gesammtheit  aller  ganzzahligen  Lösungen  x  \  y  der  Gleichung 

3«=  12y 
die  ganze  Zahl  4;  man  schreibt  hier  -  fQr  x  y.    Dagegen  wird  in  der  Gleichung 

durch  die  x\y  die  ganze  Zahl  x  —  y  =^  —  1  bestimmt. 
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Neue  Omndlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlebre. 


Wir  bemerken  noch  zum  Schlüsse,  dass  die  bereits  am  Eingange  dieses 
Aufsatzes  angekündigte  Schrift  sieb  zugleich  die  Aufgabe  stellt,  das  Ge- 
bäude der  Zahlenlehre  (worunter  wir  die  gesammte  Analjsis  verstehen) 
auf  denjenigen  Anschauungen  zu  begründen,  welche  die  oben  berührten 
Definitionen  der  erweiterten  Zahlbegriffe,  zur  Voraussetzung  haben.  Die 
diesbezüglichen  Ausführungen  gestalten  sich  hier,  wo  die  Zahlen  als  in 
systematischer  Form   dargestellt  vorausgesetzt  werden^   besonders  einfach. 


IV.  Die  Darstellung  einer  Zahl  in  den  Systemen  {aVa^\  a^a^') 
und  (o"'o'",  o^'a'^)  in  Beziehung  zu  den  Darstellungen  in  den 

Systemen  (a,  et)  und  (a  a). 

§  16. 
Die   in  diesem  Abschnitte  anzustellenden  Betrachtungen  gewinnen  be* 
deutend  an  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit,  wenn  wir  sie  vorerst  an  einem 

echten  Bruche  -r  und  zwar  für  den  besonderen  Fall  durchführen,  in  welchem 

n  =  n'=l,  vs=l,  v'sO  ist.    Zudem  verdient  dieser  Fall ,   wie  wir  sehen 
werden,  auch  aus  anderen  Gründen  besonders  hervorgehoben  zu  werden. 
Wir  legen  wieder  die  Gleichungen 

1)     an/i  — n  +  !,/i  =  *«i/<»     aVV-r;i+i,^  =  Ä;a'i;<    (X,  /*=  1,  2,3,...) 

zu  Grunde  und  nehmen  an ,  dass  die  Grössen  ai^  und  n^i  bezw.  ax^i  und  r'xu 
die  Perioden  b  \  ö'  bezw.  d'  \  6  besitzen.    Verschiebt  man  alsdann  das  System 


2) 


11 


91 


81' •• 


^'iS       **»8       **83  •  •  • 


derart,  dass  die  Diagonalreihen  sich  in  Honzontalreihen  verwandeln,  während 
die  Horizontalreihen  zuVerticalreihen  werden,  so  gelangt  man  zu  dem  folgenden 
neuen  Systeme: 


3) 


Wenn 


11 


21 


81 


42 


58*  •• 


4)    n/*  =  ^A«,A-^+i  (A^fi)    oder    5ji^=  n+^-i,;!  (A,  /*  =  1,2,3,...) 

gesetzt  wird,   so  überzeugt  man  sich  leicht,   dass  das  System  3)  mit  dem 
nachstehenden  identisch  wird  {s^^  =  r^^) : 


5) 


8 


il 


'21 


Si 


2 


8 


28 


8 


18       *Ä3 


^81 •  •  • 
^32  •  •  • 


'33'  •  • 
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Es  werde  nun  die  erste  der  beiden  Gleichungen 

mit  o  moltiplicirt  und  die  zweite  zu  dem  erhaltenen  Producte  hinzugezählt. 
Dann  erhält  man  wegen  rxfi^rfii\ 

6)  «cfVji^  — f;i+i,^+i  =  Ä(aa'^ji-4-.a;i,^  +  i)    (X,  fi  =1,  2,  3,  ...). 
Mit  Rücksicht  auf  4)  folgt  hieraus 

7)  a«5^,;i_^4.i  —  5^+i,A-/*+i  =  k{aaf,x  +  az,/«  +  i) 
oder,  indem  man  A  +  fi  — 1  für  k  setzt: 

Bezeichnet  man 
9)      {  oder  ,  }  (A,  |^  =  1,  2,  3,...)*, 

so  schreibt  sich  Gleichung  8)  auch: 

10)  aasf.i-  s^^i,x=kp^z. 

Nun  besteht  nach  1)  und  4)  neben  dieser  Gleichung  noch  die  folgende : 

Wenn  man  daher 

einführt,  so  ist: 

12)  pV  =  «^+/*-i,a*    (*»  f*=  1>2,  3,...). 

Nach  der  früher  (§  2  S.  325)  gegebenen  Definition  stellen  die  Sxfty  s'xfi 
die  Beste  und  die  px^^  PXfi  die  Ziffern  des  in  den  Zahlensystemen  {cta\  a) 

bezw.  ((X,  aa)  dargestellten  Bruches  -r  dar. 

K 

Die  Richtigkeit  der  Gleichungen  9)  und  12)f  ist  zunächst  nur  für  positive 
Werthe  von  k  und  /ü  erwiesen.  Es  wäre  jedoch  nicht  schwer,  den  Nach- 
weis zu  führen,  dass  sie  bei  Zugrundelegung  der  im  §  5  S.  331  aufgestellten 
erweiterten  Definition  des  Darstellungsbegriffes  auch  noch  für 

k,  fi  =  0,     —1,     —2,     —3,... 

richtig  sind.  Wir  unterdrücken  jedoch  diesen  Beweis,  da  wir  im  §  17 
ganz  allgemein  zeigen  werden,  dass  die  erwähnten  Gleichungen  auch  bei 
Ausdehnung  der  Betrachtung  auf  beliebige  Zahlen  für  alle  ganzen  Werthe 
von  k  und  fi  ihre  Giltigkeit  behalten. 

Vergleicht  man  Gleichung  9)  mit  der  in  der  Form 

13)  aaxf,  +  a'^,1^.1  =  aa'f^x  +  ai,fi-^i 

geschriebenen  Fundamentalgleichung,  so  überzeugt  man  sich  ohne  Weiteres, 
dass  der  Werth  von  P/4,x^ft-\-i  mit  der  rechten  Seite  derselben 
identisch  ist. 


•  Bei  X  =/#  bat  man  pxi  =:px=  aa'xi  +  a;i,il+i. 


9)  Xese  Grajw!Iag«ft  eifl.«r  ftllgemeaieii  Zakle&ldire. 


Wenn  Ban  a&deroieiti  eioe  Ycndnebnig  des  Sjuens  Ij  m  der 
Weüe  Torsmunty  da«  mui  zwmr  die  DiagomlrabeA  wieder  xa  Horiz<mtal- 
reibeit  maeht,  die  Yertiealreihen  dagegen  aU  solche  beibeUt,  so  ergiebi 
tieb  alj  neuee  sjftem: 


U 


Indem  man 
riji  =  fi.^— 14-1  ^Ä?*  if  oder  hß^  ri^ i^,^^i  =  r'i^^^i^i  ^i,  fi  =  1,2,3,..,) 

fetzt,  fiUlt  daa  letztere  Sjftem  angenfrheinlirh  mit  dem  SjsteoM 

'ii     '«     Ui 


'.t 

^tl 

Tj,... 

*•» 

*•« 

r^... 

m              * 

.     .    « 

15 


^11    '« 
'u    '«    '» 


znfammen  (^u  =  Tu).  Dabei  ftellen  die  Grteen  ii^  die  Beste  dea  im  Zahlen- 
sjBteme  (ma ,  a)  dargestellten  Bruches  —  dar.  Durch  ein  dem  Torhin  dar- 
gdegien  genan  analoges  Yer&hren  findet  man  weiter  leicht  die  Gleichung 

oder 

17;     «c'/2/«— ^2  +  l,/i  =  *(tt'fl2,2+/.-i  +  fl'2+/»-i,2-J-i     (Af   fi=l,2,  3,... 

bestätigt     Fflbrt  man 

18)  ««'/2;.-^2+I,^  =  »^2^  1  «loq       I 

ly)  hß^f^i,  cr^2-f/i+i,2=ttr2+^-i,2-rx+^.2=*g^2| 

ein,  wobei  die  g^M*  /im  ^^®  Ziffern  Ton  —  in  den  Systemen  {aa\  a)  bezw. 
(a\  aa)  Torstellen,  so  ergiebt  sich: 

20)  ^2,/i-2  +  l=ö'fl2/i+a'^2+l,    ^2/<=ff'fl2,2+^-l  +  fl24^-M+l 

21)  /;«2  =  a'2-|.^_l,2 


|(l,,l=rl,2.3....). 


Von  den  beiden  letzteren  Gleichungen  iSsst  sich  dasselbe  beweisen, 
wie  von  den  Gleichungen  9)  und  12),  dass  sie  nämlich  für  alle  ganzen 
Werthe  Ton  l  und  {i  richtig  sind  (vergl.  §  17).  Vergleicht  man  20)  mit 
der  Fondamentalgleicbunfi^  13),  so  ergiebt  sich,  dass  derWerth  Ton 
^2^^~2-fi  mit  der  linken  Seite  derselben  identisch  ist 

Wir   gelangen  auf  diese  Weise   zu  dem  bemerkenswerthen  Ergebniss: 

„Die  Ziffern  jp^/o  gx/*  des  Bruches  -r*  in  den  Zahlensystemen 

K 

(aa\  a)  bezw.  {aa\  a')  hängen  unter  einander  und  mit  den  Ziffern 
^J/ff   ^j/i    der   Systeme   (a,   a)  bezw.  {a\  a)  durch  die   folgenden 
ÖJeicbuDgen  zusammen: 
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welche  für  alle  ganzen  Werthe  von  iL  und  fi  giltig  sind." 
Gleichzeitig  ergiebt  sich: 

„Die  Ziffern  Piß^   q'xfi  des   in   den  Zahlensystemen  (or,  aa) 
bezw.  (o,  aa)  dargestellten  Bruches  y  sind  mit  denjenigen  aji^i, 

n 

axfg  in  den  Systemen  (a,  a)  bezw.  (a\  o)  durch  die  Gleichungen 
verbunden:  *         „  »  » 

giltig  für  alle  ganzen  Werthe  von  \  und  ft.** 

In  dem  speciellen  Fall,  in  welchem  A  =  fi  ist,  lässt  sich  der  vorerwähnte 
Satz  folgendermassen  aussprechen: 

„Die  l^^  Ziffer  des  Bruches  -  im   Systeme   aa'  erhält  man, 

a^-^Ä 
indem    nian    die    il**    Ziffer    des    Bruches  — r —  im   Systeme    a 

(bezw.  — - —  im  Systeme  a\  mit  der  Zahl  a  (bezw.  a')  multipli- 

a*5    . 
cirt   und    zu   dem    Producte   die  A**   Ziffer   des  Bruches —jr-  im 

bezw.  -^  im  Systeme  a  I  hinzuzählt. 

§  17. 
Wenn  unter  j}ji^,  qxy^  die  Ziffern  eines  in  den  Zahlensystemen  (aa',  a) 

und  (aa',  a')  dargestellten  echten  Bruches  -r-   verstanden  werden,    so    be- 

stehen,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  wurde,  die  folgenden  Gleichungen : 


22) 


Es  ist  daselbst  auch  bereits  bemerkt  worden,  dass  diese  Beziehungen  nicht 
blos  für  echte  Brüche  ^  sondern  überhaupt  für  beliebige  positive  Zahlen, 
und  zwar  für  alle  ganzen  Werthe  von  X  und  fc,  Giltigkeit  haben.  Dies 
soll  nun  im  Folgenden  bewiesen  werden. 

Es  seien  also  ax^,  a'xfi  die  Ziffern  einer  in  den  Zahlensystemen  (a,  a) 
bezw.  (a',  a)  dargestellten  beliebigen  positiven  Zahl  e.  Setzt  man  dann  allgemein : 


qxfi  ■=  a'ax^x-^^fi  -1  +  a'x+ft^\,x-\-\ 


(X,  /x  «  —  00 1-  QO), 


so  ist  zunächst  ohne  Weiteres  klar,  dass  beispielsweise  die  pxß  sämmtlich 
<C  aa'  sind.  Da  nämlich  die  Ziffern  aVi+^u— i  nnd  ax^ß-^\,x-^\  höchstens 
gleich  (a'— 1)  bezw.  (a— 1)  werden  können ^  so  vermag  jJjI;*  den  Werth 
c(a' —  1)  +  (a—  1)  =  aa  —  1  nicht  zu  übersteigen.  Die  pxijl  lassen  sich 
daher  für  irgend  einen  Werth  von  ^  jedenfalls  a\B  7i\S«TTi  ^m^x  vai^^%\föisi^ 
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aa    dargestellten    Zahl  uo^~^  auffassen.     Die    Zahl  u  ist,    wie   wir  jetzt 
zeigen  wollen,  nicht  verschieden  von  e. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir  zunächst,  dass 

ua^"^  =  (. .  'P-2,^iP-\,nPoß,  PifiP2ß  PZß' .  Oao'. 

Bezeichnet  man  in  dieser  Gleichung  mit  pi^  die  erste  der  Ziffern  px^y 
die  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  während  gleichzeitig  die  Be- 
ziehungen a/_i,/f/tt-i  =  0,  a'/_2,/-f/B-2=0,...  bestehen,  wo  I  jede  ganze 
Zahl  sein  kann,  so  lässt  sich  dieselbe  auch  schreiben: 

CP 

oder:  « 

Wenn  man  rechts  je  zwei  benachbarte  Glieder,  die  verschiedenen 
Klammern  entnommen  sind,  zusammenfasst ,  so  kann  Gleichung  23)  auch 
folgendermassen  geschrieben  werden: 

ce 

1=1 

Da  der  Fundamentalgleichung  zu  Folge  f(lr 

(a  a;i+/i-i,A+i  +  a'i+i,2+A*)    ^er  Werth    (aa;i+i,  ü+^-i +  a;i+^_  1,2+2) 
gesetzt  werden  darf,  so  hat  man  auch: 


OD 


Indem  man  hierin  wieder  je  zwei  benachbarte,  aber  verschiedenen 
Klammern  angehOrige  Glieder  vereinigt,  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
Fundamentalgleichung : 


25) 


00 


Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  erhält  man  allgemein: 
i+f-i  » 

oder  nach  Division  durch  «""'+*: 

/  +  <-! 

26)  {  ^  /='  • 

<*  #  a/ne  beliebige  positive  ganze  ZaU  \>QdQ\x\A\.. 
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Ans  Gleichung  26)  folgt,  da 

'     ■  #  ^  *l 

orct 
dass  die  Zahl  w«'+'*""^  mit  einem  Fehler 

ausgedrückt  wird.    Wenn  i  =  oo,  so  ist  bei  verschwindend  kleinem  Fehler 

27)  uo'+'*~'=(...aL2,/+|u-iö'-i, /+/»-! a'o./+M-i»  ö'j,/+m-i^'«.'+m-i-"V- 
Da  diese  Beziehung  für  jeden  ganzen  Werth  von  fi  Oiltigkeit  hat,  so 
wird  die  Zahl  u  im  Systeme  (a',  a)  durch  die  Ziffern  a'^/»  dargestellt,  das 
heisst,  u  ist  mit  z  identisch.  Die  T^if^,  stellen  daher  in  der  That  die  Ziffern 
der  Zahl  &  im  Systeme  (ao^  a)  vor.  In  ähnlicher  Weise  findet  man,  dass 
die  qin  die  Ziffern  von  z  im  Zahlensysteme  (oa',  tt)  bezeichnen.    Also: 

jyDie  Ziffern  j^^/i,  ^ji^  einer  in  den  Zahlensystemen  (aa\  a) 
bezw.  ((xa',  a')  dargestellten  beliebigen  (ganzen,  gebrochenen 
oder  irrationalen)  positiven  Zahl  »  hängen  unter  einander  und 
mit  den  Ziffern  ai^^  a'ifi  von  b  in  den  Systemen  (a,  o')  bezw.  (a,  a) 
durch  die  folgenden  Gleichungen  zusammen: 

welche  für  alle  ganzen  Werthe  von  X  und  fi  giltig  sind.^ 

§  18. 

Die  im  §  16  gegebenen  Entwicklungen  lassen  sich  ohne  Schwierig- 
keit erheblich  verallgemeinern.  Führt  man  nämlich  an  Stelle  des  Systems  1) 
dieses  Paragraphen  das  Folgende  ein: 

^a  n +11,1  +  11'  »'l  +  2«,l  +  2n'.«' 

n  +  v.l  +  v'  n  +  n  +  v,  l+n'  +  i/'  n  +  2fi  +  ff,  l+2n'  +  v'«*- 

»"1  +  2^,1 +  2|f'      n  +  n  +  2|f,  l+ii'+2v'      fl  +  2ii  +  2v,  l  +  2ii'+2v'... 


28) 


WO  n,  n',  V,  v'  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  setzt  an  Stelle  dieses 


Systems  das  nachstehende: 

1 

*U       *f  1       ^81  •  •  • 

29) 

*12       *»2       ^8«  •  •  • 

^13       *28      %  •  •  • 

80  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Beziehung: 

30)        Äi^  =  fi  +  (;i«l)„+(^_l)v,  i+(;i-.i)„/  +  (|B-|)y'      (1,  |Ä  =  1,  2,  3,...). 

Dieselbe  liefert  umgekehrt  unter  der  Bedingung*: 

31)  nv'  — nV  =  £, 

wo  €  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeutet,  die  Relation: 

32)  rji^  =  5i+f(A-i)i;'-.C"-i)i»,i-.(;i-i)ii'+«(/*-i)»    (A,  |*  =  1,  2,  3,...). 

^  Auf  den  allgemeinen  Fall  werden  wir  zutückkommeti. 

ZeitMchrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  39.  Jahrg.  1 894.  1 .  Heft.  V^ 
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Nun  folgt  aus  Gleichung  2)  des  §  1 : 

oder,  indem  wir  zur  Abkürzung 

einfahren ;  '*''*  ="  («^A^^^+i.  /*  •  •  •  «i+n-i,,.)a 

Ebenso  ergiebt  sich: 

34)  «'"  V/»  x  =  rfi+n\x  =  k  Ä\  i , 
wenn                           j/    z  /      #  /  >. 

gesetzt  wird.  Multiplicirt  man  Gleichung  33)  mit  a'"'  und  addirt  dasu 
die  Gleichung  34),  nachdem  man  darin  (k  +  n)  für  k  gesetzt  hat,  so  folgt 
wegen  rx^^r'/^x' 

35)  a"  «  ">A^  —  r;i+„,^+„'  =  Ic  (a'^'Axfi  +Ä^,x+n). 

In  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zur  Beziehung: 

36)  «"«  "V^;i  -  rV+f.%A+n  =  Ä  («"-^'/^a  +  -4;i,^+„0- 
Gleichzeitig  ergiebt  sich  (vergl.  auch  §4  8.329,  Anmerkung): 

37)  a'^'Axfi  +Äf^,x^n  =  aM'^,;i  +  Äx^f^^n'. 

Wir  setzen  jetzt  zur  Abkürzung: 

^  =  1  +  c(A  -  1)  v'  -  «(^  -  l)v,     a  =  1  -  6(;  -  l)n'  +  «(^i  -  l)n. 
Alsdann  erhält  man  aus  Gleichung  32)  bei  Berücksichtigung  von  31): 

Dies  in  die  Gleichung  35)  eingeführt,  giebt: 
Setzt  man  allgemein: 

80  stellen  die  pxft,  die  Ziffern  des  Bruches  -  im  Zahlensysteme  («"«'"',  n^a'»'') 
dar*;  und  man  hat  den  Zusammenhang: 

39)  PQa=  «'"  -4;i^  +  Ä'ft^  x-hn- 

Wenn  man  andererseits 

40)  txfi^r\^(X''i)n-{-{M-i)v,i+ß-'i)H+(M-i)v'    U»  f*  =  ^5  2,  3,...) 

einführt,  so  erhält  man  unter  der  Bedingung  31): 

41)  rxfi  =  fi_f.f(^—i)if'-e(/i-i)i',  i— 6(;i— i)«'+t(^-i)n  (^,  f*  =  1,  2,  3,...). 

*  Führt  man  nilmlich  8Qo=^s'a(f  ein,   so  läset  sich  nach  einem  dem  eben  an- 
gewandten ähnlichen  Verfahren  leicht  die  Gleichung 

a^a'v  s'qa  -  s'^  +  i,  a  =  l'(a^'BXfi  -f-  B'fi,X'{-v) 
bestätigen,  wo  zur  Abkürzung 

Bz/u  =  {cixiuai  +  i,n  . .  .a^-hv— 1, /t)o,    B' ^iX-{o! ^,xa  fi^\,i .  ..  a'/u+v'-L  ^V 
gesetzt  ist 
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Bezeichnet  man  Shnlieb,  wie  oben, 

<f'=  1  +f(p -  \)v-  j(i-  l)v,     o'=  1  - f  (ft -  l)n'+  s(i  -  l)n» 
80  folgt:  ^ a'"',  ^_ ^      ,^ ^  =  fc(oMVi  +i4-i.^+,'). 

Indem  man  «-«'.',,,-,,+,,  =Ä«, 

einführt;  wo  die  qx^t  die  Ziffern  des  im  Systeme  («"'«'",  a*''a''')  dargestellten 
Braches    -   bedeuten ,  ergiebt  sich: 

42)  g^  V  =  «M'^i  x+Ax^f^^n'* 

Die  Vergleichung  von  42)   und  39)  liefert  sodann   mit  Rücksicht  auf 
37)  den  Zusammenhang:    . 

43)  j?^(j  =  g^v. 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  folgenden  allgemeinen  Satz: 

^Die  ZiffernpA/<i  (IXfi  der  Darstellungen  des  echten  Bruches- 

in  den  Zahlensystemen  (a^a'"',  aVa^*)  bezw.  (a"V",  a*''a''')  hängen 
unter  der  Bedingung  ^   •        / . 

wo    £    die    positive    oder   negative   Einheit   bedeutet,    mit  den 

ff 
Ziffern  axfiy  axfi  v^^t   ^°  ^®°  Systemen   («,   «')  bezw.  (o',  a)  und 

IC 

unter  einander  durch  die  Gleichungen  zusammen: 

giltig  für  A,;  fi=3l,  2,  3,...     Dabei  ist  zar  Abkürzung 

p=rl  +  f(;-l)v'-.f(^-l)v,        a  =  l-£(A-l)n'+£(fi-l)n 

^'=l  +  €(^-l)v'-«(A-l)v,       a  =l-£(^~l)n'+€(A-l)n 

Axf^  =  {axßax^i,fi  ..Oji+«-i,/*)o,     -^'aa*  =  («';i/««';i+i./i---ö;i  +  «'-i,^)a' 

gesetzt  worden.'' 

z 
Es  würde  nicht  schwer  sein ,  die  hier  für  den  echten  Bruch  -  gegebenen 

K 

Entwicklungen  auf  eine  beliebige  positive  Zahl  e  auszudehnen,  wie  es  für 
den  besonderen  Fall  n  =  n'=3l,  v  =  l,  v'=0  im  §  17  bereits  geschehen 
ist.  Der  Kürze  halber  nehmen  wir  jedoch  hiervon ,  sowie  von  einer  weiteren 
Ausführung  dieses  Gegenstandes  jetzt  Abstand;  wir  gedenken  aber,  später 
darauf  zurückzukommen. 

§  19. 

Es   ist  eine   interessante  Aufgabe,   die  Ergebnisse   der  §§16  und  18 

für  diejenigen  speciellen  Fälle  zu  discutiren ,  für  welche  die  schon  mehrfach 

erwähnte  Bedingungscongruenz 

«"«'«'  =  1  (mod  k) 

erfüllt  ist.  Wir  beschränken  uns  hier  der  Kürze  wegen  auf  die  Betrachtung 
des  einfachsten  und  zugleich  interessantesten  Falles  |,bezüglich  k  zuge- 
ordneter^, oder,  wie  wir  uns  dafür  in  der  Folge  lieber  ausdrücken  wollen^ 

*  Die  q\  a  gehen  aus  bezw.  ^,  a  durch  Vertauschen  vou  7.  m\t  (k  Vi^th^x. 
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„bezüglich  k  conjugirter'    Orandzahlen  a,    a.     Dieselben    genügen 
(§  7,  8.  335)  einer  Gleichang  von  der  Form : 

44)  ««'— Isswfe 

Nach  dem  Lehrsatze  des  §  8  hat  man  in  diesem  Falle  die  Beziehung 

flji/»«=flji+i,/»+i    (^»  f*=  1,  2,  3,...)f 
aus  welcher  (nach  §  7)  zugleich  diese  andere  folgt: 

n;»  =  n+i,^+i    (A,  |Ä  =  1,  2,  3,...). 

Führt  man  letztere  in  Gleichung  6)  des  §  16  ein,  so  verwandelt  sich 
dieselbe  mit  Bücksicht  auf  die  Fundamentalgleichung  in  die  folgende: 

oder  wegen  Gleichung  44)  in: 

Wenn  man  hierin  noch  A+fi— 1  ftir  k  setzt,  so  ergiebt  sich: 

45)  wn+^-i,^  =  p^i=a  öji+Ai— i,A<  +  öV.^+A«» 
Nun  ist  nach  §  8  S.  335: 

ebenso : 

n+^— 1,^  =  rxi  =  rx* 

Unter  diesen  Umständen  schreibt  sich  Gleichung  45): 

46)  urx^Pfix^' »ax+ a'd-z+i**   (A,  ^  =  1,  2,  3,...). 
Zugleich  ergiebt  sich  nebenbei: 

Pix  =P21  =»JP82=-- 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man: 

urx  =  ctax  +  ae^x+i- 
In  Worten: 

„Es  mögen   a  und   a    zwei   bezüglich   k   conjugirte  Zahlen 

vorstellen,  das  heisst,  es  soll  die  Bedingungsgieichung 

aa-^  1  =uA; 

erfüllt  sein.     Wenn  alsdann  r,,  r,,  rj,...  bezw.  r\,  r,,  r'j,...  die 
Reste  und  a,,  Og,  ag,...  bezw.  a\y  a'g,  ^3,...  die  Ziffern  des  Bruches 

if  #*  4** 

--  =  ~  =  1^  in  den  Zahlensystemen  a  bezw.  a    bedeuten,    so  be- 

iC  iC  fC 

steht  folgender  Zusammenhang: 

urx  =  «a;  +  a<>-;^+i,     Mr'i  =  aa'i  +  a<>-;n.i*'. 
Diese  Gleichungen  lehren  in  Verbindung  mit  dem  im  §  8  abgeleiteten 
Algorithmus,   die  rx  bezw.  r'x  in  einfacher  Weise  successive  zu  berechnen. 


s  . 


*  d  bedeutet  die  Stellenanzahl   der  Perioden  von  ^  in  den  Zahlensystemen 
a  und  a. 

••  Vergl  äf  9  S.  ^^^. 


also: 
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Beispiel:    Es    sei ,    um   ein    einfaches   Beispiel    anzuführen ,   j?  =  1 , 
h  =  Tj  et  =  3,  a'=  5.     Alsdann  ist  u  =  2,  4^6,  und  man  hat: 

|  =  1  =  (0,010212...)3=  (0,032412.. Ofi, 

rj  =  l,  r2  =  3,  r8  =  2,  r^  =  6,  rß  =  4,  re  =  5^... 

♦''i=l>  ♦•'8  =  5,  r'3  =  4,  r4  =  6,  r'ß=2,  r'g  =  3,... 

01  =  0,  ög=:l,  03  =  0,  0^  =  2,  «5=1,  «3  =  2,... 

ö\  =  0,  ö'8=?3,  «'3  =  2,  «'4  =  4,  05  =  1,  ae  =  2,... 

Sonach  bestehen  die  folgenden  Oleichungen  (fi»!»  2,  3,...): 

|j^i  =  ufi  =  a'ai  +  ö'g  oder  2  =  2.1  =  5.0  +  2 

Pft$:=ur^  =  aa2  +  a\      „  6  =  2.3  =  5.1  +  1 

p^z  =  urQ  —  f»\  +  a\      „  4  =  2.2  =  5.0  +  4 

Pfti  =  ur^=:aa^  +  aQ      „  12  =  2.6  =  5.2  +  2 

PA*6  =  t*rg  =  aa5  +  ö',      „  8  =  2.4  =  5.1+3 

j}^e  c=  ufg  =  a  ag  +  a'i      „  10  =  2.5  =  5.2  +  0. 

Ebenso  erhSlt  man: 

^^i  =  M/j  =  aa'i +a6  oder  2  =  2.1  =  3.0  +  2 

g^8  =  ur2  =  aa'2  +  öß      n  10  =  2.5  =  3.3+1 

g^^8  =  t*r3=aa3  +  Ö4      ,,  8  =  2.4  =  3.2  +  2 

gr^4  =  uf'4  =  aö'4  +  aj      „  12  =  2.6  =  3.4  +  0 

g^5  =  urg=«ag  +  aj      „  4  =  2.2  =  3.1  +  1 

g^ßsswf'jj  =  aö'ß  +  a|      „  6  =  2.3  =  3.2  +  0. 

(FortMtznng  folgt) 

Berichtigiingen  zur  ersten  Abhandlung. 

(Bd.  XXXVII  d.  Zeitschr  S.  821  flg.) 

S.  323  Z.    9  von  oben  lies  ; — ^  statt  z— - — vt 

„  326  „    9    „       „      ^    Ky^+1,20'*"^    statt  ^y^+i,aa^-i. 
„  331  „  28    ^       ^      „  0  =  627,610435056  statt  104,601739176. 


III. 

Bestimmung  der  AnzaM  aller  unter  einer  gegebenen 

Zahl  m  liegenden  Primzahlen,   wenn  die  unter  ym 

liegenden  Primzahlen  bekannt  sind. 

Von 

Prof.  Dr.  Fb.  Graefe 

in  Darmstadt. 


n) 


Wenn  man   alle   Primzahlen,    ausser    den   Zahlen  2    und    3,    durch 

6  theilt,   so   sieht   man,    dass   sie   entweder   den   Rest  1   oder   5   geben. 

Sümmtliche   Primzahlen,  ausser   den   Zahlen   2    und  3,  sind   demnach   in 
den  beiden  arithmetischen  Reihen 

f  1,  7, 13, 19,  2ö,  31,  37,  43,  49,  55,  61, 67,  73,  79, . .  .p^  . . 
^^    1  jp^-6«  +  l,    w-0,  1,   2,  3,  4... 

5,  11,  17,  23,  29,  35,  41,  47,  53,  59,  65,  71,  77,  . . .  ^^ . . 
pJi  —  6«  +  5,   «  —  0,  1,  2,  3,  4  .  .  . 

enthalten.     Die  Primzahlenproducte  aus  Primfactoren  >  3  haben  die  Form 
6w  +  1   o^ör  6«  +  5;  denn  es  ist: 

(6w+l)(6r  +  l)  =  6[ni(6r+l)  +  r]  +  l-6w+l, 

w  — w(6r+  l)  +  r; 
(6»n  +  5)(6r  +  5)  =  6[w(6r  +  5)  +  5r  +  4]  +  1  =  6w  +  1, 

n  — 4  +  5r  + w(6r  +  5); 
(6m+l)(6r  +  5)-6[in(6r  +  5)  +  r]  +  5  =  6n  +  5, 

w-.,«(6r  +  6)  +  r. 

In   den  Reihen  I)   und  II)    sind   noch  Primzahlenproducte   aus  Prim- 
factoren >  3.     Femer  befinden  sich  die  Zahlen 

(6n  +  l/,   (6W  +  5)«'-,   n=-0,  1,  2,  3...,    r  =  0,  1,  2,  3,  4,  5. .. 

in  der  Reihe  I)  und  die  Zahlen 

(6w  +  5)2'^  +  S    w-0,  1,  2,  3...,    r-0,  1,  2,  3,  4,  5... 
Reihe  II). 
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Die    geraden  Potenzen    aller  Primzahlen  >  3   sind  für  den  Modul  6 
congraent.    Die  Quadrate  der  Zahlen  der  Beihe  I) 

1^      7^    13^... 
und  die  der  Reihe  II)  ,         ^         ^ 

bilden  arithmetische  Beihen  zweiter  Ordnung. 

Die  Zahl  ßn-\-l  ist  theilbar  durch  die  Zahl  6^^| -f  5,  wenn  ist 

«  =  4  +  5wi  + (6ni+ 5)je,    ;?  =  0,  1,  2,  3... 

und  durch  die  Zahl  6  ^i  + 1^  wenn  ist 

n  — ni+ (6wi  +  l)if,    ^-=0,1,2,3... 

Die  Zahl  6n  +  5  ist  theilbar  durch  die  Zahl  Qn^-}-  6,  wenn  ist 

♦*  — ♦»i+(6n,  +  6);e?,    «  —  0,1,2,3... 

und  durch  die  Zahl  6t^|  +  Ii  wenn  ist 

n  — 6Wi+(6ni  +  l);gr,    £  —  0,1,2,3... 

Die  Zahl  6  w  +  1   ist  das  (n  + 1)*«  Glied  der  Reihe  I)  und  die  Zahl 
6n  +  5  ist  das  (n  + 1)^  Glied  der  Reihe  II). 
In  der  Reihe  I)  ist  also  das 

{ 5  +  5f»i  +  (6Wi  +  6);?)*«  Glied 

durch  die  Zahl  6n^+  5  und  das 

{ni  +  l+(6Wi  +  l)ic}*«  Glied 

durch  die  Zahl  ßn^  +  l  theilbar  und  in  der  Reihe  II)  ist  das 

{ni  +  l  +  (6n,  +  5)z}^  Glied 
durch  die  Zahl  Gn^  +  5  und  das 

{ 5  Wi  +  1  +  (6wi  +  l)e}^  Glied 

durch  die  Zahl  6n|  + 1  theilbar.  Setzt  man  in  den  Formeln  für  n^  die 
Zahlen  0,  1,  2,  3  .  • .,  so  erhält  man  die  umstehende  Tabelle. 

Eine  unterstrichene  Zahl  n  zeigt  an,  dass  die  Zahl  6^-1-1(6^  +  5) 
nicht  nur  durch  die  entsprechende  Primzahl  p,  sondern  auch  durch  eine 
Primzahl,  kleiner  als  p,  theilbar  ist;  z.  B.:  die  Zahl  6 .  64  +  1  ist  theilbar 
durch  5,  7,  11,  denn  der  Zahl  n— 64  entspricht  in  der  Tabelle  i?- 5, 
7,  11;  die  Zahl  6.75+6  ist  theübar  durch  5,  7,  13.  In  dieser  Tabelle 
sind  die  unterstrichenen  n  für  |7  >  19  meistens  weggelassen. 

Mit  Hilfe  dieser  Tabelle  kann  man  sehr  leicht  die  Anzahl  der  Prim- 
zahlen unter  10000  finden  und  ferner  bestimmen,  ob  eine  gegebene  Zahl, 
die  kleiner  als  2400  ist,  eine  Primzahl  ist. 

um  die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  Zahl,  die  grösser  als  10000 
ist,  zu  finden,   muss  man    die  Reihe  der  Werih^  nou  p  uu^  n  VsiNaA\aJ^^. 
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P 


Die  Zahl  Qn  +  1  ist  durch  die  Zahl  p  theilbar^  wenn  ist 

n  — 


5          4       9  14  alle  Zahlen,  die  auf  4  oder  9  endigen. 

7  I   1   8  16  22  29  36  43  60  67  64  71  78  86  92 

99  106  113  120  127  134  141  148  166  162  169  176  183  190 

197  204  211  218  226  232  239  246  263  260  267  274  281  288 


11 


13 
17 
19 

23 

29 
31 
37 
41 
43 
47 
53 
59 
61 
67 
71 
73 
79 
83 
89 
97 


295  302  309  316  323  330  337  351  358  365  372  386  393 

9  20  31  42  53  64  75  86  97  108  119  130  141  152 
163  174  185  196  207  240  251  262  273  306  317  328  350  361 
383 

2  16  28  41  54  67  80  93  106  119  132  145  158  171 
197  210  223  236  275  288  301  327  340  353  366  392  405 

14  31  48  65  82  99  116  133  150  167  201  218  235  252 
286  303  320  337  371  388 

3  22  41  60  79^  98  117  136  193  212  231  250  307  326 
345 

88  111  157  180  203  226  272  296  318  341  387 

140  198  227  256  285  343  401 

5  160  191  222  316  346  377  408 

6  228  265  302  376  413 
280  321  362 

7  308 
321  368 
309 
285 

10  315 

11 
272 

12 

13 
318 
341 

16  307 
17 
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Die  Zahl  6n+5  ist  darcb  die  Zahl  p  theilbar,  wenn  ist 
n  — 

0      5     10  alle  Zahlen,  die  durch  5  theilbar  sind. 

6  12  19  26  33  40  47  54  61  68  76  82  89  96  103 
110  117  124  131  138  145  152  159  166  173  180  187  194  201  208 
215  222  229  236  243  250  257  264  271  278  285  292  299  306  313 
320  327  334  341  348  362  369  376  383  397 

11  1  1^  23  34  45  56  67  78  89  100  111  122  133  144  165 
166  177  188  199  210  221  232  243  254  265  276  287  298  309  320 
331  342  353  364  375  386  397 

13  10  23  36  49  62  75  88  101  114  127  140  153  166  179  192 
206  218  231  244  257  270  283  296  309  322  335  361  374  387 

17  2  19  36  53  70  87  104  121  138  165  172  189  206  223  240 
257  274  291  308  325  342  359  376  393 

19  15  34  53  72  91  110  129  148  167  186  224  262  281  319  338 
357  376 

23    3  86  118  141  164  233  256  279  302  371 
29    4  149  178  207  236  294  323  352  381 

31  87  1^18  211  242  273  304  366  397 

37  178  252  209  326  363 
41    6  293  334 

43  35  293  336  379 
47    7  289 
53    8  326 
59    9 

61  294 

67  323 

71  11 

73  279 

79  302 

83  13 

89  14 

97  274 

101  16  319 
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Es  sind  z.  B.  die  Zahlen  2387^  2363  keine  Primzahlen,  dagegen  sind 
die  Zahlen  2399,  1949  Primzahlen.     Es  ist  nttmlich: 

2387-6.397  +  6,     2363-6.393  +  6; 

der  Zahl  n  —  397  entspricht  jp  —  7,  und  der  Zahl  m  —  393  entspricht  p  —  17; 
also  ist  2387  durch  7  und  2363  durch  17  theilbar;  es  ist: 

2387  =  7  .  11 .  31,     2363  -  17  .  139. 
Ferner  ist: 

2399  -  6 .  399  +  6,     1949  -  6 .  324  +  6; 

da  die  Zahlen  n  —  399,  n  —  324   in  vorstehender  Tabelle  nicht  enthalten 
sind,  so  sind  die  beiden  Zahlen  Primzahlen. 

Aus  den  Formeln  oder  auch  aus  der  Tabelle  folgt: 


dem 
Gliede 


6+6ni  +  (6wi+5)0 


gehen 
z  Glieder 


voraus, 
die  durch 


6«! +6 
6«i+l 


61*1+6 
6«i+l 


theilbar 
sind. 


in  der 
Reihe  I) 

in  der 
Beihell) 

Diese  Andeutungen  genügen,  um  die  Anzahl  der  Primzahlen 
unterhalb  einer  Zahl  m  zu  finden,  wenn  die  Primzahlen  kleiner 
als  Ym  bekannt  sind.  Ein  Primzahlenpro^uct  kleiner  als  die  Zahl  m 
sei  m^.m^'^  ist  einer  der  Factoren,  z.  B.  iii|,  grösser  als  Ym^  so  ist  der 
andere  Factor  mg  natürlich  kleiner  als  Yw,  Um  daher  die  Primzahlen- 
producte,  die  weder  den  Factor  2,  noch  den  Factor  3  enthalten,  und 
kleiner  als  die  Zahl  m  sind,  zu  finden,  genügt  es,  in  den  Reihen  I)  und  II) 
die  Zahlen  zu  bestimmen,  deren  eine  Factor  kleiner  als  ]/m  ist. 

Die  grösste  Zahl  der  Reihe  I),  die  kleiner  als  tn  ist,  sei  m^  und  die 
grösste  Zahl  der  Reihe  II),  die  kleiner  als  m  ist,  säi  m^^.  Die  Anzahl  der 
Glieder  der  Reihe  I)  von  1  bis  m^  ist 

N'-'^'^  +  l 

und  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  II)  von  5  bis  m^^  ist 

m^^-  6 
6 


N^^ 


+  1. 


Wenn  in  der  Reihe  I)  von  1  bis  m^: 

1.  die  Zahl  6w^^,  g  +  1  die  grösste  durch  6r  +  6  theilbare  Zahl 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  6r  +  6  theilbaren  Zahlen  der 
Reihe  I)  von  1  bis  m^: 


n 


6r4-6 


+  r+l 


ßr'\-b 


,(also6n,^,^,+  l-{6(AX.^,-l)  +  6}{6r+6}); 
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2.  die  Zahl  6nJ^^j  +  l  die  grösste  durch  6r  +  l  theilbave  Zahl 
ist,  80  ist  die  Anzahl  der  durch  Qr-\-l  theilbaren  Zahlen 
(ausgenommen  die  Zahl  6r  +  l)  der  Reihe  .1)  von  1  bis  m^: 

^'•^+«-%rT^'  (*^'°  6«i,^,+  l-{6J^J,^,+  l){6r+l}). 

Wenn  in  der  Reihe  II)  von  5  bis  m": 

1.  die  Zahl  6*»J^j.r,  +  ö  die  grösste  durch  6g +  5  theilbare  Zahl 
isty  so  ist  die  Anzahl  der  durch  Qq-\-  5  theilbaren  Zahlen 
(ausgenommen  die  Zahl  Qq  +  b)  der  Reihe  II)  von  5  bis  nt^^: 

2.  die  Zahl  6«J^^^j  +  ö  die  grösste  durch  6g +  1  theilbare  Zahl 
ist,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  6g +  1  theilbaren  Zahlen 
der  Reihe  II)  von  5  bis  m^^: 

Es  sei  m  —  10000.     Es  ist  dann  m^—  9997,  m"  ^  9995. 
Die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  I)  von  1  bis  9997  ist 

r      9997  —  1 
N^^^^ — ±  +1-1667 

und  die  Anzahl  der  Glieder  der  Reihe  II)  von  1  bis  9995  ist 

^^„      9996-5   ,  ,       ,^^^ 
JY^^— T hl  —  1666. 

Die  grösste  durch  5  theübare  Zahl  der  Reihe  I)  ist  9985  —  6 .  1664  +  1 ; 
die  Anzahl  der  durch  5  theilbaren  Zahlen  der  Reihe  I)  des  Intervalls  von 

1   bis  9997  ist  demnach: 

1664  +  1      ^^^ 

-^—  -» 333. 

5 

Die  grösste  durch  7  theilbare  Zahl  der  Reihe  I)  ist  9961  -»  6 .  1660  +  1; 
die  Anzahl  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  der  Reihe  I)  des  Intervalls  von 
1   bis  9997  (mit  Ausnahme  der  Zahl  7)  ist 

1660-1       ^^, 
z —  237. 

7 

Unter  den  durch  7  theilbaren  Zahlen  befinden  sich  einige,  die  auch 
durch  5  theilbar  sind;  die  durch  7  theilbaren  Zahlen  sind: 

7(6n  +  l),  n«l,  2,  3,  4...  237 

und  die  grösste  durch  35  theilbare  Zahl  der  Reihe  \%\>  demiii^Ocix 
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(6.234  +  1)7-6.1639  +  1; 
die  Anzahl  der  durch  35  theilbaren  Zahlen  ist 

1639  +  6  +  1 

36  "*'• 

Die  Anzahl  der  durch  6  und  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  der 
Beihe  I)  des  Intervalls  von  1  bis  9997  (mit  Ausnahme  der  Primzahl  7) 
ist  demnach  gleich  333  ^  ^3^  -  47  «  ö23. 

Die  grOsste  durch  6  theilbare  Zahl  der  Beihe  II)  ist 

9996-6.1666  +  6; 

die  Anzahl  der  durch  6  theilbaren  Zahlen  der  Beihe  II)  des  Intervalls  von 
1  —  9996  (mit  Ausnahme  der  Zahl  6)  ist 

5 
Die  grOsste  durch  7  theilbare  Zahl  der  Beihe  II)  ist 

9989-6.1664  +  6; 
die  Anzahl  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  der  Beihe  II)  des  Interralls  von 
1  -  9996  ist  1664+1  +  1  ^ 

Die  durch  7  theilbaren  Zahlen  sind 

(6n+6)7,    n-0,  1,  2,  3  . . .  237 
und  die  grösste  durch  36  theilbare  Zahl  der  Beihe  ist  denmach 
(6.236  +  6)7  -  (6.47  +  1)36  -  6.1660  +  6; 

die  Anzahl  der  durch  36  theilbaren  Zahlen  ist 

1660  —  6 
1+-36--    -*«• 

Die  Anzahl  der  durch  6  und  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  der 
Beihe  II)  des  Intervalls  von  1  —  9996  (mit  Ausnahme  der  Primzahl  6) 
ist  demnach  gleich  333  ^  238  -  48  -  623. 

Diese  Bechnungen  sind  leichter  mit  Hilfe  der  Tabelle  auszuführen. 
Es  sei  die  Anzahl  der  durch  19  theilbaren  Zahlen  der  Beihe  I)  zu  be- 
stimmen und  unter  den  durch  19  theilbaren  Zahlen  die  Anzahl  der  Zahlen^  die 

1.  durch  6  3.  durch  11 

2.  durch  7  4.  durch  13 

6.  durch  17 
tbeilbar  sind.     Die  grösste  durch  19  theilbare  Zahl  der  Beihe  I)  ist 
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Die  Anzahl  der  durch  19  theilbaren  Zahlen  ist  87  (mit  Ausnahme 
der  Zahl  19).     Setzt  man  in        6n4-l 

für  fi  die  Zahlen   1,  2,  8,  4,  5 «..87,  so  zeigt  die  Tabelle^   dass  6n+l, 

1.  für  17  Werthe  von  n  durch  6, 


2. 

» 

13 

;i 

» 

n 

» 

^, 

3. 

» 

8 

>) 

9} 

n 

}t 

11, 

4. 

• 

7 

}} 

V 

n 

f) 

13, 

5. 

V 

5 

w 

)) 

n 

»> 

17 

theilbar  ist.  Unter  den  87  durch  19  theilbaren  Zahlen  sind  17  durch  5, 
13  durch  7,  8  durch  11,  7  durch  13  und  5  durch  17  theilbar.  Die 
unterstrichenen  Zahlen  der  Tabelle  zeigen  an,  dass  unter  den  durch 

7  theilbaren  Zahlen  2  durch  5  theilbar  sind, 
11         yy  ,,       1      „      5  und  1  durch  7  theilbar  ist, 

1**  >i  )}         ^       V       *^     f)      ^      V         *         V  n 

17  „       ^  „  1  ,,  O         ,}  1  ;;  11  „  „ 

Unter  den  87  durch  19  theilbaren  Zahlen  giebt  es  weder  durch  5 
noch   durch    11,   noch   durch  13,   noch  durch  17  theilbare  Zahlen,  deren 

Anzahl  ist  gy^^jy^  13^3^  7^5)^.(2  + 2  +  2  + 2)-45. 

Führt  man  diese  Berechnungen  für  alle  Primzahlenproducte  des 
Intervalls  von  1  bis  10000  aus,  so  erhält  man  die  umstehenden  Tabellen. 

Im  Schnittpunkte  der  Horizontalreihe  p  und  der  Verticalreihe  p^  steht 
die  Anzahl  der  durch  jp.jp^  theilbaren  Zahlen  des  Intervalls  von  1  bis  9997. 
Diese  Anzahl  enth&lt  nicht  die  Anzahl  der  durch  p.PiP^  theilbaren  Zahlen, 
wenn  die  Primzahl  p^  kleiner  als  die  Primzahl  p^  ist. 

In  der  Beihe  I)  des  Intervalls  von  1  bis  9997  sind  z.  B.  87  Zahlen 
(mit  Ausnahme  der  Primzahl  19)  durch  die  Zahl  19  theilbar;  unter  diesen 
87  Zahlen  sind  17  durch  5,  11  durch  7,  aber  diese  nicht  durch  5; 
6  durch  11,  aber  diese  nicht  durch  5,7;  5  durch  13,  diese  nicht  durch 
5,  7,  11;  3  durch  17,  diese  nicht  durch  5,  7,  11,  13  theilbar. 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  der  Beihe  I)  unterhalb  10000  ist  (wenn 
die  Einheit  zu  den  Primzahlen  gezählt  wird) 

1667  -  (1603  -  548)  -  612 

und  die  Anzahl  der  Primzahlen  der  Beihe  11)  unterhalb  10000  ist 

1666 -(1605 -555) -616. 

Die  Anzahl  der  Primzahlen  des  Intervalls  von  1  bis  10  000  ist 
mit  Einschlnss  der  Einheit 

612  +  616  +  2  -  1230. 


46  Bestimmung  d.  Anzahl  aller  anter  einer  gegeb.  Zahl  m  liegend.  Primzahl,  etc. 


Anzahl  der 

Primzahlenproducte  6fi  +  l 

p 

1 

5 

7  11  13  17  19  23293137  414347  53  59  6167  7173  79 

• 

5 

333 

• 

7 

237 

47 

11 

161 

31 

16 

13 

128 

25 

16 

8 

17 

98 

20 

11 

6 

4 

19 

87 

17 

11 

6 

5 

3 

23 

72 

15 

8 

5 

3 

2 

29 

57 

12 

6 

4 

2 

2 

0    1 

31 

53 

10 

7 

4 

3 

1 

1 

37 

44 

9 

6 

3 

3 

0 

1    0 

0 

1 

41 

40 

8 

4 

3 

1 

1 

0    1 

1 

43 

38 

7 

5 

2 

2 

0 

1    0 

0 

1 

1 

47 

35 

7 

4 

3 

0 

1 

0    1 

1 

0 

0 

1 

• 

53 

31 

7 

3 

2 

0 

1 

0    1 

1 

0 

0 

1 

0    i 

59 

28 

6 

3 

2 

0 

1 

0    1 

1 

0 

0 

1 

0    1 

1 

61 

27 

5 

4 

1 

0 

1    0 

0 

1 

1 

0 

1   0 

0 

67 

24 

5 

4 

1 

0 

1    0 

0 

1 

1 

0 

1    0 

0    0    1 

71 

23 

5 

2 

0 

1 

0    1 

1 

0 

0 

1 

0    1 

1  1 

73 

22 

4 

4 

1 

0 

1    0 

0 

1 

1 

0 

1   0 

0   0    11 

79 

20 

4 

3 

1 

0 

1    0 

0 

1 

1 

0 

1    0 

0   0    11 

0 

1 

83 

20 

4 

2 

0 

1 

0    1 

1 

0 

0 

1 

0    1 

110   0 

1 

89 

18 

4 

1 

0 

1 

0    1 

1 

0 

0 

1 

0    1 

110   0 

1 

0   0 

97 

17 

3 

3 

0 

1 

0 

1    0 

_0_ 

1 

1 

_0_ 

1    0 

0   0    11 

_0^ 

1    1 

Sa.  d.yerti. 
cAlreihen: 

1603 

4 

265 

123 

55 

28 

16 

8    8 

7 

7 

6 

6 

5    6 

4    3    4    3 

2 

2    1 

548 

Es 

ist  für  m 

-10000: 

6ti 

'i+1 

-  9985  - 

5 

.1997« 

«6.1664  +  1  = 

5(6.332  +  6) 

6» 

,'  +  1 

-9961« 

7 

.1423- 

=  6.1660  +  1- 

7(6.237  +  1) 

6m 

'[,+  1 

-9955- 

11. 

.    905- 

-6.1659  +  1- 

-11  (6. 160 +  5)- 6 

.11 

.181 

6m 

'(,+  1 

-9997- 

13 

.    769- 

-6.1666+1- 

-13(6.128  +  1) 

6ti 

'[7+  1 

-9979- 

17 

.    587- 

-6.1663  +  1- 

.17(6. 
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25,5220101     100101     11 

Diese  Annahmen  ändern  natürlich  nicht  die  Differenzen 
1603  -  548  -  1602  -  547,    1605  -  555  -  1603  -  553. 

Die  letzte  Tabelle  zeigt  femer,  dass  die  Anzahl  der  durch  5  und  der 
durch  7  theilbaren  Zahlen  (inclusive  7)  der  Reihe  I)  unterhalb  10000  gleich  ist 

333  +  238  -  47  -  524 

und  die  Anzahl  der  durch  5  und  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  (inclusive  5) 
der  Reihe  II)  unterhalb  10000  gleich  ist 

334  +  238  -  48  -  524. 

Die  Anzahl  der  Zahlen  des  Intervalls  von  1  bis  10000,  die  weder 
durch  2,  noch  durch  3,  noch  durch  5  und  noch  durch  7  theilbar  sind, 
ist  somit:  iggy  4.  ißge  «  524  -  524  -  2285. 

Schliesslich  sei  noch  erwUhnt,  dass  man  die  gegebenen  Zahlen 

6n(+  1  -  9961  etc.,  6«J^+  5  —  9989  etc. 

benutzen  kann,  um  mittelst  höchstens  20  Differenzen  zu  ermitteln,  ob 
eine  gegebene  Zahl  <  10000  und  >  2400  eine  Primzahl  ist.  Wenn 
nämlich  die  Zahl  6j>^+  1  durch  6r  ±  1  theilbar  ist,  so  ist  auch  die  Zahl 

nirti-p'^nlrtu    6r±l<>/6FTl 
durch  6r  ±  1  theilbar,  und  wenn  die  Zahl  6^)^^+  5  durch  6r  ±  1  theil- 
bar ist,  so  ist  die  Zahl 

t4i±i-l)''-I>Jr±i,     6r  ±  1<  VQp"+  1 
durch   6  r  ±  1   theilbar.     Wenn   für  einen  bestimmten  Werth  von  r    die 
Differenz  I>^^+i(D^^^J  den  Factor  6r±  1  hat,  so  ist  die  Zahl  Qp^  +  1 
(ep"+5)  durch  6r"±l  theilbar.  ^ 

Es  sei  ßp^^+  5  «  4997,  6^  +  1  «  4999. 
1)  4997-6.832  +  5,   6r±l<71 

6fip  +  5  — 9989,  6n[(  +  5-9977  etc. 

1664  -  832  -  832  -  2^  13  =  D/^ 

1662  -  832  -  2  .  5  .  83  -  D{{ 

1661  -  832  -829  -  2)(i 

1651  -  832  -  819  -  3*.  7  .  13  -  D(( 

1649  -  832  -  817  -  6  .  136  +  1  -  19  .  43  -  DfJ; 

da  D{{  den  Factor   19  hat,   so  ist  die  Zahl  4997  durch  19  theilbar;  es 
ißt  4997  -  19  .  263. 

Z0U§ohTift  f.  Mathematik  u.  PhyBik.  St^.Julirg.  1S94.  l.H.«U.  V 
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Die  Factoren  der  Zahlen  ^g ,.  + 1  (^a r  + 1 )   ®^^^*  ™*^  leicht  aus  der 
ersten  Tabelle,  denn  der  grössle  Werth  der  Differenz  D  ist  für 

öp^  +  1  >  2400,  6i/^+  5  >  2400, 
<  10000,         <  10000, 

D  =  1666  -  400  -  1266. 

2)   4999-6.833+1,  6r±l<71 

6n-f+l=9961,  6n(i  +  l«  9955  etc. 

1660  -  833  -  827  -  1)^ 

1659  -  833  «  826  «  2  .  7  .  59  -  Df^ 

1666  -  833  «  833  «  7M7  -  2>(, 

1663  -  833  -  830  —  2 .  5 .  83  -  D[^ 

1656  -  833  -  823  «  JJ^^ 

1652  -  833  «  819  -  3^  7  .  13  -  I)^^ 
1648-  833  — 816  «3.5.61  -  7)^9— Z)^, 
1634  -  833  -  801  «  3*.  79  -  Di^  -  D[j^ 
1633  -  833  -  800  -  2^  6^  -  1){^ 

1641  -  833  «  808  -  2^  101  -  D^^ 
1637  -  833  =  804  —  2^  3  .  67  -  B^^ 

1642  -  838  -  809  -  D^^ 

1657  -  833  =  824  «  2».  103  -  Z>^, 

1619  -  833  —  786  -  2  .  3 .  131  «  D/^; 

da    kein    2>f^.,    den   Factor    6r -f  1    hat,    so    ist    die    Zahl    4999    eine 
Primzahl. 

Darm  Stadt,  25.  October  1892. 


IV. 

Ueber  zwei  Fusspunktenfläohen  des  Aohsenoomplexes 

einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Von 

Ch.  Bökle 

iu  Frankenthal  (Rheinbajernj. 


Hierzu  Tafel  I. 


I. 

Wir  finden  im  23.  Vortrage  von  Reye's  Geometrie  der  Lage  (zweite 
Abtheilnng,  zweite  Auflage  1892)  eine  änssergt  interessante  Fosspunkten- 
fläche  des  Acbsencomplexes  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  erwähnt  und 
deren  Gleichung  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  in 
einer  Anmerkung  beigefügt. 

Die  nachstehenden  Mittheilungen  betreffs  dieser  Fläche  haben  den 
Zweck,  die  merkwürdige  Thatsache  zu  begründen,  dass  dieselbe  eine 
Dupin'sche  Cyklide  ist  und  ihre  Entstehung  in  diesem  Sinne  anzugeben. 
Behufs  Charakterisirung  der  in  Rede  stehenden  Fläche  nehmen  wir  wohl 
am  besten  den  Wortlaut  des  betreffenden  Satzes  aus  dem  angegebenen  Werke : 

„Werden  zwei  Symmetrie  -  Ebenen  y  und  /  (einer  Fläche  F^ 
zweiter  Ordnung)  von  irgend  einer  Achse*  in  den  resp.  Punkten  P 
und  P^  geschnitten,  und  sind  g  und  gi  die  Perpendikel,  welche 
aus  resp.  P  und  Pj  auf  die  gemeinschaftliche  Hauptachse  von  y 
und  /  gefällt  werden  können,  so  ist  jede  Gerade  des  Baumes, 
welche  einen  Punkt  von  g  mit  einem  Punkte  von  g^  verbindet, 
eine  Achse  (S.  171). 

Die  Fnsspunkte  "^^  aller  dieser  Achsen  erfüllen  eine  durch  g  und  ^^ 
gehende  Fläche,  von  welcher  y  und  /  zwei  Symmetrie  -  Ebenen  sind, 
und  welche  von  jeder  durch  g  oder  g^  gelegten  Ebene  in  dieser 
Geraden  und  einem  Kreise  geschnitten  wird. 

*  Eine  „ Achse'*  einer  Fläche  F^  zweiter  Ordnung  heisst  jede  Gerade  des 
Raumes,  die  zu  ihrer  Polaren  in  Bezug  auf  J^' normal  ist^Reye,  Geometrie  der  Lage, 
21.  Vortrag). 

**  Der  Punkt ,  in  welchem  eine  Achse  von  der  ihr  conjugirten  Ebene  recht- 
winklig geschnitten  wird,  heisst  „Fusspunkt"  der  Achse  (2S.  Vortra^V 
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Diese  FasspunktenflSche  ist  demnach  völlig  bestimmt  und  leicht 
constrairbar ,  sobald  ausser  den  Geraden  g  und  g^  noch  ein  Punkt 
derselben  bekannt  ist.'' 

In  einer  hierauf  bezüglichen  Anmerkung  heisst  es  dann  weiter: 

„Wird  die  Flttche  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem 
bezogen,  in  dessen  X-Achse  die  Symmetrie  -  Ebenen  y  und  /  sich 
schneiden  I  dessen  F- Achse  mit  g  zusammenfielt  und  dessen  in  / 
liegende  Z -Achse  folglich  zu  g^  parallel  ist,  so  lautet  die 
Gleichung  der  Fläche: 

(p^  + 1? " dx){x -h)  -^^  xy^^O. 

Hierin  bezeichnet  h  den  Abstand  der  Geraden  g^  von  der  Z- Achse, 
und  d  den  Durchmesser  des  Kreises,  in  welchem  die  Ebene  XZ 
oder  y    der  Fläche  begegnet. 

Jede  zur  X-Achse  normale,  also  zu  den  Geraden  g  und  g^  parallele 
Ebene  hat  ebenfalls  einen  Kegelschnitt  mit  dieser  Fläche  gemein.* 

Halten  wir  die  Gleichung  der  Fläche  einstweilen  im  Auge. 
Gelegentlich    einer    Untersuchung    nämlich    über    quadratische  Kugel- 
schaaren    ergab    sich  eine  Einhüllungsfläche  einer  solchen   Schaar,    deren 
Gleichung  sich  leicht  mit  der  Bey ersehen  identificiren  Hess.    Die  Definition 
der  Schaar  muss  so  ausfallen: 

Durch  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  ist  eine  Ebene  y  senk- 
recht zu  einer  Ebene  £  gelegt. 

Alle  Kugeln  nun,  die  die  gegebene  Kugel  und  die  Ebene  i 
berühren  und  ihre  Mittelpunkte  in  y  haben ,  bilden  eine  quadratische 
Schaar. 

Die  Einhüllungsfläche  dieser  Schaar  zeigt  alle  Eigenschaften 
der  erwähnten  Fusspunktenfläche. 
Es  werde  die  gegebene  Kugel  von  der  Ebene  y  nach  dem  Grosskreise 
mit  dem  Mittelpunkte  C  geschnitten ,  die  Ebene  €  längs  der  Geraden  g  ge- 
tro£fen,  die  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensjstem  F- Achse  sein  soll. 
Unsere  X-Achse  sei  das  Loth  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Kugel  und  des 
Grosskreises  auf  g ;  dieselbe  schneide  den  Letzteren  in  den  Punkten  A  und  ii', 
die  Gerade  g  im  Ursprung  0  (siehe  Tafel  I). 

Die  Z- Achse   legen    wir  durch  den  Letzteren   lothrecht   zur  Ebene  y. 
In  dem  so  festgelegten  System  sei  -40  =  Ä,  A'O  =  2d. 

Will  man  jetzt  den  Mittelpunkt  M  einer  Kugel  der  Schaar  auffinden, 
so  ziehe  man  einen  Strahl  AD,  wo  Z>  der  Tre£fpunkt  dieses  Strahles  mit 
g  ist,  während  der  Grosskreis  von  ihm  zum  zweiten  Male  in  B  geschnitten 
wird.  Der  Radius  CB  und  das  Loth  in  D  auf  g  treffen  sich  dann  in 
dem  im  Mittelpunkte  M  einer  Kugel  der  Schaar,  die  die  Ebene  b  in 
D  und  die  Kugel  C  in  B  berührt  Der  Beweis  stützt  sich  in  äusserst 
^^^mentarer  Weise  auf  die  Aehnliclikeit  Äw  Dt^\^^Vl^  MBD  und  CBA. 
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Weil  daher  MD  =  MB  ist ,  so  ist  stets  auch  ME  =  MC^  wenn  E 
auf  der  Parallelen  l  zxx  g  sich  verschiebt,  wo  DJ^e=  CB  gleich  dem  Iladias 
der  Kugel  ist. 

Wir  sehen  so  leicht  ein,  dass  der  Ort  der  Mittelpunkte  M  der 
Kugeln  unserer  Schaar  eine  Parabel  mit  dem  Brennpunkte  C 
und  der  Directriz  {  ist. 

Die  kleinste  Kugel  der  Schaar  hat  ihren  Mittelpunkt  in  9Jt  auf  der 
X-Achse  und  der  Parabel parameter  ist  2.C/9}l  =  A;. 

Die  Gleichung  der  Parabel  in  Bezug  auf  ihre  Scheiteltangente  als 
F- Achse  ist  daher:  ^t^^2hz 

In  unserem  Coordinatensystem  müssen  wir  x  ersetzen  durch  |  —  e2, 
daher  erhält  sie  die  Form: 

1)  i2*  =  2Ä(S-d). 

Die  Gleichung  einer  Kugel  der  Schaar  lautet: 

(«-i)«+(y-ij)»  +  «»=r, 

°'^"'  »>  +  y«  +  ;r«-2yn  +  n*  =  2a!|, 

worin  |  and  i}  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  vorstellen. 

Setzen  wir  hierin  den  Werth  von  |  aus  Gleichung  1),  so  bekommen 
wir  die  Gleichung  der  Kugel  in  folgender  Form: 

rC 

Aendert  hier  17  seinen  Werth ,  so  beschreibt  unsere  Kugel  2)  die  Schaar. 
Sie  wird  von  ihrer  Nachbarlage  in  einem  Kreise  geschnitten  und  die 
Gleichung  der  Ebene  dieser  Charakteristik  der  EinhUllungsfläche  ist: 

wie  wir  sie  durch  Differention  von  2)  nach  tj  finden,  oder  umgeformt: 

3)  n=   ** 


Aus  2)  und  3)  folgt  fttr  die  Gleichung  der  EinhüUungsflfiche : 

oder:  *""^        k(k-x)^ 

4)  {3i?  +  y*  +  0^-2dx){x-k)  +  ky^^O, 
oder: 

4a)  (a?«  +  £f«  -  2dx)  {x-k)  +  xy*  ==  0. 

Diese  Gleich ung4a)  wird  identisch  mitderoben  angeführten 
GleiohnngderFusspunktenfläche,  wenn  wir  2c{  durch  ({ersetzen. 

Die  Fusspunktenfläche  ist  demnach  eine  Dupin'sche  Cyklide, 
die  sich  in  das  Unendliche  erstreckt. 
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-^      _        •,     --»-,•--  «S-  .^M'..  .-•-  ^X     ^-— '     *^' 


Dieselbe  besitzt  zwei  geradlinige  Krümmungslinien ,  die  sich  recht- 
winklig kreuzen.* 

In  unserem  Falle  sind  dies  die  Geraden  g  und  die  Parallele  g^  durch 
A  zu  der  Z- Achse. 

Die  Ebenen  normal  zur  X-Achse,  also  parallel  zu  den  Geraden  g  und  g^, 
schneiden  die  Fläche  nach  Hyperbeln. 

Führt  man  den  Schnitt  durch  A\  so  zerföUt  die  Hyperbel  in  zwei  sich 
in  Ä  schneidende  Geraden. 

Die  Fläche  enthält  demnach  ausser  g  und  g^  noch  zwei  Geraden, 
die  aber  nicht  KrOmmungslinien  sind. 
Setzen  wir  nämlich  2;  =  2d,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Schnitt- 
curve  der  Ebene  x^=2d  mit  unserer  Fläche: 

(4d«  4- Ä* -  4(P)(2d-k)  +  2dy^=  0. 

das  heisst:  , ^ 

Die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden  sind  demnach: 

Wir  wollen  noch  eine  kleine  Bemerkung  machen  über  die  Begelflfiche, 
deren  Erzeugende  die  Asymptoten  unserer  Hyperbeln  sind. 

Diese  Asymptoten  gehören  in  den  Tangentencomplex  unserer  Fläche; 
dieser  Complex  ist  daher  dritten  Grades.  Dieselben  Asymptoten  gehören 
aber  auch  in  die  Congruenz  erster  Ordnung  und  erster  Classe,  gebildet  yon 
allen  Strahlen ,  die  die  X-Achse  schneiden  und  zur  YZ-  Ebene  parallel  laufen. 

Da  nun  ein  Complex  vom  Grade  ^  und  eine  Congruenz  von  der  Ord- 
nung m  und  der  Classe  n  eine  Begelfläche  yom  Grade  **  p  (m  +  ^0  gemein- 
sam haben,  so  ist  unsere  Asymptotenfläche  vom  Grade  3(1  +  1)  =  6. 

Dieselbe  enthält  die  Geraden  g  und  g^  und  durchdringt  die  Cyklide  in 
zwei  Geraden,  die  durch  Ä  gehen  (siehe  oben:  Schnitt  durch  Ä),  Wir 
könnten  zu  demselben  Resultate  auch  so  gelangen: 

Die  Erzeugenden  unserer  Fläche  stützen  sich 

1.  auf  die  X-Achse, 

2.  auf  die  dazu  normale  unendlich  ferne  Gerade, 

*  Vergl.  hierüber:  Heye,  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen 
Ku^elsysteme. 

•*  Vertr/.  Ijferäber;   R.  Sturm,   Die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der 
'^o^eotuetrie  L  Bd.  S.  43. 
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3.  auf  die  Carye  dritter  Ordnung,  welche  die  unendlich  ferne  Ebene 
aus  unserer  Fläche  ausschneidet. 
Ihr  Grad*  ist  daher  2. 1.1. 3  ==6. 

Zum  Schlüsse  seien  noch  einige  Eigenschaften  der  Fusspunktenfläche 
erwähnt,  die  sich  leicht  aus  unserer  Definition  ableiten  lassen.  Die  Durch- 
dringungspunkte der  Z- Achse  mit  der  Kugel,  die  mehrfach  erwähnten 
Punkte  A  und  Ä'  sind  die  Aehnlichkeitspunkte  der  Kugel  und  der  Ebene  e. 
Daher  haben  alle  Kugeln  der  Schaar  in  A  z.  B.  gleiche  Potenz 
(AF*  =  AB.AD),  Zieht  man  daher  von  A  aus  die  Tangenten  an  die 
Kugeln  der  Schaar,  so  sind  dieselben  alle  gleich  gross.  Fassen  wir  eine 
bestimmte  Kugel  in*s  Auge,  so  erhalten  wir  einen  Tangentenkegel,  auf 
welchem  zwei  Tangenten  an  unsere  Cyklide  liegen.  Dieselben  sind  die 
Tangenten  an  den  Kreis,  in  welchem  diese  Kugel  von  ihrer  Nachbarlage 
geschnitten  wird,  dessen  Ebene  ja  durch  A  geht.  Wir  gelangen  dadurch 
zu  folgendem  Resultate: 

Die  Tangenten   yom   Punkte  A  an   unsere   Fusspunktenfläche 
sind  alle  gleich  gross.     Ihre  Länge  ist: 


ycwi'-~^=j/(^y--cp. 


Der  Ort   der  Berührungspunkte  auf  der  Fläche  ist  demnach 
eine  sphärische  Curye,  nämlich  der  Schnitt  einer  Kugel  um  A  mit 


/(i)"-  - 


dem    Radius  J/  ( ^  j  —  cP  und  der  Fläche. 

Die  Projection  dieser  Curye  auf  die  X  T-  Ebenen  oder  y  ist  leicht 
auffindbar.  Auf  der  Kugel  M  liegt  der  Kreis  mit  dem  Durchmesser  BD^ 
längs  welchem  die  Kugel  die  Fläche  berührt.  Die  Ebene  des  Kreises  steht 
senkrecht  auf  der  ZF- Ebene. 

Denkt  man  sich  diesen  Kreis  in  die  Ebene  XY  umgeklappt,  so  ist 
der  Schnittpunkt  H  desselben    mit    dem    Kreise    um  A   mit   dem   Radius 

^ )  —  d'  die  ümklappung  des  Berührungspunktes  der  Tangente  von  A 


/(S) 


an  den  Kreis. 

Das  Loth  HJ  auf  AB  ist  die  ümklappung  des  projicirenden  Lotbes 
des  Punktes  H,  somit  J  die  Projection  des  Punktes  auf  die  Ebene  y. 

Die  Gleichung  des  Ortes  für  J  und  damit  auch  die  Gleichung  des 
Cjlinders,  der  die  Berührungscurve  auf  die  XY- Ebene  projicirt,  erhalten 
wir,  wenn  wir  aus  der  Gleichung  unserer  Kugel  um  A^  welche  sämmtliche 
Kugeln  der  Schaar  rechtwinklig  schneidet  und  aus  der  Gleichung  unserer 
Fläche  M  eliminiren. 


*  Vergl.  hierüber:  R.  Sturm,  Die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der 
Liniengeometrie  1.  Bd.  S.  11,  woselbet  verwiesen  wird  auf:  ^.Caylej,  Cam- 
bridge and  Dublin  Mathematical  Journal,  Bd.  VIII,  S.  146;  Salmon-Fiedler, 
Analytische  Geometrie  der  Reihen  Bd.  II  kti.  2*^2  ^^  kxx^.V 
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Wir  erbalten  dadurcb  eine  Qleicbung  zweiten  Grades  in  x  und  y. 

Der  projicirende  Cy linder  ist  daber  von  der  zweiten  Ordnung; 
der  Ort  für  J  ist  eine  Ellipse. 
Der  Scbnitt   der  Kngel    um  Ä  mit   diesem    Cjlinder    ist   eine    Conre 
vierter  Ordnung. 

unsere  BerUbrungscurve,  die  von  der  secbsten  Ordnung  sein  muss, 

zerföllt  daber  in  eine  Curve  vierter  Ordnung  (Scbnitt  der  Kngel  und  des 

Cylinders)  und  in  die  Gerade  ^p  die  als  Doppelgerade  aufzufassen  ist 

Wir  wollen  nicbt  abscbliessen  obne  die  Bemerkung ,  dass  durch  unsere 

angenommene  Kugel   und  der  Ebene  e  nocb  eine    zweite  Cjklide  gegeben 

ist,  welcbe   die  Scbaar  Kugeln  umbüllt,    welcbe  die  Kugel  berührend  ein* 

scbliesseu.     Es  ist  Grund  zu  der  Annahme  vorbanden ,   dass  die  eine  oder 

andere  Cjklide  als  Fusspunktenfläche  auftritt,  je  nachdem  die  X-Achse  ein 

Paar  reeller  oder  imaginärer  Brennpunkte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  trägt 

Der  Fall  d  =  0  bietet  wenig  Neues. 

II. 

Am  Schlüsse  des  23.  Vortrages  wird  nocb  eine  zweite  Fusspunkten- 
fläche erwähnt  im  beifolgenden  Satze: 

Diejenigen  Normalen  einer  Scbaar  confocaler  Flächen  zweiter 
Ordnung,  welche  von  einer  Symmetrie •  Ebene  y  in  den  Punkten 
eines  Durchmessers  geschnitten  werden,  sind  zu  einer  auf  y  senk- 
rechten Ebene  e  parallel.  Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einer  durch  d 
gebenden  Fläche,  von  welcher  y  eine  Symmetrie -Ebene  ist  Die- 
selbe wird  von  jeder  zu  s  parallelen  Ebene  in  einem  Kreise  und 
einer  unendlich  fernen  Geraden  geschnitten ,  und  von  jeder  durch  d 
gelegten  Ebene  in  diesem  Durchmesser  und  einer  gleichseitigen 
Hyperbel ,  deren  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der  confocalen  Flächen 
zusammenfällt  und  von  deren  Asymptoten  die  eine  zu  £  parallel  ist 
Wir  wollen  nun  von  dieser  Fläche  zeigen ,  dass  sie  durch  ein  verhältniss- 
mässig  sehr  einfaches  Princip  in  eine  Ebene  transformirt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  so  soll 
in  dieser  Weise  abgebildet  werden: 

Eine  der  Coordinaten  bleibt  bestehen;  z.  B.  der  Abstand 
von  der  YZ-Ebene. 

In  jeder  Ebene  dagegen  parallel  zur  YZ-Ebene,  also  normal 
zur  X-Achse,  wird  nach  dem  Principe  der  reciproken  Badien 
abgebildet,  deren  Mittelpunk  taufderX-Acbseliegtund  deren 
Potenz  für  alle  Ebenen  constant  ist. 

Man  könnte  dieses  Abbildungsprincip  das  Princip  der  reciproken 
Achsendistanzen  nennen. 

Fa  ist  leicht  ersichtlich,   dass  die  Bilder  einer  Geraden  je  nach  Lage 
-  letzteren  verschieden  ausfallen  und  zviot; 
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1.  Jede  Gerade  parallel  zur  Achse  (bei  obiger  Annahme  die  X-Achse) 
wird  als  Parallele  znr  Achse  abgebildet. 

2.  Jede  Gerade  normal  zur  Achse  wird  als  Kreis  abgebildet;  der 
durch  einen  Punkt  der  Achse  geht.  Schneidet  die  Normale  die 
Achse,  so  wird  sie  in  sich  selbst  abgebildet. 

3.  Jede  Gerade,  welche  die  Achse  schneidet,  wird  als  gleichseitige 
Hyperbel  abgebildet. 

Legen  wir  durch  beide  Geraden ,  die  Achse  und  die  abzubildende ,  eine 
Ebene,  nehmen  in  derselben  die  Achse  als  X-Achse,  die  Y-Achse  aber  senk- 
recht dazu  durch  den  Schnitt  der  Geraden  mit  derselben,  so  lautet  die  Gleichung 
der  Geraden  im  Allgemeinen :     x  =  y  tang  9>, 

wo  q>  die  Neigung  unserer  Geraden  gegen  die  7- Achse  bedeutet. 
Für  die  Coordinaten  des  Bildes  haben  wir  die  Substitutionen: 

1)        S  =  a:, 

2)   yv^Pf 

wo  p  constant,  oder:  p 

y 

daraus  ziehen  wir  die  Gleichung: 

P 
J  =5  - .  tan  9, 

oder:  V 

^ri^p.tangq), 

wodurch  die  Behauptung  3)  erwiesen  ist 

Nehmen  wir  noch  die  letztmögliche  Lage  einer  Geraden  zur  Achse 
des  Systems,  so  können  wir  behaupten: 

4.  Jede  zur  Achse  windschiefe  Gerade ,  die  nicht  zu  ihr  normal  ist^ 
wird  als  Raumcurve  Jfi  dritter  Ordnung  abgebildet. 

Wir  können  das  auf  die  einfachste  Weise  so  zeigen: 

Durch  die  Gerade  denken  wir  uns  eine  Ebene  parallel  zur  Achse  ge- 
legt, so  ist  deren  Bild  ein  Cjlinder,  auf  welchem  die  Achse  Mantellinie 
ist.  Auf  diesem  Cylinder  liegen  somit  die  Bildpunkte  der  Punkte  unserer 
Geraden.  Diese  Bilder  liegen  aber  auch  auf  den  Lothen  durch  die  Punkte 
zur  Achse.  Da  letztere  ein  hyperbolisches  Paraboloid  erzeugen ,  auf  welchem 
auch  unsere  Achse  liegt ,  so  ist  die  Bildcurve  unserer  Geraden  der  Schnitt 
des  Cylinders  und  der  Begelschaar.  Da  diese  beiden  indes  eine  Gerade, 
die  Achse,  gemeinsam  haben,  so  ist  dieser  Schnitt  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung. 

Wie  sieht  nun  das  Bild  einer  beliebigen  Ebene  aus? 

Läuft  die  Ebene  parallel  zur  Achse,  so  wissen  wir  schon,  dass  wir 
einen  Cylinder  bekommen,  dessen  Schnitte  normal  zur  Achse  Kreise  sind 
(die  Bilder  der  Geraden  der  Ebene  normal  zur  Achse). 

Schneidet  die  Ebene  £  unsere  Achse  (X-Achse)  im  Punkte  0,  so 
ziehen  wir  in  s  eine  Gerade  senkrecht  zur  Acbae  \m&  iv!^xxi«ii  ^\^<&^^  ^^ 
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7- Achse;   die  Z- Achse  soll  auf  beiden  senkrecht  stehen.     Die  Oleichnng 
der  Ebene  t  wird  dann  allgemein  so  ausfallen: 

X 

Ist  die  Entfernung  eines  Panktes  von  der  Z- Achse  r,  die  Entfernung 
des  Bildpunktes  p,  so  ist:  ^  g  ^^  ^ 

(Potenz  der  reciproken  Radien). 

Die  Coordinaten  des  Bildpunktes  seien  |,  yj,  ^;  es  gelten  dann  folgende 
Gleichungen:  ^.j=,^.p^ 


9        Q* 


ri      Pt 

s  = 

Aber: 

«'  =  V' 


9*  =  V*  +  £*, 
somit : 


Unsere  Ebene  wird  daher  in  die  Fläche 

also  in  eine  Flttche  III  transformirt. 

Wir  brauchen  kaum  noch  hinzuzufügen;  dass  diese  Fl&che  alle  Eigen- 
heiten der  zweiten  B  eye 'sehen  Fusspunktenflttche  besitzt. 

Diese  Fläche  kann  als  Bild  von  unendlich  yielen  Ebenen  aufgefasst 
werden y  die  einen  Büschel  mit  der  Y-Achse  als  Träger  bilden.  Da  sich 
hierbei  k  ändert^  so  muss  sich  p  derart  ändern,  dasa 

constant  bleibt. 

Es  muss  nun  offenbar  q  eine  Function  der  Bestimmungsstucke  der 
beiden  Focalkegelschnitte  der  confocalen  Flächenschaar  sein,  welche  aus- 
findig zu  machen  uns  nicht  gelungen  ist. 


Kleinere  Mittheilungen. 


L    TTeber  Ordinalfanotionen. 

Die  intensiven  Grössen  lassen  sich  als  solche  kennzeichnen,  die  nnr 
durch  Ordinalzahlen  messbar  sind.  Eine  Anzahl  von  Farben  gleicher  Art 
aber  verschiedener  Intensität  kann  man  nach  dieser  ordnen  und  jeder  Inten- 
sität eine  bestimmte  Ordnungszahl  beilegen.  Kommen  jetzt  neue  Intensitäten 
hinzu,  so  muss  man  entweder  die  Ordnnngszahlen  ändern,  oder  man  mnss 
interpoliren ,  wobei  man  sich  wiederum  entweder  damit  begnügen  kann, 
zu  constatiren,  dass.  eine  der  neuen  Intensitäten  zwischen  zweien  der  ur- 
sprünglichen Orade  liegt,  oder  man  kann  jedes  Intervall  entsprechend  der 
Anzahl  der  einzuschaltenden  Intensitäten  in  Bruchgrade  eintheilen.  Die 
Mohs'sche  Härtescala  der  Mineralien  kann  auch  zur  Veranschanlichung 
dieser  Verhältnisse  dienen. 

Liegt  ein  bestimmtes,  abgeschlossenes  System  von  Intensitäten  vor, 
80  kann  man  jeder  Intensität  eine  Zahl  aus  einem  Zahlensystem  in  der 
Weise  zuordnen,  dass  gleichen  Intensitäten  gleiche  Zahlen  entsprechen, 
höheren  Intensitäten  höhere  Zahlen.  Die  Wahl  des  Zahlensystems  ist  nur 
an  die  Bedingung  gebunden ,  dass  sie  eine  vollständige  und  eindeutige  Ab- 
bildung der  Intensitäten  ermöglicht;  im  Uebrigen  bleibt  es  der  Willkür 
überlassen ,  y)b  man  z.  6.  nur  ganze  oder  auch  gebrochene  Zahlen  verwenden, 
ob  man  im  ersteren  Falle  die  natürliche  Zahlenreihe  oder  eine  unterbrochene 
Zahlenreihe  wählen  will;  denn,  gleichen  Differenzen  der  Zahlen  brauchen 
nicht  gleiche  unterschiede  der  Intensitäten  zu  entsprechen.  Von  gleichen 
Unterschieden  intensiver  Grössen  kann  man  überhaupt  nur  in  zwei  Fällen 
sprechen y  nämlich  erstens,  wenn  neben  der  unmittelbaren  Vergleichung 
derselben  noch  eine  mittelbare  Vergleichung  möglich  ist,  die  eine  andere 
Art  des  Maasses  liefert.*  So  kann  man  die  unmittelbar  empfundene  Inten- 
sität  der  Wärme  auch  durch  das  Thermometer  messen ,   welches  übrigens 


*  Der  Begriff  der  intensiven  Grösse  ist  hiernach  also  ein  relativer,  nämlich 
relativ  zu  der  Art,  wie  sie  gemessen  wird.  Die  unmittelbar  empfundene  Ton- 
stärke ist  eine  intensive  Grösse,  die  durch  die  Schwingnngsamplitude  gemessene 
„Intensität**  dea  Tones  dagegen  eine  extensive  Grösse.  Wenn  in  philosophischen 
und  manchmal  sogar  in  mathematischeu  Werken  der  Bogengrad  für  eine  intensive 
Grösse  erklärt  wird,  so  ist  das  natürlich  nur  ein  grobes  Missverständniss.  Der 
Name  Orad  beweist  nichts. 


auch  noch  kein  absolatea  Maass  liefert,  und  ntaii  kann  die  Härte  der  Miaeralieo 
ancb  vermittelat  des  Druckes  messen,  der  auf  eine  sie  ritzende  Spitze  aus- 
geübt werden  muss,  und  nur  mit  BUcksicht  auf  diese  Art  der  Messung 
bat  es  einen  Sinn,  zu  sagen,  daas  die  den  Mohs'scben  Härtegraden  ent- 
sprechenden Härte  unterschiede  nicht  gleich  seien.  Der  zweite  Fall  ist  der, 
dass  das  System  der  Intensifäten  ein  Totlfitändiges  ist,  doa  heUst,  so 
beschaffen ,  dasa  eine  Intei'polation  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
der  gegebenen  Intensitäten  uumQglich  ist.  Das  ist  der  Fall,  wenn  die  auf 
einander  folgenden  Grade  durch  die  eben  merklichen  Unterschiede  be- 
stimmt werden.  Mit  einem  gewissen  Rechte  kann  man  dann  diese  Grade 
als  absolute  Einheiten  der  Intensität  betrachten.  Das  psjchopbysiscbe 
Messen  trifft  diese  Festsetzung.'' 

Denken  wir  uns  nun  eine  intensiTe  GrOsse  abhängig  tod  einem  oder 
mehreren  Argumenten,  die  nicht  selber  intensive  GrOssen  sind,  sondern 
deren  Maass  in  Cardinal  zahlen  ausgedrückt  ist.  Eine  solche  Function  mOga 
eine  Ordinalfunction  genannt  werden,  weil  ihre  Werthe  durch  ein 
System  von  Ordinalzahlen,  dem  die  oben  erörterte  WillkUrlichkeit  anhaftet, 
dargestellt  werden.  Durch  diese  Willkürlichkeit  unterscheidet  sich  die 
Ordinal function  von  der  gewöhnlichen  Function.  Während  diese,  wenn  sie 
von  zwei  Variablen  abhängig  ist,  durch  eine  bestimmte  Fläche  dargestellt 
wird,  wird  jene  durch  eine  ächaar  verwandter  Flächen  repräsentirt ,  mit 
deren  gemeinsamen  Eigenschaften  wir  uns  im  Folgenden  beschartigen  wollen. 
Diese  Untersuchung  ist  für  diejenigen  Wissenschaften,  die  sich  vor- 
wiegend mit  intensiven  Grössen  beschäftigen,  von  Bedeutung,  indem  sie 
zeigt,  welche  Eigenschaften  der  Functionen  solcher  Grössen  von  der  theil- 
weisen  Unbestimmtheit  derselben,  die  man  manchmal  als  ein  Hindemiss 
exacter  mathematischer  SchlUsae  überhaupt  hinstellte,  vOllig  unberührt 
bleiben.  , 

Die  Ebene  der  unabhängigen  Variablen  möge  die  Horizon talebene  sein. 
Jede  Parallele  zu  derselben  schneidet  dann  aus  einer  der  Flächen,  welche 
die  Ordinalfunction  darstellen,  eine  Niveaulinie  aus,  auf  welcher  gleiche 
Punotionalwerlhe  liegen.  Auf  jeder  anderen  Fläche  der  Schaar  müssen 
nun  den  Punkten  der  HorJzonfalcbene ,  die  durch  die  Projection  jener 
Niveaulinie  bezeichnet  werden,  ebenfalls  gleiche  Functionalwertbe  ent- 
sprechen, welches  auch  immer  deren  absolute  Grösse  sein  mag.  Es  haben 
also  sämmtliche  Flächen  dieselben  Niveaulinien  und  deren  Projectionen 
fallen  zusammen.  Man  kann  sich  die  Flächen  der  Scbaar  dadurch  ans  ein- 
ander hervorgegangen  denken,  dass  die  Niveaulinien  vertical  und  parallel 
mit  sich  selber  verschoben  wurden  und  die  zwischen  ihnen  liegenden 
Flächenstreifen  entsprechende  Dehnungen  oder  Zusammenziehungen  erfuhren, 

,  Die  Smpfindnng«einheit  und  daa  Messen  der  Bmpfindni 
N,  F  M.XW\\,a.ftW, 


ü  mpfi  nd  aii^^^M 
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Betrachten  wir  ein  Flächenelement  während  einer  solchen  Deformation, 
so  werden  die  auf  einander  folgenden  Lagen  der  zugehörigen  Tangenten- 
ebene sich  in  horizontalen  Geraden  schneiden  and  die  zugehörige  Normale 
wird  in  einer  und  derselben  Verticalebene  bleiben.  Daraus  ergiebt  sich 
die  analytische  Bedingung  9  der  alle  Flächen  genügen  müssen. 

Wir  denken  uns  die  Normale  in  den  Coordinatenanfang  yerschoben. 
Mit  der  X-Achse  bilde  sie  den  Winkel  or,  mit  der  T- Achse  den  Winkel  j3, 
mit  der  X-^  7- Ebene  den  Winkel  A,  und  die  Projection  der  Normalen 
in  diese  Ebene  bilde  mit  der  Y-Achse  den  Winkel  fi.     Es  ist  dann: 

cos  a  SS  cos X sin  lA ,     cosß  =^  cosXcos^jlj 

woraus: 

cosa  :  cosß  =  fang  fi. 

Da  nun  der  Winkel  fi  bei  allen  Lagen  des  Flächenelementes  derselbe 
bleibt,  so  hängt  tang(i  und  damit  das  Verhältniss  der  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Flächennormale  mit  der  Z-  und  Y-Achse  machen,  nur  von  x 
und  y  ab,  und  wir  können  setzen: 

cos  et  i  cosß  =^  f(Xy  y). 

Nun  sind  aber  diese  Winkelcosinus  den  Differentialquotienten  der 
Flächenordinate  »  nach  x  und  y  proportional,  also  auch: 

und  dies  ist  somit  die  partielle  Differentialgleichung,  der  alle  Flächen 
genügen  müssen. 

Der  Winkel  fi  der  Projection  der  Normalen  mit  der  positiven  Bichtung 
der  Y-Achse  ist  zugleich  der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Niveau- 
linie des  Fusspunktes  der  Normalen  mit  der  negativen  Bichtung  der 
X-Achse  bildet.  Bezeichnen  daher  dx  und  dy  die  Incremente  von  x  und  y 
auf  der  Niveaulinie,  so  ist: 

2)       j^='-tang(i=^'-f{x,  y)     oder    dy +  f{x,  y)dx==0. 

Dieser  totalen  Differentialgleichung»  die  bekanntlich  auch  aus  1  ab- 
geleitet werden  kann,  müssen  hiernach  alle  Niveaulinien  genügen,  für  die 
natürlich  ausserdem  dj? «  0  gilt. 

Es  sei  nun  q){Xf  y)  =  a  das  allgemeine  Integral  von  2,  wo  a  eine  will- 
kürliche Constante ,  also  die  allgemeine  Gleichung  der  Niveaulinien ,  so  stellt 

3)  ^  =  J'1g>(^,  y)] 

das  allgemeine  Integral  von  1  dar,  wo  F  eine  willkürliche  Function  be- 
zeichnet. Kennen  wir  eine  der  Flächen,  die  1  genügen,  z.  B.  0  =  9>(rc,  y), 
so  erhalten  wir  also  alle  möglichen  ihr  genügenden  Flächen,  indem  wir 
für  0  eine  willkürliche  Function  derselben  Qrö&B^  a^li^ü. 
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Nicht  aber  die  Oesammtheit  der  dorch  3)  dargestellten  Flfichen 
stellt  dieselbe  Ordinalfunction  dar,  denn  die  Erfüllung  der  Differential- 
gleicbung  1)  war  nur  eine  nothwendige  aber  keine  hinreichende  Bedingung 
für  dieselbe.  Doch,  bevor  wir  die  Gleichung  3)  weiter  beschrftnken,  sei 
eine  allgemeine  Eigenschaft  der  durch  sie  dargestellten  Flächen  hervorgehoben. 
Alle  haben  gemeinsame  Mazima,  Minima,  Wendepunkte  u.  s.  w. ;  denn  es  wird 

unabhängig  von  der  Wahl  von  F,  null  überall,  wo 

1^=0    und     1^  =  0 
ox  oy 

sind.  Ausserdem  kann  allerdings  in  besonderen  Flächen  noch  dir  =  0  werden^ 

nämlich  dadurch,  dass  -r-fr    /        x-i      f\ 

F  [(p{x,  y)]  =  0 

wirdy  das  wäre  nicht  in  einzelnen  Punkten,  sondern  für  aUe  Werthe  von 
X  und  ^,  die  auf  der  durch  diese  Oleichung  bezeichneten  Curve  liegen. 
Sie  stellt  eine  Niveaulinie  dar,  da  sie  der  Gleichung  2)  genügt.  Geo- 
metrisch  gedeutet  wird  auf  diese  zweite  Art  de  dadurch  noll,  dass 
die  Fläche  Einstülpungen  erleidet,  wobei  Niveaulinien  die  Einstülpungs- 
ränder bilden. 

Soll  nun  3)  eine  Ordinalfunction  darstellen,  so  muss  F  so  gewählt 
werden ,  dass  keine  derartige  Einstülpungen  entstehen.  Es  genügt  näm- 
lich nicht,  dass  alle  Flächen,  die  eine  Ordinalfunction  darstellen  sollen, 
dieselben  Niveaulinien  haben,  diese  müssen  auch  auf  allen  Flächen  die- 
selbe Reihenfolge  behalten.  Das  geschieht  aber  dann  und  nur  dann, 
wenn  F  und  damit  auch  die  Inverse  von  F  eine  eindeutige ,  mit  wachsen- 
dem Argument  fortwährend  steigende  Function  ist,  deren  Ableitung  niemals 
null  wird. 

Ausser  den  Mazimumeigenscbaften  haben  die  Flächen  einer  Schaar  femer 
die  Eigenschaft  gemein ,  dass  sie  mit  einer  gegebenen  Fläche  alle  dieselben 
Begleit-  bezw.  Schneidecurven *  haben  und  zwar  ohne  jede  Einschränkung 
bezüglich  der  Wahl  von  F,  Die  für  Ordinalfunctionen  nöthige  Beschränkung 
bat  nur  zur  Folge ,  dass  ein  Begleitpunkt  für  eine  der  Flächen  nothwendig 
ein  solcher  für  alle  ist,  ein  Scheidepunkt  ebenso,  während  ohne  dieselbe 
ein  Begleitpunkt  für  eine  Fläche  der  Schaar  Scbeidepunkt  für  eine  andere 
sein  konnte. 


*  Siehe  Jahrgang  38  S.  816  dieser  Zeitschrift. 

Karlsruhe.  Dr.  Andreas  Voigt. 
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n.   Zur  Constniotion  eines  Kegelschnittes  ans  fünf  Punkten. 

Hat  man  anf  einem  Kegelschnitt  als  Träger  die  Involution  J|  gleich 
CC.^Ka.^N^  und  die  Involution  J^  gleich  ViSb.SiT^.S^T^...  und  ist 
NaN^  ein  Paar  der  Involution  e72,  so  sind  auch  die  beiden  Doppelpunkte 
CC*  von  Jj  ein  Paar  von  (Tg*--  ^^^  Geraden  {^N'a)^  {^N^)  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  Q^  der  Tangente  c  in  C,  dem  Involutionscentrum 
von  Jy  Die  Geraden  (^2193)  (NaN^)  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Q^ 
der  Polare  q^  von  Q^,  dem  Involutionscentrum  von  J^  Die  Gerade  q^ 
bestimmt  einerseits  den  zweiten  Doppelpunkt  C  von  J^  auf  Kf  anderseits 
CC  als  ein  Paar  der  Involution  J,,  womit  der  Satz  erwiesen  ist,  der 
nun  offenbar  auch  gilt,  wenn  J^J^  auf  einem  geraden  Träger  liegen. 

Damit  wird  die  von  mir  auf  Seite  382  des  vorigen  Jahrganges  dieser  Zeit- 
schrift gegebene  Construction  eines  Kegelschnittes  aus  zwei  Involutionen  und 
einem  reellen  Punkte  C  wesentlich  abgekürzt  Denn  es  ist  dort  nun  in  der  Invo- 
lution @£.%93...  nur  zum  Punkte  C  der  entsprechende  Punkt  C  zu  con- 
struiren.  Dies  iSsst  sich  z.  B.  so  ausführen:  Die  Gerade  {McO)  treffe  8a  in  27, 
die  Gerade  U%  treffe  5«  in  F.  Die  Gerade  Sc  trifft  dann  die  sechs  Seiten  des 
Vierecks  ULtM^V  in  der  Involution  S1.%fB.C0\  womit  C  gefunden  ist 

J.  Thomas. 

m.  Veber  die  barometriiohe  Höhenmessungiformel. 

Die  von  mir  im  Repertorium  der  Physik  vom  Jahre  1890  S.  578  „end- 
giltig*  angenommene  Formel 

«-.. 18400  ^^).{,  +  .,  +  |*+^+5±£.) 

wurde  auch  im  ,, Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik",  Berlin  1893 
Reimer,  S.  1249  angeführt  und  darauffolgend  diejenige  von  Jordan  aus 
der  „Meteorologischen  Zeitschrift  YII^  mit  Hinweis  auf  dessen  zweite  Auf- 
lage seines  Handbuchs  der  Vermessungskunde  vom  Jahre  1877.  Letztere 
Formel  lautet  im  Eingange  gleich  obiger,  statt  des  fünfgliedrigen  Aggregates 
stehen  aber  bei  Jordan,  oder  wenigstens  im  Jahrbuch,  die  vier  Factoren : 

Ich  will  nun  den  unterschied  beider  Ausdrücke  kurz  besprechen. 
Erstens  ist  die  Aggregat-  und  Productenform  kein  wesentlicher  Unterschied; 
erstere  beruht  nur  auf  der  Annahme ,  dass  die  Correctur  wegen  Temperatur, 
Feuchtigkeit,  geographischer  Breite  und  mittlerer  Höhenlage  gegen  die  Einheit 
klein  sei.  . 

Der  Unterschied  wegen  tp  ist  nicht  bedeutend ,  da  j^  =  0,00250  ist. 

F.  Neu  mann  hat  in  seiner  -Theoretischen  Physik"  öqTT."0,00260.  Ich  habe 
also  statt  384  oder  einer  noch  etwas  kleineren  Kahl  (,\xm  Q^Qßßfilb  x\^\^^^^\i\ 
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geschrieben  400  in  meiner  genannten  Abhandlung  nnd  der  ihr  unmittelbar 
voranstehenden  („üeber  die  Constante  des  Gasgesetzes*)  and  damit  anch 
ftlr  das  Qedächtniss   die  Variation  von  5  Millimetern  bezüglich  9,78  nnd 

9;83  am  Aeqnator  nnd  Pole  zu  Grunde  gelegt;  q7T7;  =  0,00510,  dessen  Hälfte 

Aber  bezüglich    des  Einflusses  der  Feuchtigkeit  liegt    mindestens  im 

3  3  e 

Jahrbuch  ein  Versehen  vor,  da  3-X;  bedeutet  77 -r^   oder,  wenn  die  Spann- 

o  00 

kraft  des  Wasserdampfes  an  der  unteren  und  oberen  Station  mit  dem  be- 
züglichen b  merklich  verschiedene  Quotienten   liefert,  TailT'fr^)'    So 

habe  ich  auch   im  Zahlenbeispiel   S.  576  gerechnet;    ich  hätte  besser  das 

3 
Letztere   auch  in  der  Formel  geschrieben.    Nun  ist  aber  -r^  nicht  ganz  0,2, 

genauer  0,19  oder  0,188;  bei  Jordan,  bezw.  im  Jahrbuch,  steht  aber  statt 

3 
dessen  das  Doppelte.    Die  Begründung  des  tti  welches  die  Ergänzung  zu  1 

5 

von  ^}   der  annähernden   Dichte  des  Wasesrdampfes  gegenüber   der  Luft, 

ist,  habe  ich  S.  575  gegeben.  Den  hiermit  ersichtlichen  Fehler  der  zweit 
angegebenen  Formel  wollte  ich  hauptsächlich  hiermit  berichtigen. 

Augsburg.  Prof.  Kurz. 

IV.  Bemerkungen  zu  dem  Artikel  „Ein  stereometrisohet  Analogen 

znm  Pythagoreischen  Satz'*,  Bd.  38  S.  383. 

1.  Der  von  Herrn  Dr.  Beau  mitgetheilte  Satz  ist  längst  bekannt  und 
findet  sich  u.  A.  im  zweiten  Tbeile  von  Grunert's  „ Lehrbuch  der  Mathe- 
matik für  die  oberen  Classen  höherer  Lehranstalten",  dessen  erste  Auflage 
1832  erschienen  ist. 

Bautzen.  Prof.  Dr.  Kloss,  Conr.  d.  Oymn. 

2.  Der  pjtbagoräische  Satz  ist  längst  auf  Polygone  und  Polyeder  aus- 
gedehnt worden.    Bei  Einführung  der  Innenwinkel  lautet  er  für  das  Tetraeder: 

D^  =  A^+B^+C^^2ÄBcos{a,  b)-2ÄCcos{a,  c)-2BCcas{h,  c), 
wozu  noch  gestellt  werden  kann: 

D  =:  A  co8(a,  d)  +  Bcos{b^  d)  +  Cco8{Cy  d), 
Aachen.  Pützer,  Dir.  d.  Oberrealschule. 


V. 
Die  Auflösung  der  Gleichungen  mittelst  der  Normalform.* 

Von 

Dr.  GoTTL.  Friedr.  Lipps 

in  Strattburg  (Bltatt). 


I.   Die  Begleiterin  der  Hormalform. 

§  1.    Gegeben  sei  eine  Normalform  mit  den  v  wesentlichen  Ein- 
heitswurzeln in^,  Sny-Sfi^y  SO  dass: 

(«t—  0,  1  ...«*—  1;    Aa«  1,  2...n*;    Ä«=  1,  2...  v). 

Die  aa^...ap  sind  nach  den  etwa  vorhandenen  unwesentlichen  Ein- 
heitswurzeln entwickelt  zu  denken.    Sie  gestatten  die  linearen  Substitutionen 

jS)  [at'y    ijti — cci  +  iii  —  cfg  H tkv «vi 

\  nik  n%k  npk     / 

(Ä-1,    2...V) 

und  keine  anderen ,  da  die  linearen  und  homogenen  Gleichungen  zwischen 
den  0«, ...ffy;  welche  die  Existenz  anderweitiger  Substitutionen  begründen, 
nicht  erfüllt  sein  sollen. 

Ich  eliminire  nun  aus  der  Normalform  die  Einheitswurzeln  f  ^ ;  £%  •  •  •  ^n,,.; 


indem  ich  aus 


.V.«. 


a 


V 


01  .  .  .  OTy 


die  91^ .  tt,  •  •  •  ^y  Gleichungen  ableite : 
3)      {oder:  "» -"^ 

«1    .   .  .   tty 

(jS*-0,  l...n*-l;   Ä-1,  2...V), 
wo  negative  Indiceswerthe  «jt  —  j3jfc  durch  n*  +  «it  —  ßk  zu  ersetzen  sind. 

*  Dieser  Artikel  steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  den  Unter- 
suchungen über  ,,die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrucks  und  ihre 
Eigenschafben"  im  88.  Jahrg.  e.  Heft  und  im  89.  Jahrg  1.  Heft.  Sie  sollen,  wo 
es  nOthig  ist,  als  „Normalform"  citirt  werden. 

Zeittoblift  f.  MMtbeiMtik  u.  Physik,  39.  Jahrg.  1894.  2.  Heft.  b 
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Die  AaflOtniig  der  Gleiehongeo  mittelst  der  NonmlforiD. 


Als  ElinnnatiDiisrefiiltat  erhSlt  man  eine  der  Null  g^eiebgeaetzte 
Determinante,  deren  Yerticalreihen  aas  den  Elementen 

bestehen;  nur  m  dem  Elemente  aoo...o  tritt  noch  —Xu...!.  Inabesondere 
können  die  Reihen  der  Determinante  so  geordnet  werden,  dass  das  Element 
—  ^11.,.!  +  ^00..  0  eine  Diagonalreihe  aosftült. 

Es  ist  klar,  dass  die  nämliche  Determinante  fAr  alle  Functionen  Xi,...!, 
die  von  den  Einheitswnrzeln  £«, ,  £«,...  i»^  onabh&ngige  Beziehong  zwischen 
jenen  Functionen  nnd  den  a«....«  ^-^^  Ausdruck  bringt,  so  dass  an  Stelle 
Ton  Z\i,,,i  die  allgemeine  Function  xx^,,,i    gesetzt  werden  kann. 

F&hrt  man  nun  x  als  Collectivbezeichnung  fttr  die  fi| .  n, . . .  «i,  Fonctionen 
"^ij...!,  ^1  80  erhSit  man  dadurch  eine  Gleichung  vom  Grade 
fij .  if 2  . . .  fiy.  Die  von  der  Null  getrennte  Determinante  ist  folglich 
eine  Function  desselben  Grades  bezüglich  x,  Sie  kann  in  folgender  Form 
angedeutet  werden: 


4) 


i   X  +  floO.. 

.0 

• 

•       • 

««. 

.  •  'ffy 

•    • 

• 

«-.. 

-1. 

•   •  ^^m  ^ 

-1 

» 

• 
• 

• 

• 

• 
• 

• 

• 

"^y 

• 

•       • 

x  + 

• 

«00.. 

• 

.0 

•    • 

.  a«, 

— «, 

—1 

• 

•  •  •  ^^M  * 

• 

-«ir- 

-1 

• 
• 

«— »,  +  1... 

-»y+l    • 

•  •  ^ai- 

-«1  +  1 

• 

• 

-»* 

+  1 

•    •    < 

» 

X 

+ 

• 
• 

«00.. 

.0 

wo  der  negative  Index  —  «,-  durch  ni  —  ai  ersetzt  werden  muss. 

Diese  Function  soll  die  Begleiterin  der  Normalform  genannt 
werden. 

§  2.  Die  Begleiterin  der  Normalform  ist  somit  eine  Specialisirung 
der  allgemeineren  Function: 

X  ^12  .  •  •  ^In 

a,!        a?      .  .  .  Qin 


5) 


Aul       ö«2. . . X 


Es  bleibt  nun  A^  ungeändert,  wenn  die  Elemente  der  i*^  Vertical- 
reihe  mit  der  Constanten  c«  multiplicirt  und  die  Elemente  der  i^^  Horizontal- 
reihe durch  dieselbe  Constante  dividirt  werden  (für  i  —  1 ,  2 . . .  n).  Es 
darf  femer  die  i**  Verticalreihe  mit  der  Ä**°  und  die  t**  Horizontalreihe 
mit  der  k^^  in  vertauschbarer  Aufeinanderfolge  permutirt  werden  (f&r 
i  —  1 ,  2  .  . .  n;    Ä  —  1 ,  2  . .  .  n). 

Dia  Coef&cienten  der  nach  Potenzen  von  x  entwickelten  Function  A;^  sind 
somit  ganze,  homogene  Functionen  von  EoVcViet  Be^^ihaffenheit,  dass  sie  un- 
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ge&ndert  bleiben ,  wenn  jedes  a^  mit  Ck/ci  multiplicirt  wird^  and  wenn  alle  aai 
mit  den  üt^k  und  dann  alle  o,«  mit  den  ajta;  oder  umgekehrt  alle  ata  mit  den 
aka  und  dann  alle  aai  mit  den  Oak  (a  *—  1,  2  .  . .  n)  vertauscht  werden. 

Dieselben  Bemerkungen  in  modificirter  Form  gelten  auch  für  die 
Begleiterin.    Aus  ihnen  leite  ich  die  Eigenschaften  der  Begleiterin  ab. 

Ich  bestimme  zunächst  die  multiplicirenden  Factoren  für  die  Elemente 
^ax-Oy  der  Art,  dass  die  Yerticalreihe,  deren  erstes  Element  ««,...  „^  ist, 
mit  Ca,...ay  multiplicirt  und  die  Horizontalreihe ^  deren  erstes  Element 
a_ai...— tty  ist,  durch  denselben  Coef&cienten  dividirt  erscheint.  Damit  nun 
aber  ein  und  dasselbe  Element,  in  welcher  Horizontal-  oder  Yerticalreihe 
es  stehen  mag,  mit  einem  und  demselben  Coefficienten  multiplicirt  und 
dividirt  erscheine,  muss  für  alle  Indices  er  und  ß 

sein.    Es  ist  dies  der  Fall,  wenn 

Ci»....«y-fl\«'...€i»"''  (^i-1,  2...fi,;  t-1,  2...v) 
gesetzt  wird. 

Daraus  folgt,  dass  die  Begleiterin  sich  nicht  ändert,  wenn  jedes  Ele- 
ment a«,...tf^  mit  f^' **...€*!'"»  multiplicirt  wird. 

Führt  man  diese  Multiplication  thatsächlich  aus  und  addirt  man  sodann 
zur  ersten  Yerticalreihe  die  Summe  der  übrigen  Yerticalreihen  in  4),  so 
sind  die  Elemente  dieser  Reihe  alle  gleich 

also  gleich  '      ^ 

und  man  erhält  den  Satz: 

Die  Begleiterin  kann  in  das  Product 

*i  •  •  •  **j 

zerlegt  werden,  so  dass  die  Wurzeln  der  gleich  Null  gesetzten 
Begleiterin  die  Functionen  der  Normalform  mit  negativem  Yor- 
zeichen  sind. 

Entwickelt  man  femer  die  Begleiterin  4)  nach  Potenzen  von  (^  +  aoo...o); 
so  sind  die  Coefficienten  dieser  Potenzen  homogene,  ganze  Functionen  der 
Aai...a«  von  solcher  Art,  dass  sie  ungeändert  bleiben,  wenn  jedes  a^,...a 
mit  ^'"'•••(»y  ^  multiplicirt  wird.     Daraus  ergiebt  sich  folgende  Kennt- 
niss  von  der  Natur  jener  Coefficienten: 

Die  als  Coefficienten  der  Potenzen  von  {x  +  aoo...o)  auf- 
tretenden homogenen,  ganzen  Functionen  der  aa^...a^  siud  Summen 
von  Producten  der  0«,...«^  von   der  Art,  d&SB  CtSit  i^4^^  ^T^^Ni.^\» 
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^ai,.,a«  •ö^a'i...o('-,«««öa"i ...» 


V 


die  Congruenzen:  ,  n  —  n  r     ^    \ 

«,-  +  a,  +  .  .  .  a"  =  0  («loa  w,) 

erfüllt  sind.  v        .>  j 

Wird  nun  gemäss  der  in  ,^Normalform^  I.  27)  gewonnenen  Formel 
(38.  Jahrg.  S.  331)  in  diesen  Coefficienten 

gesetzt,  so  werden  sie  zu  Functionen  der  ^/i|...^  .  Es  entspricht  aber  der 
Multiplication  der  a«, ...«^  mit  €^*"*. .  .  fj*"«'  die  Vertauschung  aller  a:^, ...^j, 
mit  or^,-\-Xi...ft^-\-i^,  denn  es  ist: 

Es  gilt  daher  der  Satz: 

Die  als  Functionen  der  irf^i...fi  dargestellten  Coefficienten 
der  nach  Potenzen  von  (a:  +  aoo...o)  entwickelten  Begleiterin  ge- 
statten die  n|.f?2...ny  Substitutionen: 

8)  (^,,  f«j  .  .  .  fty;     fti  +  A^,  fij  +  Aj  . .  .  fty  +  Ay), 

A;  ^  1  ^  Ä  .  .  .  W/. 

§  3.  Diese  drei  Sätze  sind  Folgerungen  aus  der  an  erster  Stelle  genannten 
Eigenschaft  der  Function  Ax,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  alle  a^  mit 
Ck/Ci  multiplicirt  werden.  Aus  der  an  zweiter  Stelle  angegebenen  Vertausch - 
barkeit  der  a^  folgen  entsprechend  modificirte  Substitutionen  der  aa^...a' 
Um  ihre  Form  und  ihre  Anzahl  festzustellen,  brauchen  der  Kenntniss  der 
für  Ax  geltenden  Substitutionen  lediglich  die  Bedingungen  hinzugefügt  zu 
werden,  durch  welche  die  an  zu  den  0«, ...a^  werden. 

Indessen  weise  ich  blos  darauf  hin,  dass  dadurch  eine  Methode  ge- 
geben isty  nach  welcher  die  Substitutionen  der  a^i . . .  a  ^  welche  die  Be- 
gleiterin gestattet,  gefanden  werden  können.  Die  Kenntniss  der  Sub- 
stitutionen gewinne  ich  direct  durch  folgende  Bemerkung: 

Da  die  Begleiterin  nichts  Anderes  ist,  als  das  Prodnct  6),  nämlich: 


Xjl   .   ^j,    ^  flfj    .   .   .   tty  ^ 


und  —  nach  dem  Fundamentalsatze  der  Algebra  —  jede  Function 
^ten  Q]-ades  nur  auf  eine  Weise  in  ein  Product  von  n  linearen  Factoren 
zerlegt  werden  kann,  so  muss  jede  Vertauschung  der  aat,..a  }  welche  die 
Begleiterin  ungeändert  lässt,  auch  das  System  der  linearen  Factoren  9), 
das  heisst  das  System  der  Functionen  der  Normalform  ^  ungeändert  lassen 
und  jede  von  diesem  Functionensysteme  gestattete  Vertauschung  muss  auch 
von  der  Begleiterin  gestattet  werden. 
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Daraus  folgt  unmittelbar: 

Die  Begleiterin  und  insbesondere  die  Coefficienten  der 
nach  Potenzen  von  (x  +  aoo...o)  entwickelten  Begleiterin  ge- 
statten dieselben  Substitutionen  der  aa,.. .a^i  welche  das  System 
der  Functionen   der  Normalform   gestattet^   und   keine  anderen. 

Hinzugefügt  kann  werden,  dass  zwar  einzelne  jener  Coefficienten  der 
Potenzen  von  (a:  +  aoo...o)  mehr  Substitutionen  gestatten  können;  dass  es 
aber  mindestens  einen  geben  muss,  der  nur  die  Substitutionen  der  Normal- 
form gestattet.  Ein  solcher  ist  das  von  (x  +  aoo...o)  freie  Glied  der 
Begleiterin. 

Werden  nun  wieder  mittelst  der  Formel 

10)  ni...np. aat ...«^  — ^«ji;'*'*'- •  •  C/*'"*-^^'!  •a'f 

Ml  •••/*» 
die  aai...o    i^  <3on   Coefficienten  der  Begleiterin   durch  die  a!*^,...^!^  dar- 
gestellt,  so  ergiebt  sich^  dass  der  Yertauschung  der  Grössen  a«, ...a^  mit 

den  Grössen  ai^^ai-\-...iiy—a^',...i^i^ai-^...i^^aj,  als   gleich werthig  die 

**iv  "iv 

Vertauschung  der  Grössen  fl?^i.ii  +  .../<„.Vi-"^-;...iUi»iy  —  +.  .^„iVv  ^^^  ^®^ 
Grössen  o;^^..  ^^  zur  Seite  steht.  Efe  folgt  dies  daraus,  dass  zufolge  der 
Gleichung  h^       _n^ 

die  Belation  10)  in  der  Form 

W^  .  .  .  Wjf  .  OfiiOi  +  •  •  •  »l y Äy  i  •••»Fl  *1  -H  •  •  •  'v V*V 

f^L  flu 

geschrieben  werden  kann,  wenn  dortselbst  a*  durch  t^i  —  «i  + . . .  u v  —  ccp 
ersetzt  wird.     Dieselbe  Belation  10)  kann  aber  auch  in  die  Form 

n         na  ^^p-«i(^i'ii+     -^yVi— ^ 

nj  . .  .  Wy  .  Caj  . . .  ay  ■■    >7^  ^1      \  m  y) 


10a) 


10b) 


/«i 


gebracht    werden,    da    der    Eigenschaft    der    %xk  zufolge    die    v    Summen 
f^iHk 1-|'*2?2* [-.••i^i/*y* — (ä—I,  2...v)  zugleich  mit  den  fi|y  f4...ffty 

die  n| .  fi^ . . .  n«;  Eestensysteme  bezüglich  der  Modulen  n^,  n^ . . .  n^  darstellen. 
Aus   der  Vergleichung   der  Formeln    10  a)  und  10  b)   folgt  aber  die 
obige    Behauptung,    dass    der   Vertauschung    der    a   die   genannte   Ver- 
tauschang  der  o;  zur  Seite  steht. 
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.^~  .■ ./" _*  *^— 


H) 


Man  erhält  daher  mit  Bttcksicht  auf  die  bereits  festgestellteii  Snb- 
stitationen  der  a^^j...^^: 

den  Satz: 

Werden  die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  (d;  +  aoo...o) 
entwickelten  Begleiterin  als  Functionen  der  x^^...^^  dargestellt, 
80  gestatten  diese  Functionen  folgende  Substitutionen  der  sCß^,..^^: 

\  fliy  fl|2  IHp 

fHv  ^ 

wo  die  iix  die  in  „Normalform"  ÜI. 5)  (S.  2  d.  Jahrg.)  angegebenen 
Bedingungen  erfüllen  müssen,  und  wo  die  A^  die  Werthe  1, 
2...na(ai"l,  2...v)  annehmen  können.  Die  Anzahl  der  Sub- 
stitutionen ist  daher  gleich  dem  Producte  der  Anzahl  der  Sub- 
stitutionen: (fijy  •  •  •  fH^i  1^1  +  >(^i}  •  •  .  i^v  +  ^p)  und  der  Anzahl  der 
Substitutionen: 

(,              .      ♦*!               .      **y    ,  .    \ 

^1,  ...  (iv'j  ^i«a  +  •••  ^ftyi— -^  •••  f*Fnv- r'-'fhfhfvjf 

die  mit  der  in  ,;Normalform^'  111.  13)  angedeuteten  Zahl  über- 
einstimmt. Man  erh&lt  daher  die  Oesammtzahl^  wenn  diese 
letztere  Zahl  mit  n^.ii^...ny  multiplicirt  wird. 

§  4.  Aus  den  bis  jetzt  aufgestellten  Sätzen  über  die  Begleitern 
der  Normalform  lassen  sich  einestheils  für  die  o?^,...^  ^  anderntheils  für  die 
Oa, ...ffy  Bedingungen  angeben ,  die  sich  als  einfache  Folgen  der  Existenz 
der  Normalform  prftsentiren. 

Da  nämlich  die  Wurzeln  der  gleich  Null  gesetzten  Begleiterin  die 
n^.!!^  ...  n,  Functionen  or^,  ..^^  sind,  so  folgt,  dass  die  als  Functionen  der 
3Cfx,...fty  dargestellten  CoefQcienten  der  Begleiterin  symmetrischen  Ver- 
bindungen der  Xfn,,.ftj,  gleich  zu  setzen  sind.  Während  also  diese  CoefE- 
cienten  im  Allgemeinen  ihre  F«prm  ändern  bei  jeder  Substitution  der 
^fii'-Hpf  ^®  nicht  der  Gruppe  11)  angehört,  ändern  sie  bei  keiner  der 
(n^,  n^-^^ny)!  Substitutionen  ihren  Werth.  Daraus  ergeben  sich  Be- 
dingungsgleichungen zwischen  den  ^/(....^i^,  wofern  nicht  die  als 
Functionen  der  Xfn...ft^  dargestellten  Coefficienten  der  Be- 
gleiterin, da  sie  blos  bis  zum  Grade  n^.nj-'^tr  ansteigen,  schon 
ihrer  Form  nach  symmetrische  Verbindungen  der  «Vi  ••/*ir  s^^^» 
dies  ist  der  Fall,  wenn  n|.n2...  =  2,  3  oder  4  ist. 

In  gleicher  Weise   sind   die  als  Functionen  der  aai...ap  dargestellten 

Coefßcienten  der  Begleiterin  den  symmetrischen  Verbindungen  der  or^,...^, 

wA   za    setzen,    so    dass    die   aoj...o„  *^^  k\AÄTi^\^«^\.  ^oii  d\Ä««iL  sym- 
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metriscben  Verbindungen  stehen.  Da  nun  diese  Abhängigkeit  dieselbe  ist 
für  alle  aai...oy,  die  kraft  der  Substitutionen 

IIa)  Ut;  Ui-— ai+»*2-—«8+-»ifcv-- — a^  ) 

\  tili  iHk  Wi>jb        / 

ihren  Platz  mit  einander  vertauschen,  so  muss  sie  eine  entsprechend  viel- 
deutige Abhängigkeit  sein.  Diese  vieldeutigen  Abhängigkeiten  können  nur 
die  unwesentlichen  Einheitswui-zeln  vermitteln.  Es  wird  somit  das 
Wesen  und  die  Bedeutung  der  unwesentlichen  Einheitswurzeln  in  soweit 
erhellt,  als  der  Satz  gilt: 

Alle  aai...apy  die  in  Folge  der  Substitutionen  IIa)  ihre  Stellen 
mit  einander  wechseln,  können  mittelst  einer  und  derselben 
•  Gruppe  von  unwesentlichen  Einheitswurzeln  der  Normalform 
dargestellt  werden. 

Es  bestätigt  sich  an  dieser  Stelle  die  schon  früher'^  gemachte  Be- 
merkung, dass  die  Grade  der  tm wesentlichen  Einheits wurzeln  Divisoren 
der  die  Anzahl  der  Substitutionen  der  aa, ...a  bestimmenden  Zahl  sein 
können;  zugleich  muss  aber  daran  erinnert  werden,  dass  nichts  darüber 
bekannt  ist,  ob  nicht  ausser  den  genannten  auch  noch  andere  unwesent- 
liche Einheits wurzeln  vorhanden  sind. 

Von  besonderem  Interesse  ist  nun  noch  die  Frage,  welche  Besonder- 
heiten eintreten,  wenn  die  Normal  form  keine  unwesentlichen  Einheitswurzeln 
aufweist.  Die  Begleiterin  selbst  und  ihre  Eigenschaften  bleiben  selbst- 
verständlich bestehen,  da  ja  das  Vorhandensein  unwesentlicher  Einheits- 
wurzeln bei  den  diesbezüglichen  Darlegungen  keine  Rolle  spielte.  Es  tritt  aber 
zu  den  bereits  gefundenen  EigenEchaften  der  Normalform  noch  folgende. 

Da  die  aai...ap  nicht  als  Entwickelungen  nach  unwesentlichen  Ein- 
heitswurzeln aufgefasst  werden  dürfen,  so  sind  sie  gemäss  der  Herstellung 
der  Normalform  eindeutig  bestimmbare  Potenzreihen  der  ursprünglichen 
Variablen  des  Wurzelausdrucks  und  gewisser  Hilfsgrössen.  Diese  Her- 
leitung lehrt  aber  zugleich ,  dass  an  Stelle  der  a«, . . .  a^  mit  demselben 
Rechte  die  6*«"'...  b^v^v ,  aa,...a„  treten  können.     Stellt  nun  m  das  kleinste 

gemeinsame  Vielfache  der  Zahlen  nj,  n,  • .  •  n^  dar,  so  ist  klar,  dass  (i^^..,a 
unbeeinflusst  ist  von  den  als  Coefficienten  zu  aai...ay  etwa  hinzutretenden 
Producten   der    Einheits  wurzeln.     Es    muss    daher   auch    gemäss    den   Re- 
lationen 7)  zwischen  den  0«,...«^  und  den  a:^,  ..^i^^: 

völlig    eindeutig    sein.     Die    Functionen    x^j...^^    der   Normalform 
unterliegen    daher    in    diesem   Falle    der   Bedingung,    dass    die 

♦  „NormaJfonn"  JIJ.  §  5;  S.  10  d.  Jahrg. 
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sogenannten    cyklischen    Functionen*    der   x^^.^.fi^   eindeutiger 
Natur  sein  müssen. 

•  n.   Die  Auflösung  der  Oleiohungen  mittelst  der  Hormalform« 

§  1.  Die  durch  Galois  begründete  Theorie  der  Auflösung  der 
Gleichungen  beruht  im  Wesentlichen  auf  dem  Begriffe  der  Be solvente 
der  aufzulösenden  Gleichung,  auf  dem  Begriffe  der  Gruppe  von  Sub- 
stitutionen, welche  durch  die  Besolvente  an  die  Hand  gegeben  wird  und 
den  Charakter  der  vorgelegten  Gleichung  bestimmt  und  auf  dem  Begriffe 
der  adjungirten  Grössen,  die  irrationale  Grössen  darstellen  und  als 
bekannt  betrachtet  werden^  so  dass  durch  sie  die  Zerlegung  der  vorher 
irreduoiblen  Besolvente  möglich  wird.  Wird  aber  die  Besolvente  redudrt, 
so  wird  auch  die  Gruppe  der  Gleichung  erniedrigt. 

Man  gelangt  so  zu  einer  Angabe  der  Bedingung  der  Auflösbarkeit 
der  Gleichungen,  die  in  der  y,Theorie  der  algebraischen  Gleichungen^  von 
Petersen  folgendermassen  formulirt  wird:** 

^Die  noth wendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine 
Gleichung  algebraisch  aufgelöst  werden  könne^  besteht  darin,  dass  ihre 
Gruppe  eine  andere  Gruppe  enthält,  diese  wieder  eine  andere  n.  s.  w., 
bis  man  zur  Gruppe  1  gelangt,  und  zwar  muss  diese  Beihe  von  Gruppen 
so  beschaffen  sein,  dass  jede  von  ihnen  mit  allen  Substituiionen  der  vor- 
hergehenden permutabel  ist,  und  dass  ihre  Ordnung  aus  der  Ordnung  der 
vorhergehenden  durch  Division  mit  einer  Primzahl  gefunden  wird.^ 

Dadurch  wird  die  Bichtung  angegeben,  in  der  man  auf  Grund  der 
Galois 'sehen  Begriffe  vorgehen  muss,  um  zu  einer  thatsftchlichen  Angabe 
der  Auflösbarkeitsbedingungen  von  Gleichungen  zu  gelangen. 

Galois***  selbst  hat  seine  Theorie  auf  die  irreduoiblen  Gleichungen 
vom  Primzahlgrade  angewendet  und  als  wesentliche  Besultate  gefunden, 
dass  die  Gruppe  dieser  Gleichungen  die|?(i?— 1)  Substitutionen  {e\  as  +  i) 
enthält,  wenn  die  Wurzeln  durch  x»  bezeichnet  werden,  oder  daes  alle 
Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  durch  irgend  zwei  derselben  rational  dar- 
gestellt werden  können. 

Femer  hat  insbesondere  Jordan  den  von  Galois  eingeschlagenen 
Weg  in  seinem  Trait^  des  substitutions  et  des  equations  alg^briques  weiter 
verfolgt  tmd  von  Sylow  wurden  detaillirte  Auflösbarkeitsbedingnngen  im 
5.  Bande  der  mathematischen  Annalen  entwickeltf. 

*  Die  Functionen  12)  nenne  ich  cyklische  Functionen  in  UebereinstimmaDg 
mit  der  Bezeichnungs weise  Eronecker'8.  Vergl.  die  Fussnote  zu  S.  567  im 
IL  Bd.  von  Serret 's  Algebra;  übersetzt  von  Wertheim. 

*"*  Petersen,  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  S.  816;  Kopenhagen  1878. 
*^^  Journal  des  math^matiques  pures  et  appliqu^es  t.  XI,  ann^e  1846. 
f  Vergl  die  Darstellung  dieser  Besultale  m'S  ^ \»\iO*  %^\i^c>%\k\2aV>.-^\Axsn&%  AT46^. 
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Betreffs  der  GaloiB'schen  Beeultate  über  die  Gleicbiuigen  vom  Prim- 
zahlgrade sagt  nun  aber  Krooecker  in  einer  der  Berliner  Akademie  der 
Wissenschaften  am  20,  Jnni   1853  vorgelegten  Arbeit:* 

„Die  bisherigen  unter  Buchungen  über  die  Äiiflßabarkeit  von  G-leichungen, 
deren  Grad  eine  Primzahl  iet  —  namentlich  die  Aber^chen  und  Galols- 
sehen,  welche  die  Grundlage  aller  weiteren  Forschungen  in  diesem  Gebiete 
bilden  —  haben  im  Wesentlichen  als  Resultat  i^wei  Kriterien  ergeben, 
Tennitteht  deren  man  beurtheilen  konnte,  ob  eine  gegebene  Gleichung 
auflösbar  sei  oder  nicht.  Indessen  gaben  diese  Kriterien  über  die  Natur 
der  auflösbaren  Gleichungen  selbst  eigentlicb  nicht  das  geringste  Licht." 

Dasselbe  kann  mit  demselbeu  Rechte  auch  von  den  weiterhin  gefun- 
denen, auf  die  Begriffe  der  Substitiitionenthoorie  aliein  gegründeten  Kriterien 
der  Auflösbarkeit  von  Gleichungen  gesagt  werden. 

Dem  gegenüber  betont  Kronecker  in  derselben  Arbeit  als  Haupt- 
problem, das  alle  anderen  Probleme  in  sich  schliesst,  das  Aufsuchen  aller 
auflösbaren  Gleichungen,  wie  es  bereits  von  Abel  in  allerdings  unvoll- 
ständiger Fassung  in  der  fragmentarischen  Abhandlung  über  die  alge- 
braische Auflösung  der  Gleichungen  aufgestellt  wird. 

Dieses  Hau^jtpiohlem  in  voUsttindiger  und  prüciser  Fassang  lautet  in 
der  citirten  Abhandlung; 

„Für  eine  gegebene  Zahl  n  die  allgemeinste  algebraische  Function 
von  Ä,  B,  C  U.S.W.  KU  finden,  welche  durch  die  Variirung  der  darin 
enthaltenen  Wurzelzeichen  verschiedene  Ausdrücke  ergiebt,  unter  denen  n 
so  beschaffen  »ind,  dass  ihre  symmetrischen  Functionen  sämmthch  rationale 
Functionen  jener  Grössen  A,  B,  C  u.  s.  w.  sind." 

§  2.  Wenn  nun  hier  versucht  wird  darzulegen,  wie  mittelst  der 
Normftiform  des  allgemeinen  Warze  lausdrucks  die  Bedingung  der  Auflös- 
barkeit der  Gleichungen  und  ihre  Auflösung  selbst  zu  Enden  sei,  so  wird 
der  soeben  angefühlten  Forderung  Kronecker's  Rechnung  getragen,  da 
es  der  allgemeine  Würze  laus  druck  ist,  der,  in  seine  Normalform  gebracht, 
der  Untersuchung  zn  Grunde  gelegt  wird.  Indem  aber  die  WuraelgrÖasen 
nicht  als  arithmetische  Grössen,  sondern  als  Functionen  variabler  Argu- 
mente betrachtet  werden,  ergeben  sich  Modifieationen  in  der  Stellung  und 
Behandlung  des  Problems,  die  nielit  willkörlith  hineingetragen  werden, 
sondern  aus  der  Natur  der  durch  die  Normalform  geschaffenen  Grundlage 
flieseen. 

Da  die  WurzelgrÖsss  yä  als  Function  der  beliebig  variablen  Zahl  a 
aufgefasst  wird,  ist  es  ohne  Bedeutung,  wenn  die  Wurzelgrösae  fllr  indi- 
vidnelle  Werthe  von  a  rational  wird.     Das  Wesen  der  WurzelgrSsse  besteht 


*  Abgedruckt  in  Sei 
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I  Coe 


Tielmehr    d&rin,    dass   sie    n   vOUig   gleichberechtigte   Fanotioneo   tob 
definirt,  die  in  einheitlicher  Form  durch 

,\.F{a)     (i-1,  2...«). 

2  a  2n: 

WO  I,  =■  cos \-  i  .  sin  — t  dargestellt  werdea  Können.    In  eutsprechettder 

Weise  ist  es  ohne  Interesse,  ob  der  in  die  Normalform  gebrachte  all- 
gemeine Wur7.el  aus  druck  für  individaelle  Wertben  Systeme  der  unabbttngigea 
Variablen  gani  oder  theilweise  rational  werden  kann.  Vielmehr  besteht 
das  Wesen  der  Normalforni  darin,  dass  sie  eine  Anzahl  von  gleich- 
berechtigten Functionen  in  einer  blos  durch  die  Eioheits  wunrein  vermittelten 
Vieldeutigkeit  zu  einer  einheitlichen  DBrstellung  bringt. 

Es  hat  somit  im  vorliegenden  Falle  keinen  Sinn ,  von  einem  Ration alitSts- 
bereich  zu  reden,  dem  die  durch  den  Wui zelausdruck  dargestellten  Zahlen- 
wertlie  angehören.  Sind  ja  doch  die  Argumente  der  durch  die  Wumel- 
grossen  definirten  Functionen  selbst  schon  beliebige  rationale  oder  irrationale, 
reelle  oder  complexe  Zahlen.  Der  Begriff  des  Rationalilätshereicbs,  wi^ 
Kronecker  ihn  avifstellt,  kann  daher  hier  keine  Verwendung  finden,     fl 

Indem  die  Wurrelgrössa  als  Function  variabler  Argumente  betrachtet' 
wird,  eigiebt  sich  für  die  aufzulösende  Gleichung,  dass  auch  ihre  Coefficienteo 
als  Functionen  beliebiger  variabler  Zahlen  aufzufassen  sind;  ein  epecieller 
Fall  ist  es,  wenn  die  Coefficienten  selbst  die  unabbUngigen  Variableo 
sind.  Ea  ist  folglich  ohne  Bedeutung,  welche  Zahlenwerthe  durch  die 
CoeEficienten  für  ein  specielles  Werthensyttem  der  unabbüngigen  Variablen 
dargestellt  werden.  Insbesondere  kann  der  Auflö^ung^process  keinen  Vor- 
theil  daraus  ziehen,  wenn  für  solche  individuelle  Werthensysteme  der 
unabhängigeu  Veränderlichen  die  Gleichung  zerlegbar  wird. 

Die  Oalois'scbe  Methode,  die  sich  gerade  auf  eine  derartige  Zerleg- 
barkeit der  Gleichungen  und  auf  die  Herbeiführung  der  Zerlegbarkeit  durch 
Adjungiren  von  Irrationalitäten  etfltit,  kann  darum  im  vorliegenden  Falte 
nicht  befolgt  werden. 

Die  ans  der  Variabilität  der  CoefGcienten  resultirende  wesentliche 
Bedeutung  der  Gleichung  liegt  vielmehr  darin,  dass  ihre  Wurzeln  Functionen 
derselben  Argumente  sind,  von  welchen  die  CoefBcienteo  der  Gleichung 
abhängen.  Dabei  ist  za  bcacbten,  dass  keine  der  Wurzeln  vor  der  anderen 
bevorzugt  ist,  dass  im  Gegentbeil  jede  in  gleicher  Weise,  wie  jede  andere, 
durch  die  Gleichung  bestimmt  wird.  Die  Gleichung  n'°"  Grades  defieirt 
somit  n  Functionen  —  ihre  Wurzeln  —  in  gleichberechügter  Weise  und 
Argumente  dieser  Functionen  sind  die  Variablen,  von  welchen  die 
Coefßcieaten  der  Gleichung  abhüngen,  oder  als  welche  in  speciellen  Fällen 
die  Coefäcienten  selbst  zu  gelten  haben.  ^^^^^^_ 
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Zerlegbar  wird  eine  Oleichong  bei  dieser  Aaffiissnngsweise  nur  dann, 
wenn  z.  B.  die  Coefficienten  a,  &,  • .  .  c  der  Gleicbnng  (n  +  in)^°  Grades 

. 
derart  an  die  Coefficienten  a|,  h^  , , .  c^  nnd  o^;  h^  » .  -c^  der  Gleichungen 
n**°  und  m*^  Grades 

aj*  +  Oj x»-*  +  6jrc*«-*  + . . .  Cj  =  0;   x"^  +  a^x"""^  +  h^xT"  ~  *+ . . .  c,  =  0 

geknüpft  sind,  dass 

wo  a,  2),  c;  Oi,  2»iy  c^;  o^,  2)^,  ^2  Functionen  der  unabhängigen  Variablen 
sind.  Aber  auch  in  diesem  Falle  bleibt  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  {n  +  ni) 
Wurzeln  der  Gleichung  {n-\-mf^^  Grades  in  einheitlicher  Weise  als 
Functionen  der  unabhängigen  Variablen  darzustellen,  als  welche  sie  durch 
die  Gleichung  definirt  werden. 

Für  die  durch  die  Coefficienten  der  Gleichungen  dargestellten  Functionen 
gilt  die  eigentlich  selbstverständliche  Bedingung,  dass  sie  in  thatsächlich 
entwickelter  Form  vorliegen  rnttssen,  wobei  es  an  sich  gleichgiltdg  ist^ 
ob  sie  durch  eine  endliche  oder  durch  eine  unendlich  oft  wiederholte 
Anzahl  von  Grundoperationen  aus  den  unabhängigen  Variablen  hergestellt 
werden. 

Man  wird  daher  zu  folgender  Fassung  des  Auflösungsproblems  der 
Gleichungen  gefOhrt: 

Durch  eine  Gleichung  n^°  Grades 

1)  Ä"  +  aa;"-i  +  fta?"- « +  . . .  c  —  0, 

wo  Oy  &, . . .  c  entweder  Functionen  von  beliebig  variablen  all- 
gemeinen Zahlen  oder  selbst  unabhängige  Variable  sein  sollen, 
werden  n  Functionen  —  die  Wurzeln  der  Gleichung  —  in  gleich- 
berechtigter Weise  definirt. 

Es  ist  zu  untersuchen,  ob  und  in  wie  weit  diese  Wurzeln 
durch  das  Functionensvstem  der  Normalform 


^)  3r^|...^y  "*  >^|^l     '"^y    ^•Oai...€ly 


a| . . .  «y 


dargestellt  werden  können^  wo  fn,)  Bn^>-»€n  wesentliche  Einheits- 
wurzeln und  die  aai...a^  nach  unwesentlichen  Einheitswurzeln 
entwickelt  zu  denken  sind,  und  wo  die  aa^...a  Potenzreihen 
darstellen,  die,  abgesehen  von  den  bei  ihrer  Herstellung  auf- 
tretenden Hilfsgrössen,  von  den  nämlichen  Argumenten  ab- 
hängen^ wie  die  Coefficienten  der  aufzullSftetk&^Ti  Q(W\Oci\v.\^^|,« 
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§  3.  Bei  der  LSsang  dieses  Problems  ist  die  Frage  nach  den 
ÄnflösbarkeitsbedinguDgeti  von  der  Frage  nach  der  thatsäcli lieben  Aaf- 
löaung  der  Gleichung  1)  zu  unterscheiden. 

Beide  Fragen  finden  ihre  Beantwortung  nicht  dadurch,  dass  ans  der 
Gleichung  1)  die  ihre  Auflösung  darstellende  Normalform  2)  berzustelleo 
unternommen  wird  —  denn  dies  könnte  bloa  durch  unsicher  taatendee 
Probiren  geschehen  — ,  sondern  vielmehr  dadurch,  dass  ans  der  Normal- 
form  2)  die  Gleichung  1}  gewonnen  wird,  deren  Auflösung  alsdann  darcli 
die  vorgelegte  Normalform  gegeben  wird. 

Ist  somit  eine  Normalform  aus  einem  thatsäcblich  gegebenen  Wursel- 
ausdracke  gewonnen,  deren  wesentliche  und  unwesentliche  Einbeitswuneln 
bekannt  sind,  so  muss  die  Begleiterin  der  Normalform  constrairt  imd  die 
Coef&cienten  dersellien  müssen  als  Fanctionen  der  unabhängigen  Variablen 
des  Wurielaasdiucks  dargestellt  werden.  Die  so  vollständig  entwickelte 
Begleiterin  stellt  nlsdana  die  durch  den  allgemeinen  Wnrzelaasdruck  auf- 
lösbare Gleichung  dar.  Ist  die  Normalform  die  dsnkbar  allgemeinste,  so 
resultirt   auf   diesem  Wege   die  auflösbare  Gleichung   allgemeinster  Form, 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Grad  n  der  aufzulösenden  Gleichung 
blos  von  den  wesentlichen  EinheJts wurzeln  der  Normalform  abhängt,  da 
der  Grad  der  Begleiterin  gleich  dem  Grade  der  aafgeltSdten  Gleichoog  ist 
und  also 

3)  «  =  «,  .  nj  .  . .  n„ 

sein  muss;  es  folgt  femer,  dass  die  Normalform  der  auflösbaren  Gleichung 
m"°  Grades  allgemeinster  Form  blos  wesentliche  EiuheitswTirzeln  vom 
Primzahlgrade  enthalten   darf 

Es  ist  daher  die  Normalform,  die  als  Auflösung  einer  Gleichung 
n'*"  Grades  vorausgesetzt  werden  muss,  wenigstens  insofern  bestimmbar, 
als  ihre  wesentlichen  Einheitswnr/.eln  bekannt  sind.  Dadurch  ist  zwar 
fnr  die  Auflösung  blos  ein  erster  Schritt  gethan,  auch  die  Auflösbarkeits- 
bedingungen  sind  noch  nicht  vollständig  angebbar,  es  lassen  sich  aber 
aof  Grund  der  wesentlichen  Einheits wurzeln  nothwendige  Bedingungen 
bestimmen. 

Man  erhält  sie  dadurch,  dass  die  aa,.,.o,  der  Coefäcienten  der 
Begleiterin  durch  ihre  Ausdrucke  in  den  Xf,,,..fi  nach  1.  7J  ersetzt  und 
die  so  gewonnenen  Functionen  der  Xß,,,.f,^  den  entsprechenden  sym- 
metrischen Functionen  der  ^^,.  ,,  ,  welche  aus  den  Coefäcienten  der  auf- 
zulösenden Gleichungen  sich  ergeben,  gleichgesetzt  werden.  Es  werden  so 
thataßehliche  Bedingungsgleichungen  für  die  Wurzeln  der  doreb  die  Normal- 
'  form    auflösbaren  Gleichung    gefunden    und   die  Bedingungen  selbst  lassen 

sich    in    allgemeiner    Fassung    dabin    bestiaimen,    dass    Functionen    dieser 
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nicht  ändern,  für  alle  übrigen  Sabstitutionen  aber  im  Allgemeinen  ändern, 
ihren  Werth  für  jede  beliebige  Substitation,  denen  die  Wurzeln  unter- 
worfen werden  können,  unverändert  lassen«  Die  Gruppe  der  Substitutionen 
aber,  welche  die  Form  jener  Functionen  nicht  ändern,  ist  die  in  1. 11) 
angegebene. 

Die  Weiterftthrung  des  begonnenen  Auflösungsprocesses  und  die  Hin- 
zufügung der  etwa  noch  vorhandenen  einschränkenden  Auflösbarkeits- 
bedingungen, welche  die  soeben  charakterisirten  nothwendigen  Bedingungen 
zu  hinreichenden  machen,  beruht  auf  der  Bestimmung  der  unwesentlichen 
Einheit-swurzeln  der  Normalform,  das  heisst  auf  der  Ergründung  der 
Normalformen,  durch  welche  die  Grössen  aat,..a^  darzustellen  sind. 

Hierzu  dient  die  Bedingung,  dass  die  Functionen  der  aa, ...a,,  welche 
als  Coef&cienten  der  Begleiterin  auftreten,  den  zugehörigen  Coefficienten 
der  au&ulösenden  Gleichung,  das  heisst  den  durch  diese  Coefficienten  dar- 
gestellten Functionen  der  unabhängigen  Yariablen  gleich  zu  setzen  sind 
und  somit  eindeutig  sein  müssen.  Es  folgt  daraus,  dass  alle  diejenigen 
Grössen  aa,...a,>  welche  in  Folge  der  erlaubten  Substitutionen  ihre  Stellen 
wechseln  können,  durch  eine  und  dieselbe  Normalform  darzustellen  sind; 
ganz  allgemein  aber  folgt,  dass  für  jede  der  Grössen  aa,,..ap  ^ino  Gleichung 
gewonnen  werden  kann,  die  nun  ihrerseits  durch  eine  Normalform  auf- 
zulösen ist,  deren  wesentliche  Einheitswurzeln  in  Einklang  mit  den  von 
den  aai...a„  zu  erfüllenden  Bedingungen  zu  bringen  sind.  Diese  für  die 
Darstellung  der  a«,  ...a^  wesentlichen  Einheits  wurzeln  sind  für  die 
ursprüngliche  Normalform  unwesentliche  Einheitswurzeln.  In  Folge  der 
Darstellung  der  aa^.,.a^  durch  geeignete  Normalfoimen  erwachsen  aber 
jenen  Grössen  im  Allgemeinen  neue  Bedingungen,  die  sich  auf  die  Wurzeln 
der  aufzulösenden  Gleichung  übertragen.  Die  vollständige  Entwickelung 
der  Normalform  für  die  aa^...a,  führt  schliesslich  zur  vollständigen 
Eenntniss  der  anfänglich  dem  Auflösungsprocess  zu  Grunde  gelegten 
Normalform,  aus  der  die  fertige  Form  der  auflösbaren  Gleichung 
gewonnen  werden  kann,  während  gleichzeitig  die  unbehinderte  Angabe 
der  nothwendigen  und  hinreichenden  Auflösbarkeitsbedingnngen  sich 
ermöglicht. 

§  4.  Der  soeben  in  seinen  wesentlichen  Momenten  dargelegte  Auf- 
lösungsprocess soll  durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und 
vierten  Grades  erläutert  werden. 

Um  die  Gleichung  dritten  Grades 

4)  {x  +  ay-'h(x  +  a)  +  e^O 

au&nlösen,  muss  eine  Normalform  mit  der  wesentlichen  Einheitswurzel 
€  —  ca8  27tj3  +  i  sin  2 7t/ 3  vorausgesetzt  werden. 


«$  Di*  Anflfisccg  der  Gleichaagen  miuebt  der  Kormalforai. 

Es  a^i  demgeaisi 
y  r,  -  «,  -r  f* .  o,  -  f*^.  Oj     (■  -  K  2,  3), 

w:    ik  ;isd  je«   B&cii  den   Torüii£g  caek  mibeWmTVn  utwcscBtSclieB  Ein- 
>i2  «sTvick^:  i&  denken  sEsl    Danas  eriiält  mui  die  Be^eHerin: 


CJ«3C&  XxL   je<eizs    ci«  W:ir»la   —  r--    —  Xj,    —  x^    knx.      SoB   dw 

Scmi«  slaseit   x.^  xxi  «•  :=!»:  ectsss«:  «•  :::»£  i4  ^-^^  eine  md  die- 
«CSf    X:r3cftIf:ciL    ai*    5*r  V'^iesiiIExr^aL    T^'^^'^m^tml    xvcetCB    Grades 


*  jt» 


i^ 


<«  > ,  -•   OST  »^»yiHy-rrrif  f    Äisc  pTr-Lii!^  ▼'a'Ä^  ^Xiai^   Die 


Titf   Tkimsmnic 


j  —  «•—»--  —  X-—      -  —  c    —  c^- 


—  «.^  -  j-  i;,:  -  T-  fc..,  -  -'^  T^  t^       >.  —  -     2;  «5  —  1,  2] 


r— t— -I 
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^+«00       «10  öfoi  aii 

»10         ^+«00  «11  «Ol 


=(^+«oo)*-2(a!o+a?i  +  a?i)(a?+aoo)« 

1  Q\    1  "*"  "     '     "W  "11  -Wl  '     ,     O  /  \  ±  A  A 

1^)1     ^  ^         ^.^         ^       I        +8aioaoiOi,(a;+aoo)-ato--aSi-ati 

«Ol  »11         ^-r»00  «10        i  lO/«      «      I       »      2      I       2      8\ 

+  2  (aJo  all  +  flio  af  i  +  oJi  ah). 

«11  «Ol  «10         ^  +  «00 


Soll  nnn  die  Gleichang  1 1)  in  gleicher  Weise  wie  die  der  Null  gleichgesetzte 
Begleiterin  die  Würzein  —  x^q^  ~"  ^12;  — ^21»  ~"  ^«2  ^&^öö,  bo  muss  sein: 
faoo  =  «i     2(afo  +  «Üi  +  afi)  -  6;     8aioaoi«ii  ""  ^5 
Uio  +  «Ol  +  «11  —  2(a?oaoi  +  flioöii  +  aliOii)  —  d. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  af),  Ooi,  afi  die  Wurzeln  der  Gleichung 
dritten  Grades  1.«        j  < 

.5)  ^_|^  +  (^_^)._^^_„ 

sein  müssen.  Die  a^Q,  ao^,  a^  werden  somit  die  Einheits wurzeln  dritten  und 
zweiten  Grades  aufweisen,  die  fdr  die  Normalfoim  12)  die  unwesentlichen  Ein- 
heitswurzeln darstellen.  Es  können  wiederum  die  Coefficienten  a^  h^  c^  d  als 
unabhängige  Variable  der  Normalform  12)  angenommen  werden,  die  nach  Auf- 
lösung der  Gleichung  15)  in  völlig  entwickelter  Form  angegeben  werden  kann. 

Da  die  Normalformen,  welche  die  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  auflösen,  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  als  unabhängige 
Variable  besitzen  können,  so  folgt  schon  daraus  die  bedingungslose  Auf- 
lösbarkeit dieser  Gleichungen.  Ueberdies  wird  das  Substituiren  der  Aus- 
drücke der  a^,  a^  resp.  a^Q,  a^^y  a^  durch  die  x,,  rc,,  x^  resp.  a^^,  Xi^y 
Xfij  ^22  ^  ^^®  Coefficienten  der  Begleiterinnen  6)  und  13)  symmetrische 
Verbindungen  der  Wurzeln  ergeben,  die  nach  Gleichsetzen  mit  den  ent- 
sprechenden symmetrischen  Verbindungen  der  Wurzeln  für  die  Coefficienten 
der  Gleichungen  4)  and  11)  blose  Identitäten  ergeben.  Es  wird  sich  somit 
aus  dem  Fehlen  jeglicher  Bedingung  die  Auflösbarkeit  der  allgemeinen 
Gleichung  ergeben. 

Nach  dieser  Erläuterung  des  Auflösungsprocesses  der  Gleichungen 
durch  die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrucks  bemerke  ich  noch, 
dass  sich  die  hier  benutzte  Methode  dem  Grundgedanken  nach  mit  einer 
schon  von  Euler*  benutzten  berührt,  nach  welcher  der  Auflösung  der 
Gleichungen  eine  mögliche  Darstellung  ihrer  Wurzeln  zu  Grunde  gelegt 
wird,  um  nachträglich  die  vorausgesetzte  Wurzeldarstellung  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  den  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gleichung  zu  bestimmen. 
Es  fehlt  nur  bei  Euler  die  Eenntniss  von  der  Natur  des  allgemeinen 
Wurzelausdrucks;   diesen  letzteren   entwickelt  Abel    systematisch;  er   be- 

''Leonh.  Euleri  de  formis  radicum  aequationum  cuicusque  ordinis  con- 
jectatio;  Comment.  acad.  scienüarum  petropolitanae  T.  VI  i^«ig.  ^V^. 
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■  <"  rf^,*^  ^^.^\. 


trachtet  aber  das  Wurzelzeichen  als  Operationszeichen;  die  AofGunrng 
der  Wurzelgrösse  als  Function  führte  zu  der  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten  Normalform  und  so  zu  der  soeben  beleuchteten  Auflösungemethode 
der  Gleichungen. 

§  5.  In  gleicher  Weise ^  wie  für  die  Gleichungen  dritten  und  Tierten 
Grades  eine  Normalform  mit  bestimmten  wesentlichen  Einheitswuxzeln 
vorausgesetzt  wurde,  um  durch  Gleichsetzen  der  Coefficienten  ihrer  Be- 
gleiterin mit  den  Coefficienten  der  aufzulösenden  Gleichung  die  Eenntniis 
der  unwesentlichen  Einheits wurzeln  zu  gewinnen  und  so  zur  yollstftndigen 
Bestimmung  der  Normalform  zu  gelangen,  kann  auch  für  die  Gleichnngen 
fünften,  sechsten  Grades  u.  s.  w.  die  Normalform  gefunden,  die  Bedingung 
der  Autlösbarkeit  angegeben  und  die  Form  der  auflösbaren  Gleichungen 
entwickelt  werden. 

Dabei  ist  zu  beachten ^  dass  für  jede  Normalform,  deren  wesentliche 
Einheitswurzeln  beliebig  bestimmt  wurden,  die  zugehörige  auflösbare 
Gleichung  gebildet  und  die  Bedingung  ihrer  Auflösbarkeit  angegeben 
werden  kann;  denn  die  wesentlichen  Einheits  wurzeln  müssen  nicht  nothwendig 
Primzahlen  sein.  Das  zu  einer  solchen  yoUstlindigen  Behandlang  des  Auf- 
lösungsproblems  nothwendige  Material  liegt  in  den  Entwicklungen  des  zweiten 
und  dritten  Capitels  der  Untersuchungen  über  die  ,, Normalform^'  bereit 

Indessen  begnüge  ich  mich  vorerst  damit,  auf  dieses  allgemeine  Problem 
hinzuweisen  y  und  gebe  blos  diejenigen  Ausführungen  des  Auflösungs- 
processes,  die  ohne  Weiteres  bei  Zugrundelegen  der  allgemeinsten,  mit 
wesentlichen  Einheitswurzeln  vom  Primzahlgrade  ausgestatteten  Normalform 
gemacht  werden  können. 

Die  zur  Auflösung  der  Gleichung  n^^  Grades 

16)       (x  +  a)»-  h{x  +  ay-^+  c(x  +  a)»-»-  . . .  ±  d  -  0 

(wo  fi  —1?*.  qf*. . .), 

demgemäss  vorauszusetzende  Normalform  enthält  die  Functionen: 

or ,  1^  . . . 

WO  ^  —  Pi  —  •  •  •  —» I?, ;   (Z  =  ^1  —  •  •  •  ^^ ; .  .  .  und  i? ,  g .  .  .  Primzahlen  sind. 
Die  Coefficienten  ihrer  Begleiterin  sind  Functionen  der  «a, /?,...,  welche 
den  Entwicklungen  des  ersten  Capitels  zufolge  die 

9(2^5  v)  .  9)(^,  ft)  .  . . 
Substitutionen 

18)      («*,    |3i, ...;     hit«!  +  .  . .  Ha«»,   «uj^i  +  . .  .  «J<i|3^, .  . .) 

geBiBiibn,     Durch   Gleichsetzen  dieser  Coefficienten  mit  den    Coefficienten 
der  Gleichung  16)^  welche  als  bestimmle^  ^\>«t  ^ox\&<i^^  noch  unbekannte 
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Functionen  nnabh&ngiger  Variablen  yorausgesetzt  werden,  kann  man  direct 
die  Darstellung  der  a«,  ...a^^,...^^.. .  und  damit  die  vollständige  Kenntnißs 
von  der  Normalform  17)  gewinnen. 

Vereinfacht  wird  diese  Aufgabe^  wenn  nicht  alle  Einheitswurzeln  aus 
der  Normalform  eliminirt  werden,  um  so  direct  die  Begleiterin  vom 
Grade  n  zu  construiren,  sondern  wenn  beispielsweise  zunächst  nur  die 
Einheitswurzeln  vom  Grade  p  von  der  Elimination  getroffen  werden.  Ist 
fn  -B  |>%  so  erhält  man  auf  diese  Weise  n/m  Begleiterinnen  vom  Grade  m, 
deren  Coefficienten  die  Functionen  von  Normalformen  mit  den  Einheits- 
wurzeln £9,  •  •  •  €^  . . .  darstellen.  Dieser  Form  der  Begleiterin  entspricht 
die  Zerlegung  der  Gleichung  n^^  Grades  in  n/m  Gleichungen  m^^  Grades, 
deren  Coefficienten  durch  die  Wurzeln  einer  Gleichung  n/m^^  Grades  be- 
stimmbar sind.  In  dieser  Bemerkung  erhellt  der  bereits  von  Abel*  gefondene 
Satz,  dass  eine  Gleichung,  deren  Grad  durch  zwei  Primzahlen  tbeilbar  ist, 
in  m  Gleichungen  t^®^  Grades  zerföllt  werden  kann,  deren  Coefficienten 
durch  Auflösen  einer  Gleichung  ?n^°  Grades  gefunden  werden. 

Werden  die  Normalformen,  welche  die  Coefficienten  der  Begleiterin 
ptfn  Grfades  darstellen,  und  welche  alle  dieselben  Einheits wurzeln  ent- 
halten, ihrerseits  wieder  behandelt  wie  die  ursprüngliche  Nörmalform,  so 
zeigt  sich,  dass  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade 
p* ,  qf*.  , .  zurückgeführt  werden  kann  auf  die  Auflösung  von 
Gleichungen  vom  Grade  p^^  ö'*, .  . . 

Es  sei  demgemäss  der  Grad  der  aufzulösenden  Gleichung  n  —  p^ . 
An  Stelle  der  Normalform  17)  tritt  ntm  die  einfachere: 


19) 


Pl . . .  ffy 


WO  1>  ^  JPi  ■■  •  •  •  Pv 

Die  Coefficienten  ihrer  Begleiterin: 


20) 


^  4*  ÖO...O      •  •  •  Clai...ar 


^Pi  —  1 . . .  ;)y  —  1 


flp,-  a»...jöy-a,  .  •  •       *  +  aO...O      .  .  •  »Pi-a,-l...Py-a,--l 


ai...i 


»a,  +  1 . . .  oy  +  1 


ic  +  flro...o 


gestatten  die  (p{pj  v)  Substitutionen: 


21) 


(«*;     »l*«i  +  •  •  •  *r*a»))    Ä  —  1»   2  .  .  .  V. 


•  AbeJ,  oeurree  compl^tea  Bd.  II.  S.  191. 

ZeitBobiitt  f.  Jir«l2i0m«tik  a.  Phjiik.  39.  Jahrg.  1S04.  ).HeU. 
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Ihnen  zufolge  kann  jedes  aa^..,a^  an  Stelle  jedes  anderen  treten, 
mit  Ausnahme  von  (io...o«  Denn  es  tritt  beispielsweise  an  Stelle  yob 
flio.-^o  die  Grösse  «i„ »,»... i,^,  durch  welche  jede  der  (p*— 1)  Grössen 
floi...Oy  (excl.  aoo...o)  dargestellt  werden  kann,  da  die  Werthe  iii%i*..tVi 
unbeschadet  der  von  dem  Systeme  der  ixj^  zu  erfüllenden  Bedingong 
jedes  der  (|?^— l)  Werthensysteme  a^y  ofg**-^^  (™^^  Ausschluss  des  am 
V  Nullen  bestehenden  Systems)  bedeuten  können,  die  aus  den  Zahlen 
or;t  =  0,  1, ...  (|)  —  1)  hergestellt  werden  können. 

Setzt  man  nun  die  Coefficienten  dieser  Begleiterin  gleich  den  Coefß- 
cienten  der  aufzulösenden  Gleichung,  die  durch  vorläufig  noch  unbekannte, 
aber  bestimmte  und  eindeutige  Functionen  dargestellt  werden,  so  folgt 
der  Satz: 

Die  i?**— -1  Grössen  a«,...«^  (excl.  ao...o)  müssen  durch  eine 
und  dieselbe  Normalform  dargestellt  werden  und  zwar  der  Art, 
dass  Verbindungen  der  a«,,..«,^,  welche  die  Substitutionen  21) 
gestatten,  eindeutige^  bestimmte  Functionen  sind. 

Daraus  folgt  zwar,  dass  die  aa^...a^  durch  eine  (p*— l)-deutige 
Normalform  dargestellt  werden  müssen.  Es  ist  aber  nicht  von  vornherein 
bekannt^  wie  die  wesentlichen  Einheitswurzeln  dieser  Normalform  anzu- 
nehmen sind,  da  schon  die  soeben  angegebene  Bedingung  für  die  aa^...af 
besteht.  So  oft  nämlich  {p^—1)  nicht  ein  Product  von  lauter  verschie- 
denen Primzahlen  darstellt,  müssen  die  wesentlichen  Einheitswurzeln  der 
neuen  Normalform  nicht  nothwendig  Primzahlgrad  besitzen.  Es  ist  alsdann 
Sache  besonderer  Untersuchung,  die  geeignete  Darstellungsform  der  aa^,..a^ 
aufzusuchen,  so  dass  die  bereits  angegebene  Bedingung  von  den  Oa..  .a, 
erfüllt  wird  und  es  ist  zu  erwarten,  dass  ausser  dieser  Bedingung  noch 
andere  aus  der  Darstellung  der  Oui. ..a  durch  die  neue  Normalform  sich 
.ergeben  werden. 

Für  den  Fall,  dass  n  '^  p  (dass  also  v » 1),  lässt  sich  indessen  die 
Darstellung  der  (p  —  1)  Grösse  üa  ohne  Weiteres  gewinnen.  Die  Goefficienten 
der  Begleiterin  sind  nunmehr  Functionen  der  a«,  welche  die  (p  —  1)  Sub- 
stitutionen 

22)  (a;   ia);    i  «  1,    2  .  .  .  p  -  1 

gestatten.  Die  Relationen  zwischen  den  Coefficienten  der  Begleiterin  und  der 
aufzulösenden  Gleichung  führen  ferner  zur  Erkenntniss,  dass  die  j>^^  Potenzen 
der  a«  Wurzeln  einer  Gleichung  {p  —  1)**^"  Grades  sein  müssen  und  zwar 
der  Ai't,  dass  Verbindungen  der  a«,  welche  die  Substitutionen  22) 
gestatten,  eindeutig  sein  müssen.  Diese  Substitutionen  können  nun 
aber  als  cyklische  Substitutionen  aufgefasst  werden,  wenn  man  eine 
Zahl  c  bestimmt,  für  welche  erst  die  (p  —  1)*®  Potenz:  c^"~^  3J  1  (tnod p), 
alsdann  a  zz  c^';    i  ~  c*^  (mod  p)   setit  \md  ^OQ\\e%^vi\i  d\a  QrQsaen  üa  in 
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-—  >*'x*'\_' 


die  Reihe:  Oeia^^ .  . .  acP-i  ordnet.     Dann  werden   die  Substitutionen  22) 
zu  den  cjkliscben  Substitutionen: 

22a)  («';  a'+f)  i'-l,  2...P-1. 

Die  Grössen  c/^  müssen  somit  die  Wurzeln  einer  solchen 
Gleichung  (p  —  1)**°  Giades  sein,  dass  cykliscbe  Verbindungen 
ihrer  in  passende  Reihenfolge  gebrachten  Wurzeln  bestimmte, 
eindeutige  Functionen  darstellen. 

Aus  der  im  I.  Capitel  angegebenen  Eigenschaft  einer  blos  mit 
wesentlichen  Einheitswarzeln  ausgestatteten  Normalform  folgt  nun  unmittel- 
bar, dass  die  Normalform  der  jp  —  1  Grössen  aS  blos  eine  wesentliche 
Einheitswurzel  vom  (p  —  1)*®'^  Grade  aufweisen  darf. 

Es  sei  dementsprechend: 

23)  og.  -  1^  -  &o  +  «^-i^i  +  «^ii»,  + . . .  tM^.  6,_,. 

Daraus  folgt: 

24)  [(p  -  1)6,?- 1  - [s-Aj,  +  B-1\^  +  ... B<L\'%.,]''-'. 

Da  aber  cyklische  Verbindungen  der  |  eindeutige  Functionen  sein 
müssen^  so  ergiebt  sich,  wenn  solche  Functionen  durch  Tq,  r,  .  .  .  r^^s 
bezeichnet  werden,  durch  Entwicklung  von  24): 


f    H-'  -  »-0  +  «p-in  +  4-i^i  +•••  'i'-X^^-i' 


25) 


i-P-2  p_i 


1        'p  — 2' 


Durch  Einsetzen  dieser  Darstellungen  in  die  als  LSgung  der  Gleichung 
p*""  Grades  roranszusetzebde  Normalform 

26)  a;^  -  «0  +  «>i  +  .  ■  •  4'"'"'  «p-  i 

erhttlt  man  die  letztere  in  ihrer  fertigen  Form;  die  auftretenden  Wurzel- 
grössen  sind  hier  als  symbolische  Bezeichnungen  von  eindeutig  be- 
stimmten Functionen  zu  betrachten,  welche  für  einen  geeigneten  Con- 
vergenzbereich  der  unabhängigen  Variablen  in  Reihenform  dargestellt  werden 
können. 

Die  Begleiterin  dieser  vollständig  hergestellten  jp deutigen  Normal- 
form stellt  die  auflösbare  Gleichung  f)*^"  Grades  dar.  Werden  r^,  r^ . . .  rp_2 
als  unabhSngige  Variable  angenommen,  so  werden  die  Coefficienten  der 
Gleichung  nicht  als  rationale  Functionen  sich  ergeben.  Soll  dies  der  Fall 
sein,  80  müssen  an  Stelle  der  Tq,  r^  .  . .  rp— 2  geeignete  Ausdrücke  in 
anderen  unabhäs^^en  Variablen  treten. 
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Insbesondere  folgt  fttr  die  Gleichung  fünften  Grades 

27)       (x  +  ay-h{x  +  af  +  c(x  +  a)*  -  d{x  +  a)  +  e  ^0 

die  Normalform: 

Xf,  =  ao  +  ef'a,  +  ««^a^  +  s^f'a^  +  6*^a^;     (f*  -  1.   2,  3,  4,  5); 
28) 


27t  ^    ,  .    2n 
o  o 


wo 


29) 


*4    '^S» 


i  =  8  , 


»'s- 


Die  Grössen   Oi,   as,   ds,   tf«  sind  hier  in  die  Beihe  ai,   as,   Os«,  a^ 
geordnet  worden. 

Aus  der  Gleichsetzong  der  Begleiterin  mit  der  Gleichung  folgt: 


30) 


tto-a;  5(0104  +  02 03)==  5;  5(ai08*  +  03*04  +  Oi%  +  a8a4*)-r, 
5(oi»Oj  +  Ojo/  +  a^a^^  +  a^^a^  -  a^^a^  -  a^^a^^  +  aiOjOgaJ -d; 
V+ V+V+«/+5(oi04-0203)(oi  0,^03*04-01*08-0,04*- e. 


Daraus  erhält  man  die  allgemeinste  Form  der  auflösbaren  Oleicbtmg 
fünften  Grades,  wenn  die  entwickelten  Ausdrücke  29)  für  die  o^,  a^ 
a^y  O3  eingesetzt  werden.  Will  man  für  die  Coefficienten  der  auflösbaren 
Gleichung  rationale  Ausdrücke  erhalten ^  so  müssen  für  die  Tq,  r^,  r,,  f, 
geeignete  Functionsformen  substituirt  werden.  Die  alsdann  resultirende 
Gleichung  stellt  thatsächlich  die  auflösbare  Gleichung  dar,  wenn  tob 
vornherein  bestimmt  wird,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  FunctioneB 
unabhängiger  Variablen  sein  sollen. 

um  nun  zum  Schlusa«  noch  die  Autlösbarkeitsbedingungen  für* die 
Gleichungen  j?***^  imd  p^^  Grades,  nknlich  wie  die  Auflösung  selbst,  inso- 
weit anzugeben,  als  sie  ohne  Weiteres  bestimmbar  sind,  stelle  man  die 
Coef^cienten  der  Begleiterin  20)  als  Functionen  der  a;^,...^^  dar  und  setie 
Bie  den  entsprechenden  symmetrischen  Functionen  der  Xfi^„,fi^  gleich,  all 
ücbe  die  Coefficienten  der  autzullSseu&eu  Q(\^\^x]üCk^  %\Oci  diucblfiteiL 
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Den  Eigenschaften  der  Begleiterin  znfolge  gestatten  ihre  mittelst 
der  Relation 

31)  p\  a„....„,=2*^'"'"-  •  •  C"'-  '^"-"r 

als  Functionen  der  Xfi^...fi^  dargestellten  Coefficienten  die  p**q>{jp^v)  Sub- 
stitutionen 

32)  {^k'i   »l*/^i  +  t2itft2  +  .  .  .  *r*f*v  +%)i 

die  sich  für  v  «=»  1  auf  die  i>  (p  —  1)  Substitutionen 

32a)  (/[*;  tft  +  A) 

reduciren. 

Da  diese  Functionen  nur  für  |)^»  2,  3  oder  4  symmetrisch  sind,  so 
ergeben  sich  in  jedem  anderen  Falle  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
^/«i...^y,  die  nothwendig  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 
durch  die  Normalform  darstellbar  sein  sollen. 

Daraus  folgt  die  Unmöglichkeit,  die  allgemeine  Gleichung  vom  Grade 
j}*  >  4  durch  Wurzelfunctionen  darzustellen.  Diese  Unmöglichkeit  kann 
aber  schon  daraus  gefolgert  werden,  dass  bereits  solche  Functionen  der 
aa,...a,,  welche  nur  die  q>{py  v)  Substitutionen  21)  gestatten  und  nicht 
erst  symmetrische  Functionen  der  aa^...a^  eindeutig  bestimmt  sein  müssen, 
üeberdies  ergiebt  sie  sich  auch  daraus,  dass  in  die  Normalform  der 
Gleichungen  vom  höheren  Grade  als  den  vierten  nicht  mehr  die 
Coefficienten  der  Gleichung  als  unabhängige  Variable  eingeführt  werden 
können. 

Die  erwähnten  Bedingungsgleichungen  müssen  nothwendig  erfüllt 
sein.  Die  dadurch  erfüllten  Bedingungen  sind  aber  nur  für  die  Gleich- 
ungen vom  Grade  p\  (v  » 1)  hinreichend,  um  die  Auflösung  der  Gleichung 
zu  ermöglichen.  Darum  war  auch  nur  für  diesen  Fall  die  vollständige 
Ausführung  des  Aulfösungsprocesses  ohne  Weiteres  möglich.  Die  Grössen 
tta  konnten  nämlich,  nachdem  die  Substitutionengruppe  22)  als  die  cyk- 
lische  Gruppe  22  a)  erkannt  war,  direct  durch  eine  Normalform  dar- 
gestellt werden,  ohne  dass  die  Erfüllung  einer  weiteren  Bedingung  nöthig 
wurde. 

Für  die  Gleichungen  vom  Grade  p^\  (v  >  1)  müssen  dagegen  im  All- 
gemeinen noch  andere  Bedingungen  neben  den  aus  den  genannten  Be- 
dingungsgleicbungen  folgenden  erfüllt  werden. 

Ist  z.  B.  p*  ■«  2*  und  !>*  —  1  —  ?,  wo  q  eine  Primzahl  bedeutet,  so 
gelten  für  die  q  Grössen  aa^,.,ay  ausserdem  noch  die  Bedingungen,  die  aus 
ihrer  Darstellung  durch  eine  Normalform  mit  der  wesentlichen  Einheits- 
Wurzel  Bq  sich  ergeben.    Diese  Bedingungen  bestehen  d^Livü)  d^^^'^Niii^XlvstL^Ti 
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der  in  passende  Eeihenfolge  gebrachten  q  Grössen  a^|...ay,  die  in  der 
neuen  Aufeinanderfolge  durch  a^(j3  — 1^  2  ...g)  bezeichnet  werden  mögen, 
eindeutig  sein  müssen ,  falls  sie  die  q{q—  1)  Substitutionen 

(j3;  iß  +  X)',  i-  1,  2...(/-  1;  A«  1,  2...q 
gestatten. 

Alsdann  sind  die  aus  der  Darstellung  der  aat...a^  durch  eine  Normal- 
form sich  ergebenden  Bedingungen  auf  solche  für  die  ^^,...^4,  zu  redociren 
und  den  bereits  bekannten,  noth wendigen  Bedingungen  hinzuzufügen ,  um 
zu  den  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  hinreichenden  zn  gelangen. 


Die  vorstehenden  Darlegungen  genügen  wohl,  um  die  Brauchbarkeit 
der  auf  die  functionentheoretische  Normalform  des  allgemeinen  Wurzel- 
ausdrucks  gegründeten  Methode  zur  Auflösung  der  Gleichungen  nach- 
zuweisen. Dies  war  das  zunächst  von  mir  verfolgte  Ziel.  Es  sind  so  die 
Grundlagen  zu  einer  Theorie  der  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Wurzel- 
grossen  vorbereitet,  zu  deren  vollst tlndigen  Durchführung  allerdings  noch 
weitergehende  Untersuchungen  nöthig  sind.  Als  ein  Ergebniss  der  bi^ 
herigen  Untersuchungen  darf  indessen  die  Einsicht  bezeichnet  werden ,  dass 
die  Normalform  des  allgemeinen  Wurzelausdrucks  ein  geeignetes  Instrument 
darstellt,  um  die  Auflösbarkeitsbedingungen  der  Gleichungen  und  ihre 
Auflösung  selbst,  insoweit  hierfür  Wurzelgrössen  in  Betracht  gezogen 
werden,  im  Zusammenhange  zu  entwickeln.  Dabei  sollten  die  einzelnen 
Durchführungen  nur  als  einfache  Beispiele  zur  Illustrirung  der  Methode 
dienen.  Diese  Methode  erhielt  aber  ihr  charakteristisches  Oepr&ge  von 
vornherein  dadurch,  dass  die  Wurzelgrössen  als  Functionen  und  nicht 
als  symbolische  Bezeichnungen  für  eine  besondere  Art  von  Operationen 
aufgefasst  wurden,  wozu  man  auf  Grund  principieller  Erwägungen  über 
die  Natur  der  Zahlen  geführt  wird. 


VI. 
Aeqiiivalenz  der  Linientheilsysteme. 

Dargestellt  mittelst  des  geometrischen  Kalküls. 

Von 

Ferdinand   Kraft, 

Privatdocent  an  der  Universität  Zürich. 


Hierzu  Tafel  III,  Fig.  1-9. 

Einleitung. 

Die  Aequivalenz  der  Linientheilsysteme  und  deren  Eigenschaften  sind 
für  die  theoretische  Mechanik  von  fundamentaler  Bedeutung ,  worauf  hereits 
Grassmann  in  seiner  Ausdehnungslehre  von  1862  (A,,  Nr.  346^  347) 
hingewiesen  hat.  Schell,  der  heryorragendste  Vertreter  der  theoretischen 
Mechanik ,  stützt  sich  in  seinem  Lehrbuche  über  diesen  Gegenstand ,  welches 
nach  jeder  Bichtong  hin  dem  Bedürfnisse  des  wissenschaftlich  gebildeten  oder 
sich  bildenden  Maschinenbauers  angepasst  ist,  auf  die  Aequivalenz  der 
Streckensjsteme,  konnte  aber  nur  von  dem  Additionsgesetze  der  Strecken, 
nach  der  Auffassung  unseres  Möbius,   Gebrauch  machen. 

Nachdem  nunmehr  der  geometrische  Kalkül  weiteren  Kreisen  durch 
mich  zugänglich  geworden  ist,  wenn  auch  vorerst  nur  in  roher  Form, 
sind  wir  in  der  Lage ,  in  exacterer  Weise  diesen  Gegenstand  zu  behandeln^ 
was  der  Hauptsache  nach  durch  diese  Publication  gezeigt  wird. 

unter  einem  Vereine  oder  einem  Systeme  von  Linientheilen  verstehen 
wir  alle  die  Linientheile ,  welche  wir  als  zusammengehörend,  als  mit  ein- 
ander zu  einem  Ganzen  verbunden  aufzufassen  haben.  Jeder  Linientheil 
eines  Vereines  von  Linientheilen  heisst  ein  Element  desselben.  Befinden 
sich  die  Elemente  eines  solchen  Vereines  nicht  in  einer  Ebene,  dann 
nennen  wir  ihn  einen  räumlichen;   im  anderen  Falle  einen  ebenen  Verein. 

§  1.    Aequivalenz  von  Linientheilvereinen  im  Strahlenbündel 

und  Strahlenbüsohel. 

1.  Die  Summe  aus  zwei  Linientheilen  AB  und  CD,  deren 
Träger  im  Punkte  0  sich  schneiden ,  ist ,  wenn  wir  dieselbe  mit  @  bezeichnen, 
OB^  =  AB,  OD^  =  CD  nehmen: 
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@  =  .iJ9  +  CD  =  0J9i  +  OD,  =  0(J?i  +  2>i), 
und  wenn  wir  B,-\-  Di=^2E,  setzen: 

femer  haben  wir: 

®  =  il  J9  +  CD  =  ui  (JJ  -  .1)  +  C7(D  -  C) 

=  0\(B^  -  0)  +  (Di  -  0)1=  0(P-  0)  =  OF. 
wobei  * 

(D-il)  +  (D  -  C)  =  (D,  -  0)  +  (C,  -  0)  =  (F- 0). 

,)Die  Summe  aus  zwei  Linientheilen ,  deren  Träger  in  einem  Punkte 
sich  schneiden ,  ist  äquivalent  einem  dritten  Linientheile ,  seine  Strecke  ist 
gleich  der  Summe  der  Strecken  der  gegebenen  Linientheile  und  sein 
Träger  geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Linien  beider  Posten.*" 

Multipliciren  wir  die  Gleichung 

AB  +  CD=^OF 

mit  einem  beliebigen  Punkte  itf,  so  ergiebt  sich: 

MAB  +  MCD=^  MOF, 

M{Ä  -  M){B  -Ä)  +  M{C-  M)(P  -  0)  =  M(P  -  üf )(F-  0). 

„Die  Summe  der  Flächentheile  zweier  Linientheile  auf  sich  schnei- 
denden Trägern  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  des  Baumes  ist 
gleich  dem  Flächentheile  der  Summe  dieser  Linientheile  bezüglich  desselbeii 
Punktes.  ** 

Wir  nennen  das  Feld,  die  Fläche  des  Parallelogrammes  (nicht  die 
Flächenzahl  des  Feldes)  des  Flächentheiles  eines  Linientheiles  in  Beziehang 
auf  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  sein  Moment  bezüglich  dieses  Punktes. 

Dadurch  entsteht  der  Satz: 

„Die  Summe  der  Momente  zweier  Linientheile  auf  sich  schneidenden 
Trägern  ist  gleich  dem  Momente  der  Summe  dieser  Linientheile  bezüglich 
ein  und  desselben  Punktes." 

Setzen  wir 

(il-J»f)(B-^)=!y„     (C-itf)(D-C)  =  |y,.    (0  -  itf)(-F- 0)  =  |  y, 

M\y,  +  M\y^^M\y,     yi  +  yi  =  y. 

Weil  wir  die  Strecke  y  die  „Achsenmomentenstrecke**  des  Linientheiles 
OF  bezüglich  des  Punktes  M  nennen,  diese  Strecke  auch  kurzweg  ^yAchsen- 
momenf  heissen,  so  folgt: 

„Die  Summe  der  Achsenmomente  zweier  Linientheile  auf  sich  schnei- 
denden Trägern  ist  gleich  dem  Achsenmomente  ihrer  Summe  bezüglich  ein 
und  desselben  Punktes." 

Fällt  der  Punkt  M  mit  dem  Träger  eines  der  drei  Linientheile  zu- 
sammen,  so  verschwindet  das  Moment  und  damit  auch  das  Achsenmoment 
dieses  LinientbeileB. 
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2.  Zwei  parallele  Linientheile.  Liegt  der  Schnittpunkt  der 
Trftger  der  beiden  Linientheile  AB  and  CD  unendlich  fern,  dann  sind 
die  Linientheile  parallel. 

Die  Summe  zweier  solcher  Linientheile  ist  zunächst: 

®^ÄB+CD=:Ä{B-A)  +  C{D-C). 
Aber  es  ist  (D  —  (7)  =  in  (J?  —  il) ,  mithin  auch 

&^A{B-Ä)  +  mC{B-A)  =  (A  +  mC){B-A), 

so  dass  mit 

A  +  fnC={\+m)8, 

in  welcher  Formel  S  den  Summenpunkt  der  PunktgrOssen  A  und  mC  be^ 
deutet,  ®=^{l  +  fn)8{B^A)==8\{B^A)  +  m{B^A)U 

1)  @  =  5{(J9-il)  +  (i)-C)j, 

und  wenn  wir  ^b^  A)  +  {D^C)^.{B--S) 

setzen,  so  ergiebt  sich:      g^^^^^  ^^^^^ 

Das  durch  die  Gleichung  1)   ausgedrückte  Ergebniss   Iftsst  sich  auch 

schreiben: 

@^8{{B  +  D)^{A+C)l 

wodurch,  wenn  wir 

J?  +  D  =  2F,     A  +  C=2E 

setzen, 

®  =  Ä{  2(F -  E) }  =  25(1?'  -  E)  =  2{8F  -  8E ) 

wird,  wobei 

2{F-E)  =  iB-Ä)  +  iD-C) 
ist 

Sind  die  Posten  der  Summe  gleichläufig  parallel,  so  ist  m  positiv, 
der  resultirende  Linientheil  gleichen  Sinnes  mit  beiden  Posten;  sind  sie 
gegenläufig  parallel,  so  ist  m  eine  negative  Zahl. 

Sind  AB  und  CD  Posten  entgegengesetzten  Sinnes  (Fig.  1),  so  er- 
giebt sich  der  Summenpunkt  S  dadurch,  dass  wir  (^— C)  =  (-4— -B), 
(2>'— il)  =  (D  — C)  zeichnen  und  den  Strahl  D' B^  ziehen,  welcher  den 
Strahl  AC  in  8  schneidet,  denn  es  ist,  wegen 

{l'^fn)8  =  A-mC,     {\  -  m)AS  ==-mAC,    {l-m)CS  ==-AC, 
A8:C8t=:^m  =  fn{B-A):{B-A)  =  {D''C):{A-B)^{D'-Ä):{B''C). 

Zeichnen  wir  weiter  (U  -  Ä)  =  (D  -  J? ')  =  (^  -  C')  +  (jB -A)  =  2  ( P  -  JB), 
wo  E  und  F  die  Halbirungspunkte  der  Strecken  (C—A)  und  (D  — J9)  sind, 
so  ist  8B  die  Summe  von  AB  und  CD,  welcher  Linientheil  auf  seinem 
Trftger  beliebig  verschoben  werden  darf. 

In  ganz  conformer  Weise  gestaltet  sich  die  Construction ,  wenn  die 
beiden  Linientheile  gleichläa&g  parallel  sind. 
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Maltipliciren  wir  die  Gleichung 

ÄB^CD^SB 
mit  dem  beliebigen  Punkte  Jlf,  dann  ist: 

MÄB  +  MCJ)  =  MSB, 

M{Ä-M){B''Ä)  +  M{C-M){D'-C)=:^M{S-M){B''8). 

„Die  Summe  aus  zwei  parallelen  Linientheilen ,  deren  Strecken  nicht 
entgegengesetzt  gleich  sind ,  ist  ein  zu  diesen  Linientheilen  paralleler  Linien- 
theil,  welcher  in  der  Ebene  der  Posten  liegt  und  dessen  Strecke  gleich  der 
Summe  der  Strecken  der  Posten  ist.  Der  Schnittpunkt  S' des  Trägers  der  Summe 
und  der  durch  die  Anfangselemente  der  Linientheile  AB  und  CD  bestimmten 
Linie  befindet  sich  zwischen  Ä  und  C7,  wenn  die  Posten  gleichläufig  parallel 
sind,  und  theilt  die  Strecke  (C7—  Ä)  im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer  Längen, 
ausserhalb  dieser  Strecke,  zunächst  dem  absolut  grössten  Posten ,  wenn  sie 
gegenläufig  sind.  Im  ersten  Falle  ist  die  Resultante  (die  Summe)  mit 
den  Componenten  (Posten)  gleichen  Sinnes,  im  zweiten  sind  sie  und  die 
absolut  grösste  Componente  gleichläufig.  Die  Summe  der  Momente  der 
Componenten  ist  gleich  dem  Momente  der  Resultanten  bezüglich  eines  jeden 
Punktes  des  Raumes. 

Sind  die  Strecken  der  beiden  Linientheile  entgegengesetzt  gleich,  dann 
bilden  sie  ein  i,  Linien theilpaar**  und  es  ist  ni  =  — 1,  mit  welchem  Werthe 

"^  ^^^^^^^'Q^j^S^CD=^OS{B^Ä)^{A-C){B^Ä), 

MÄB  +  MCD=M{Ä-C){B''Ä), 

und  mit  {A  —  C){B —  Ä)  =  \y  ergiebt  sich : 

®==AB+CD  =  \y, 
MAB  +  MCD  =  M\y. 

,,Sind  die  Strecken  zweier  Linientheile  entgegengesetzt  gleich,  handelt 
es  sich  um  ein  Linientheilpaar ,  so  ist  ihre  Summe  ein  in  unendlicher  Feme 
verschwindender  Linientheil,  äquivalent  dem  durch  die  Posten  bestimmten 
Spathecke,  dessen  Entstehungssinn  dem  Sinne  der  Posten  entspricht,  und 
mithin  die  Läge  der  Summe  als  Spatheck  beliebig.  Das  Moment  eines 
Linientheilpaares  ist  für  jeden  Punkt  des  Raumes  dasselbe,  gleich  der 
Fläche  des  eben  genannten  Spatheckes.*' 

Wir  erkennen  noch,  dass  das  Moment  des  Linientheilpaares  {AB+CD) 
gleich  dem  Momente  des  Linientheiles  AB  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  ist 

3.  Linientheilverein  im  Strahlenbündel  und  Strahlen- 
büschel. Sind  nun  AkB/c^  X;  =  1 ,  2,,,,n  die  Elemente  eines  Vereines 
von  Linientheilen  auf  den  Strahlen  eines  Strahlenbündels  oder  Strahlen- 
hüschdß  mit  dem  Mittelpunkte  0,  so  ist  deren  Summe,  wenn  wir  OB^k=  AkBk 
nehmen : 


k^n 
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ibal  *=il  *=1 

-  0(JB-0)-  OB, 
mit   yjiB'-  0)  «  (JB-  0), 

und  überdies  ist        . ,_^  ._. 

k^l  k^i  k=^l 

wenn  wir  den  Sommenpunkt  der  Summe  des  Puuktvereines  der  Punkte  B't 
mit  S  bezeichnen. 

„Die  Summe  der  Elemente  eines  Vereines  von  Linientheilen  im  Strahlen- 
bOndel  und  Strahlenbüscbel  ist  wieder  ein  Linieniheil,  seine  Strecke  ist 
gleich  der  Summe  der  Strecken  der  Posten,  sein  Träger  geht  durch  den 
Mittelpunkt  des  Strahlengebildes  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Endelemente 
der  auf  ihren  Trägern  so  Yerschobenen  Posten,  dass  ihre  Anfangselemente  mit 
dem  Centrum  des  Strahlengebildes  coincidiren.  Die  Summe  verschwindet; 
wenn  das  Summationspolygon  der  Strecken  sich  schliesst.*' 

Multipliciren  wir  die  Gleichung 

^Ä,B,^O^Bf,^OB 

mit  dem  beliebigen  Punkte  Jlf,  so  folgt: 

M^AiB,  -^MAtBk  ^^MOB\ -  MOB. 

*=1  il=l  *=»1 

Ferner  haben  wir: 

k^s  n  Jbaasn  taan 

M^AtB,  =^M{A,  -  M)iB,  -  At)  ^^M{0  -  M^B!,  -  0) 

^M(0-M){B'-0). 

„Die  Summe  der  Momente  der  Posten  eines  Vereines  von  Linien- 
theilen auf  den  Strahlen  eines  Strahlenbündels  in  Beziehung  auf  irgend 
einen  Punkt  des  Baumes  ist  gleich  dem  Momente  der  Besultanten  bezüg- 
lich desselben  Punktes.'' 

§  2.    Aequivalenz  von  Linientheilpaaren. 
1.  Sind  AB  und  CD  die  Linientheile ,   die   Seiten  eines  Linientheil- 
paaree.  dann  ist:      j^ß +cD=^{A-C)(B-A)  =  \y, 

MAB  +  MCD  =  M\y. 
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Setzen  wir  (il— (7)  =  Ay  (J9  — ^)  =  x,  so  erhalten  wir: 

Weil  zwei  Linientheile  einander  gleich  sind,  wenn  sie  aaf  derselben 
Linie  liegen  und  gleiche  Strecken  besitzen,  so  besteht  der  Satz: 

„Ein  Linientheilpaar  ändert  seinen  Werth  nicht,  wenn  seine  Seiten 
beliebig  auf  ihren  Trägern  verschoben  werden.^ 

Weil  gleichläufig  parallele  Strecken  von  gleichen  Längen,  sowie  Spath- 
ecke in  parallelen  Ebenen  von  gleichen  Ausdehnungen  und  demselben  Ent- 
stehungssinne für  einander  substituirt  werden  dürfen,  so  folgt: 

„Ein  Linientheilpaar  ändert  seinen  Werth  nicht,  gleichviel  wohin 
wir  dasselbe,  ohne  die  Stellung  seiner  Ebene  zu  ändern,  im  Baume  ver- 
schieben.*' 

Damit  ein  Linientheilpaar  verschwinde,  muss 

sein,  was  entweder  mit  A^O  oder  mit  x  =  0  eintritt,  im  ersten  Falle 
liegen  die  Seiten  auf  demselben  Träger ,  im  zweiten  verschwinden  die  Seiten. 

„Ein  Linientheilpaar  verschwindet,  wenn  seine  Seiten  auf  demselben 
Träger  liegen,  oder  wenn  diese  gleich  Null  sind.** 

2.  Sind  ABj  CD  die  Seiten  eines  Paares,  A^B^y  ^lA  diejenigen  eines 
anderen  Paares,  dann  ist: 

.15+CD  =  U-C7)(J?-^)  =  |y  =  Xx, 
A,B,  +  C,J),^{A,'-C,){B,--A,)^\y,^l,K,. 
Für  die  Gleichheit  der  beiden  Paare  besteht  die  Relation 
^^^^  U  -^C){B-A)^  U,  -  C,)  {B,  -  A,) , 

„Zwei  Linientheilpaare  sind  einander  äquivalent,  wenn  sie  gleiche  Spath- 
«cke  oder  gleiche  Achsenmomentenstrecken  besitzen.  ** 
Aus  der  Bedingung  für  die  Gleichheit 

_  _  AX  ^^  A,  Xj 

folgt  ^  * 

1)  Ik siniXy  %)  ^=l^\sin{l^^  xJ, 

und  mit  2«m(A,x)=|7,  ^i^^C^i)  x^)  =i>i  erhalten  wir 

2)  P^='PiK^ 

wobei  p  und  Pj  die  numerischen  Abstände  der  Träger  der  Seiten  der  Paare, 
deren  Breiten  bedeuten. 
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^Zwei  Paare  sind  einander  äquivalent,  wenn  die  Producte  aus  je  ihrer 
Breite  und  der  Länge  einer  Seite  einander  gleich  sind  und  sie  den  iftm.' 
liehen  Entstehungs-  resp.  Drehungssinn  aufweisen.^ 

Mit  p^^Pi  ist  k^hu  daher: 

„Paare  von  gleichen  Breiten,  gleichen  Seitenlängen  und  demselheft 
Entstehungssinne  sind  einander  äquivalent ** 

Infolge  der  Gleichungen*  1)  und  2)  lässt  sich  jedes  Paar  in  ein  ihm 
äquivalentes  von  gegebener  Breite  oder  Seitenlänge  verwandeln,  denn  es  ist: 

___  lksin{k,  x)       pk 

^  IksinjK,  »)  pfc. 

'      k^8in(l^, «,)'    ^'       fc, 

3.  Sind  ii,J5,,  C,JD,   und  ilgSj,  CjX>,  irgend  zwei  Paare,  dann  ist: 

=  \n  +  \7t=\iYi  +  Y»)  =  \Y=i^-C)(B-A). 

„Die  Summe  zweier  Paare  ist  einem  dritten  Paare  äquivalent.  Die 
Ebene  dieses  Paares  ist  senkrecht  zu  der  Summe  der  Achsenmomenten- 
strecken  der  gegebenen  Paare ,  die  Flächenzahl  seiner  Momentenfiäche  gleich 
der  Längenzahl  des  resultirenden  Achsenmomentes.  ^ 

Sind  insbesondere  die  zu  addirenden  Paare  in  einer  Ebene  gelegen 
oder  einer  Ebene  parallel ,  so  sind  auch  ihre  Achsen  parallel ,  die  resultirende 
Achsenstrecke  ist  deshalb  parallel  den  gegebenen  Achsenstrecken  und  die 
Ebene  des  resultirenden  Paares  parallel  zu  den  Ebenen  der  gegebenen  Paare. 

Mit  y^=::  —  Yi  verschwindet  die  Summe ,  die  Paare  sind  entgegengesetzt 
gleich. 

^Die  Summe  zweier  Paare  mit  entgegengesetzt  gleichen  Achsenstrecken 
oder  Momentenflächen  ist  stets  gleich  Null.** 

Wir  erkennen  unmittelbar,  dass,  wenn  zwei  Paare  von  gleichen  Seiten- 
längen und  gelegen  in  parallelen  Ebenen  zu  addiren  sind,  ein  Paar  ent- 
steht, dessen  Breite  gleich  der  Summe  der  Breiten  der  gegebenen  Paare 
ist,  wenn  das  neue  Paar  dieselbe  Seitenlänge  erhält.  —  Denn  es  ist: 

A,  X  +  Aj  X  =  (Aj  +  Aj)  X. 

Wir  sehen  sofort,  dass  zwei  Paare  gleichen  Sinnes,  welche  von  den 
beiden  Oegenseitenpaaren  eines  Flächentheiles  gebildet  werden,  einander 
äquivalent  sind.  —  Denn  ihre  Momentenflächen  sind  einander  gleich. 

Ist  die  Figur  Ä'B'C'D'  (Fig.  2)  ein  Parallelogramm,  dann  ist 

Ä'  B'+C'D'=(Ä-  C)  (B'  -  A) , 
B'C'+  ÜÄ  =  (-B'-  D')(C7'-  Bl\ 
und  weil  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  einander  gleich  sind, 

^'^•+C'2)'=jB'C'+DA:. 
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Die  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  der  beliebigen  reellen  Zahl  m 
giebt :  w»  {A  B'  +  C  D')  =  w  ( J?'  C  +  B'Ä') , 

und  wenn  wir  mÄS^^^A^B^y  mC'B'=^C^D^y  mB'C'^A^B^^  mD'A'^C^D^ 
setzen ,  so  resultirt :     A^Bi  +  C^ Dj  =  A^B^  +  C^Dy 

„Zwei  Paare  gleichen  Sinnes,  deren  Streifen  sich  in  irgend  einem 
Spatheoke  durchschneiden,  und  deren  Seiten  den  Seiten  des  Parallelogrammes 
proportional  sind,  sind  einander  gleich.^ 

3.  Besteht  ein  Verein  von  Paaren  aus  n  Paaren  (^J?/+ (7/2>i)  in 
beliebigen  Ebenen,  dann  ist  deren  Summe: 

=  I  y  «=  (^A-C)(B-A)  ^AB+  CD. 

„Ein  Verein  von  Linientheilpaaren  ist  entweder ' einem  einzigen  Paare 
äquivalent  oder  äquivalent  Null,  je  nachdem  das  Polygon  der  Achsen- 
strecken der  gegebenen  Paare  sich  nicht  schliesst  oder  sich  schliesst.  Das 
im  ersten  Falle  durch  die  Summation  resultirende  Paar  hat  bestimmten  Sinn, 
bestimmte  Grösse,  bestimmte  Stellung,  aber  beliebige  Lage  im  Räume.* 

Sind  die  Streifen  sämmtlicher  gegebenen  Paare  einer  Ebene  parallel, 
dann  sind  sämmtliche  Achsenstrecken  parallel  zu  einander,  die  resultirende 
Achsenstrecke  besitzt  dieselbe  Richtung  ^  wie  die  gegebenen  Achsenstrecken, 
das  resultirende  Paar  mithin  dieselbe  Stellung,   wie  die  gegebenen  Paare. 

Sind  €|,  e^  und  e^  die  Einheitsstrecken  der  Achsen  eines  Normal- 
Coordinatensystems  der  x^  y  und  Zy  dann  haben  wir: 

yi  =  gi  cos  \i  «1  +  gi  cos  m/  s^  +  gi  cos  n/  fj. 

yi—{ri,xh,fj  —  rt,yk/^x)h+  (♦•/,  y  */,  X —»•/,*  Ä;/,  y)  f,  +  (r/,  ,  Ä/.  *  -  f /,  x Ä/, ») f«. 
Dadurch  erhalten  wir: 

n  n 

y  =^y!yi'=y!(Yi.  *  +  yi.  y + yi> ») 
i         1 


n 


=2^^/  COS \i  h'^^.gi ^^^  »^^  H  +^g^/ cos n/ £3 , 
1  1  1 

y  =  y*  +  yy  +  yz=gxh  +9yh  +  0^*^31 
y|8ji  =  ^cösl  =  ^-r,  y\ii=gcosm=^gy,  y\i^=zgcosn^g^y 

y  =  (/  C05  Ifj  +  ^  cos  m  f2  +  ^  co5n  fg, 
cosl       cosm      cosn      1        «        „       9   .    «  .    « 

= =  =  -  !       y?  =  ^2  =  y2   ^     2.  ^     8^ 

.     ^*  <7y  g^        g       ^        ^        ^x-rr^-ry, 

i>85  resnltirende  Achsenmoment   kann  nur  dann  verschwinden,    wenn 
gleichzeitig  y^  =0,  yy  =  0,  y»  =  0  ist. 
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§  3.    Aeqniyalenz  eines  Linientheiles. 

1.   Sei  AB  irgend  ein  Linientheil,  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes; 

dann  ist 

AB==A{B-'A)^[0  +  {A-'0)\(B-A), 

1)  AB^O{B^A)  +  {A-0){B'^Ä), 

oder,  wenn  wir  (J?  — ^)  =  x,    (-4— 0)  =  p,    (>>c  =  |y  setzen, 

„Ein  Linientheil  ist  bezüglich  eines  beliebigen  Punktes  des  Baumes 
äquivalent  der  Summe  aus  einem  in  diesem  Punkte  entspringenden  Linien- 
tbeile  mit  einer  der  Strecke  des  gegebenen  Linientheiles  gleichen  Strecke 
und  dem  Momente  des  gegebenen  Linientheiles  bezüglich  des  Beductions- 
Punktes  oder  einem  diesen  Momente  gleichen  Paare.  ** 

Sind  «^,  f,  und  «3  die  Einheitsstrecken  der  Bichtachsen  eines  normalen 
Coordinatensystemes  mit  0  als  Ursprung,  dann  ist 

T=l  r=l 

welche  Werthe  in  Gleichung  1)  eingesetzt  geben 


6,      &2 


'if«  + 


a 


8 


h     ^8 


hfa  + 


Ö3     «1 


hh 


Diese  Belation  giebt  offenbar  die  Componenten  des  resultirenden 
Linientheiles  parallel  zu  den  Coordinatenachsen  und  die  Componenten  des 
resultirenden  Momentes  parallel  zu  den  Coordinatenebenen. 

Gehen  wir  von  der  Beductionsformel 

.  •    .     .f  AB-=^  Oh  +  OK 

aus,  setzen  wir  in  ihr  ^ 

so  ergiebt  sich 


z 


ky         Au- 


^%h  + 


fC%      rCx 


hh  + 


X     y 

iCx     fCf, 


fjfj, 


und  es  ist,  wenn  a,  b,  c  die  Winkel  sind,  welche  x  mit  den  Coordinaten- 
achsen  einschliesst , 

1,2-.  ^2  -.1.2     I    7.2     .1.2         ^^^^  __  ^ö^^  _    ^«'«c         l 


X, 


k 


Femer  haben  wir: 


und  es  sind  die  Zahlenwerthe  der  Componenten  der  Achsenstrecke: 


<7*  = 


ffy  = 


X 


/v^     Kj 


gz= 


X     y 


\ 
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Sind  noch  I,  m  und  n  die  Neigungswinkel  von  y  gegen  die  Achsen, 
dann  ist:  ^       ,    .    ,    .    ,       cosl      cosm      ctwn       1 

9x  9y  9%        9 

2.  Ist  die  Beduetion  eines  Linientheiles  für  irgend  einen  Punkt  des 
Raumes  bekannt,  dann  lässt  sich  von  da  aus  die  Bednction  für  jeden 
anderen  Punkt  des  Baumes  bestimmen,  ffir  die  Punkte  einer  Flftche  oder 
einer  Curve  angeben. 

Ist,  wenn  V  irgend  einen  Punkt  einer  Fläche  bedeutet, 

l7-0=r==JP(tt,  v) 
die  Gleichung  der  Fläche,  also 

so  ergiebt  sich  aus  ÄB=^{0  +  e)x, 

dass  auch  >  .        .        •, 

ÄB=^Uk  +  [q  —  F{u,  v)]k 

ist,  woraus  der  Satz  heryorgeht: 

„Für  die  Punkte  des  Baumes  als  Beductionspunkte  ist  die  Reductions- 
resultante  nach  Grösse,  Richtung  und  Richtungssinn  constant,  das  Reductions- 
moment  im  Allgemeinen  variabel." 

Ist  insbesondere  das  Gebilde,  für  dessen  Punkte  die  Rednction  zu  er- 
mitteln ,  eine  durch  den  Punkt  Oi^O  +  i  gehende  zu  der  Einheitsstrecke  e 
parallele  Gerade,  so  ist  die  Fahrstrahlgleichung  dieser  Linie 

U-0  =  k  +  ue,     0=Cr-(A  +  uO, 
womit  sich  ergiebt: 

ÄB=:UK  +  QK-'{k  +  ue)tt 

=  rrx  +  |y-|/=FK  +  |y„, 

wenn  (A  +  wf)x  =  |y',     y-^y^^y^  gesetzt  wird. 

Ist  die  Gerade  parallel  zu  dem  gegebenen  Linien theile ,  dann  ist 
6x  =  0,  also:  AB  ==  Uk  + {q  -  k)K^UK  +  \y^,. 

i,Für  die  Punkte  eines  jeden  Strahles ;  welcher  parallel  za  dem  ge- 
gebenen Linientheile  läuft,  ist  die  Reduction  constant." 

Die  Gleichung  des  Kreiscy linders  vom  Radius  r,  mit  der  Geraden  ÄBt^ 
Achse  und  dem  beliebigen  Punkte  0  auf  ihr  als  Coordinatenursprnng,  lautet: 

17—0=  x  =  r{cost(^  +  sinte^)^  ufj, 

daher  ist  die  Reduction  für  seine  Punkte 

ÄB=  ük6Q+  [(w  — w)f3  — r(co5<«j  +  5tn^f,)]Äeg, 

indem  Ä  —  0  =  neQ,  k  =  r{co8t£i+8inti2)  ist, 

AB=  Ukf^-'kr{sinis2B^'-'COst6^€i)=  CTÄifj—  |  yj 

und  weil 

y„  =  kr  (sin  tsi  —  cost  b^) 

ist.  so  folgt:  ,^    ^^^^^^ 


Von  Fbbdirand  Kbaft. 
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■  ^-     -^  ^'\.0- 


'■s^*^^      ^"^  ^-^•'•^ 


■^--■N.  "-s^— «.^-Vi^--^^         W-N*-    ." 


■  .**  -<^   (^'»»'■s.*-  .*-*  .'*_^-. 


„Für  alle  Pankte  eines  Ereiscylinders  am  die  Gerade  AB  als  Achse 
ist  die  Bedaciionsresultante  nach  OrOsse  und  Richtung,  das  Beductions- 
moment  der  Orösse  nach  constant  und  senkrecht  zu  der  Achse.** 

Für  den  Punkt  0^  als  weiteren  Reductionspunkt  haben  wir: 

il J?  =  OjÄ  +  ^x- Ax  =  Ojx  +  I  y  -  I /, 

Setzen  wir  noch  ^  =  a?i  fj  +  ^i  ^2  +  ^i  h »  ^*°°  ^^^  aus  der  vor- 
stehenden Oleichnng: 


^ -B  =  0,  (Ä,  «1  +  ÄJj,  f ,  +  Ä.  f  3)  + 


Ky  K% 


4B=0,(fcx»,  +  fcj»,  +  A:.t,)  + 


-1 


Ky 

^2^3  + 


«««5  + 


IT       X 


J!f  —  £?,      X  —  a?j 
Ä»  Aar 


hh 


hh  + 


hh  + 


X    y  \       \ 


hh 


Die  letzte  Formel  giebt  die  Componenten  der  Momentenfiäche  bezüg- 
lich des  Punktes  0  und  die  Componenten  der  Momentenfläche,  welche  durch 
den  üebergang  von  0  nach  0^  hinzutritt,   parallel  den  Coordinatenebenen. 


Mit 
erhalten  wir 


Y=9'^i  +  9yh  +  9zh^     y  =  9xh  +  9'yH  +  9\h 


Xl  =  {ffx-9a:)ei  +  (gy  —  gy)  fj  +  (P'x  -^'z)«», 

welche  Gleichung  die  Componenten  des  Achsenmomentes  des  Punktes  0^ 
giebt,  und  es  kOnnen  die  Werthe  der  ^Grössen  unmittelbar  aus  den  vor- 
hergehenden Gleichungen  entnommen  werden. 

§  4.   Aequivalenz  eines  Vereines  von  Linientheilen  einer  Resultanten 

und  einem  Momente. 

1.  Sind  ÄiBi,  2=1,  2,...n  die  Elemente  eines  Vereines  von  Linien- 
theilen, so  ist  die  Summe  @  dieser  Linientheile  bezüglich  irgend  eines 
Punktes  0  des  Baumes: 


n 


@ 


n 


-=o^iKi+yj,Qifii=oyjiKi+\yjiyi 

und  wenn 

^eitBobxmiMMibemmUk  u.Phjgik.  39.  Jahrg.  1894.  S.Heti. 
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gesetzt  wird: 


@  =  0x  +  pv  =  0x  +  |y. 

„Die  Summe  der  Elemente  eines  Vereines  von  Linien theilen  flir  irgend 
•einen  Ponkt  0  des  Baumes  als  Beductionspunkt  ist  im  Allgemeinen  fiqui- 
yalent  einem  Linien theile  und  einem  Momente  resp.  Paare.  Die  Sirecke 
des  resultirenden  Linientheiles  ist  gleich  der  Summe  der  Strecken  der  Posten 
und  er  ist  auf  dem  zu  dieser  Strecke  parallelen  Strahle  durch  den  Bednctions- 
punkt  beliebig  gelegen.  Das  resultirende  Moment  ist  gleich  der  Summe 
der  Momentenfelder  der  Posten  bezüglich  des  Beductionspunktes,  das 
resultirende  Paar  gleich  der  Summe  der  Paare  der  Posten  bezfiglidh  des 
Beductionspunktes.  ^ 

Nehmen  wir  den  Punkt  0  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystemes  und  die  Bezeichnung  entsprechend  der  in  §  3,  so  ist: 


n 


1 


n       / 


yt     »t 


hh  + 


hh  + 


Xi     yi 


hh 


]■' 


K=^, 


ti  n 

*/,*  »1  +  "^^  K  y  h  +^'  *'' .  fs  =  **  'i  +  ^y  h  +  *»  ^8» 


k    —  Ä  jr  +  n^y  +  "«, 


cosa 


cosi 


fc 


C08C 


1^ 
k' 


y=^*fi+^i^««+^«f«, 


-VI*/,»  */,. 


^0=3 


Zf        Xi 


Ö'*=A+Ö'*«+^* 


C05l 


cosm 


€08  n 


»I 


1_ 


^x  9y  ffz 

2.  Ist  die  Beduction  @  =  Ox  +  |y  für  den  Punkt  0  bekannt,  dann 
ist  diejenige  fQr  die  Punkte  U  des  zu  der  Beductionsresultanten  parallelen 
Strahles  jü,  durch  0,,  mit  0^  =  0  +  k^   j/=.Oi  +  ttx, 

@  =  (I7+^  — X-ttx)x=  Crx  +  (^-A)x  =  ü'x  +  ^x— Ax, 

®=?7x  +  !y-|/=l7K+|y,,      (y,  =  y-/). 

„Für  die  Punkte  eines  Strahles  (i  parallel  zur  Beductionsresultanten  0% 
ist  die  Beduction  constant,  für  sämmtliche  Strahlen  fi  ist  der  Resultanten- 
Jii^ientheil  nach  Grösse,  Bichtung  und  Sinn  derselbe,  hingegen  ändert  sich 
das  BedüctionapsiBT  im  AUgememeii  "VOu  %\xWiq\  i\i  ^itih.U'' 


Von  Fbrdimand  Kraft. 
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Das  Moment  des  Bedactionspaares  für  den  Strahl  ni  ist: 
Multipliciren  wir  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit  x,   so  folgt: 

„Die  Projectionen  der  Achsenmomente  der  verschiedenen  Punkte  des 
Raumes  auf  die  Richtung  der  Strahlen  ^  sind  einander  gleich.  Die  Achsen- 
momente der  verschiedenen  Punkte  des  Raumes  schliessen  im  Allgemeinen 
mit  der  Richtung  der  Strahlen  fi  verschiedene  Winkel  ein,  ihre  Längen 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Cosinuse  dieser  Winkel.  ** 

Setzen  wir  wieder  l^x^t^  +^1^2  +  z^  t^  und  beachten  wir  die  Ergeb- 
nisse des  vorigen  Paragraphen,  so  haben  wir  unmittelbar: 


hh  + 


ßl       Xi 


V  V'.y  *'.- 


z 


Xt 


®=0,(A;,«,+*5*,+Ä,€3)  + 


t\ 


yi    zi 


«2^8  + 


Zl      Xt 


hh  + 


hh  + 


h^i  + 


Xt     yi 

xi    yi 
h,x  h,y 


hh 


} 


hho 


hh 


Vi 


z 


X, 


Kx       *j 


^8^1  + 


a?. 


yx 


«1«MI 


) 


+ 


.!2' 


\ 

xi    yi 

Kx  Ky 

— 

^3^1 


Die  vorletzte  Gleichung  giebt  |  y  und  dessen  Zuwachs  —  |  /  durch 
deren  Componenten  parallel  den  Coordinatenebenen,  die  letzte  das  resultirende 
Moment  durch  seine  Componenten  parallel  diesen  Ebenen. 

Setzen  wir  r'=9sU^g\u+g\H> 

80  ist 


9x- 


y\     ^1 


^W  = 


5|        «1 


^»  = 


Äx     Äj, 


y  1  =  ^^x  —  9x)  h  +  (^»  -  9^  h  +  (^»  —  9%)  h » 


V 
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and  wenn  y^  mit  £^,  i,,  63  die  Winkel  I^,   m|>  tti  einschliesat,    so  haben 

gx—g'x    gy—9\     9%^  9%     9i 

3.  Die  Centralachse.     Wir  fanden 

Hiemach  ändert  sich  das  resnltirende  Moment  im  Allgemeinen  mit  l. 
Unter  den  Strahlen  fi  wird  es  mithin  möglicherweise  einen  solchen  geben, 
für  den  die  Ebene  der  resultirenden  Momentenfl&che  senkrecht,  das 
resnltirende  Achsenmoment  parallel  zn  ihm  ist 

Für  einen  solchen  Strahl  fio,  dessen  Achsenmoment  y^  ist,  haben  wir, 
wenn  O^^i^O  +  Iq  gesetzt  wird ,  wobei  Oq  einen  beliebigen  Punkt  Ton  fi, 
bedeutet,  znnttchst:  „  ««^l/i  j\ 

Weil  Yq  und  x  zu  einander  parallel  sind,  so  giebt  die  Moltiplication 
der  vorstehenden  Gleichung  mit  x,  indem  x^^^  =  0  sein  muss,  die  Bedingung: 

yx-|(Aox)x  =  0, 
oder: 

|(yx)-(Aox)|x  =  0. 

Aber  es  ist  (Aox)|x  =  (Aq|x)x  — x^Xg,  mithin 

I(y*)  +  x*»o-(*ol'')*=0, 

und  wenn  wir  A^  senkrecht  zu  x  nehmen,    was  Ao|x  =  0  macht,  so  folgt: 

Ist  nun  170  =  0+ (»0  ein  beliebiger  Punkt  des  Strahles  fig,  so  ist  seine 

Gleichung :  1  /     n 

I7o-0  =  ()o  =  i^  +  t;x, 

Mit  dem  für  l^  gefundenen  Werthe  ergiebt  sich  für  das  Achsen- 
moment y^  die  Relation: 

(xy)|x  1  /INI 

Wir  erkennen,  dass  y^  das  kleinste  Achsenmoment  des  Linientheil- 
sjstemes  ist.  Wir  nennen  den  Strahl  fi^  die  Centralachse  des  Vereines  Ton 
Linientheilen. 

„Ein  Linientheilsjstem  besitzt  im  Allgemeinen  eine  Centralachse,  sie 
ist  derjenige  Beductionsstrahl ,  welchem  das  kleinste  Achsenmoment  dee 
Sysiemea  zukommt,'^ 


»•  •  -     .  -.    :•. 
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Za  demselben  Resultate  gelangen ;  wir  ^  ^ber  auch  noch  auf  etwas  an- 
derem Wege.  '  -•  /•   •"":  :•-  . 

•  •     •   •  -••    *. 

Fttr  den  Strahl  ^^  muss  y^  ein  gewisses  VienaohB  ^Von  x'seipj^^q  dass 
mit   I7'o=0  +  (»o,  wo  V^  auf  jüq  gelegen  sein  soll, 

Die  Multiplication  der  zweiten  dieser  Gleichungen  mit  \%  giebt 

so  dass:  . 

Mit  diesem  Werthe  von  >^o  erhalten  wir 


und  hieraus  folgt:  , 

Die  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  |x  giebt 

(po«)l'«=l(y«)' 

und  weil  ()c|^q)x  =  iix  ist,  so  haben  wir 

als  Fahrstrahlgleichung  der  Centralachse,  und  aus  dieser  Gleichung  geht  die 

r**"'  l*'eo-l(«y)l«=o 

hervor. 

Das  Aohsenmoment  bezüglich  der  Centralachse  ist: 

Durch  die  erste  dieser  Gleichungen  erhalten  wir,  indem  wir  von  ihr  aus 
zu  den  Coordinaten  übergehen, 

Xo  =  j^  \^*9x  +  *y^y  +  A;»^» } {]ix  «1  +  Ajy fg  +  A;,£8) 
und  es  ist: 

k 
9o,z=^jß  {Kgx  +  kygy  +  Ä,^,). 

Weil  auch  yo=y-|(^o'c) 

ist,  so  ergiebt  sich  noohf 
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•  •  • 


•     •    •«    •  'I  *      >    f 


*ti      ^» 


»       90,y=gy  — 


Xr 


Kg     Ki 


90,%= g%  — 


«0  yo 

»4r     AP« 


Sind  l^y  ii»o)  ^0  ^^®  Richtangscosioasse  der  Centralachse,  dann  ist: 


gi  =  ^0.  *  +  g^Jy  +  ^0  *s , 


^0 


__    ntn   _    »>o   _  1 


^0,«  ^0,1/  ^O.s  ö'o 

Weil,  wenn  a,  &,  c  die  Richtungscosinasse  der  Resultanten  bedenten, 

Kx         l*M  fvf  ^ 

ist,  so  erhalten  wir  durch  Verknüpfung  der  beiden  letzten  Formeln: 

»X  ■'^j/  ^a  K 

Weil  xyQ  =  0  ist,  so  ist.  auch 
welche    Gleichung,    wenn    wir    die    Multiplication    ausführen,    in    die  drei 


Gleichungen 


Ky  Ä» 

sich  spaltet. 

Weil  die  Gleichung 

besteht,  so  haben  wir 


=  0, 


^0,»  go,x 


=  0, 


^0,jr    g^),y 

Kx  ky 


=  0 


und   wenn  wir   in   der  vorhergehenden  Gleichung  die  Strecken  durch  ihn 
Componenten  parallel  zu  den  Coordinatenachsen  ausdrücken,  sehen  wir,  dass 

Noch  haben  wir 
mithin  ist,  indem  wir  auf  diese  Gleichung  innere  Quadratur  anwenden, 


hgsin^K,  y)  = 


"*X        '*tf 

t 

iC§t               fV9 

2 

+ 

+ 

l  g^  gy 

^'y    ^x 

K  **M4 


5^»  gx 


Nunmehr    ermitteln   wir  die    Gleichungen   der  Centralachse   in   recht- 
winkligen Coordinaten. 

Die  erste  Fahrstrahlgleichung  der  Centralachse  lautet: 

**^o=l('^y)  +  «**- 

Zunächst  ist  mit  u  s=  0  die  Strecke  Qq=  Xq, 
and  darch  den  obigen  Werth  von  {%y)  w\iA\ÄTi  mf. 


Von  FiBDINAND   KrATT. 
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1 


*o  =  (*'o  »I  +  y'o  «f  +  *'o  's)  =  M 


9y    9% 
so  dass  die  Coordinaten  des  Punktes  Oa  dnrch 


Ä« 


iCy        iCi 


U  + 


9x    9» 


'«  + 


^x     9y\      ] 


Tfx\ 


kp    kjt 

9y     9z 


A^y'o  = 


kz    kx 
9z    9x 


l^^'o 


kx  kp 

9*    9y 


gegeben  sind. 

Mnltipliciren  wir  die  Gleichung  der  Centralachse  mit  |x,  so  ergiebt  sich 

womit  sie  übergeht  in:  ,«         ,,     x  .   ,    •   x 

Nun  erhalten  wir,  wenn  wir  in  dieser  Gleichung  die  Strecken  mittelst 
ihrer  Coordinaten  ausdrücken , 

**(«üfi  +  yof«  +  ^^o^s)  =  ^^99t  -  K9*)h  +  (K9x'-'1^x9*)h  +  {^x9y'-h9*)  h 
mithin  sind  die  Coordinatengleichungen  des  Strahles  Hq: 


**a*o  —  kx(k:cXQ  +  kyPQ  +  k,e^  — 


K 

k. 

9» 

9: 

h. 

K 

ff. 

9* 

K 

ky 

9* 

9t 

k  Zq     kt  \kx  Xq  +  Äy S^o  •  ^«  ^0/  ^ 
zu  deren  Bestimmung  je  zwei  derselben  genügen. 

woraus  durch  innere  Quadratur  folgt: 

mithin:  **((»o- ^o)^  =  (^oh)*» 

die  durch  die  Länge  der  Beductionsresultanten  getheilte  symmetrische 
Function  giebt  die  Länge  des  Abstandes  des  Punktes  U^  der  Centralachse 
vom  Endelemente  Lq  der  Strecke  Aq. 

Beachten  wir  die  obigen  Werthe  der  Determinanten  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  der  Centralachse  und  die  letzte  Relation,  dann 
nehmen  ihre  Gleichungen  die  einfachste  Form  an,  es  ist: 

^Q-'  ^'o  _.  yp-" y o_  ^Q-"  <^'o  _  ^ . 

kx  ky  kz  ^ 

Die  zweite  Form  der  Gleichung  der  Centralachse  lautet: 

l**Po-|(«y)t*  =  0- 

Setzen  wir  in  diese  die  durch  die  Coordinaten  ausgedrückten  Werthe 
der  Strecken  ein,  mnltipliciren  wir  sodann  aus  und  iAft\i^Ti^Y£  ^\^  Q.i'^'SMB^ 
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welche  gleiche  Einheiten  zweiter  Stufe  anfweisen ,  zusammen ,  dann  zerf&Ut 
die  resultirende  Gleichung  in  die  drei  Gleichungen 

womit  drei  weitere  Coordinatengleichungen  der  Centralachse  gegeben  sind. 

Sind  X  und  y  für  irgend  einen  Strahl  {i  gegeben,  dann  liegt  der 
Strahl  (Iq  für  einen  vom  Endpunkte  des  Achsenmomentes  y  ^^^  d^™  ^^^' 
punkte  von  Ox  sehenden  Punkt  links  von  diesem  Funkte  (Fig.  3). 

Bereits  die  Gleichung  der  Centralachse  zeigt;  dass  es  nur  eine  solche 
geben  kann.    Bezüglich  der  Centralachse  ist 

Gäbe  es  noch  eine  zweite  Centralachse,  dann  müsste  sein: 

®  =  0'o*  +  l/o» 
es  müsste  also  sein:  (O,-O\)n+\{y,^y,)^0, 

welche  Gleichung   aber  nur    mit  O'q  =  Oq  und   /^  =  y^  befriedigt  werden 
kann,  so  dass  beide  Centralachsen  zusammenfallen  müssen. 

4.  Ein  Verein  von  Linientheilen  ist  im  Allgemeinen  äquivalent  einer 
Resultanten  und  einem  Paare,  es  ist 

@  =  Ox  +  |y 

für  den  durch  0  gehenden  zu  x  parallelen  Strahl  ju. 

Die  verschiedenen  Fälle,  welche  eintreten  können,  sind: 

a)  Ox  =  0,     y  ^  0, 

b)  Ox  ^  0,  y  =  0, 
o)  Ox  =  0,  y  ^  0, 
d)  Ox  ^  0,     y  5  0. 

.  a)  Ok  ==  0,  y  ^  0.     In  diesem  Falle  haben  wir: 

6  =  Ir- 

Das  System  ist  einem  Paare  äquivalent,  das  Summationspolygon  der 
Strecken  der  Linientheile  schliesst  sich  für  alle  Reductionen,  das  resultirende 
Paar  ist  für  jede  Beduction  dasselbe,  es  ist 

._.     .  _l(«y)-0 

7        AO»      '^o  —      j^j     —  Q » 

jede  zu  y  parallele  Gerade  kann  als  Centralachse  angesehen  werden,  es  ist 

Ä^  —  Äy  —  Ä;,  — 0,    ygzBi+gyB^+gsS^i 

und  es  ist  wenigstens  eine  der  Componenten  von  y  ungleich  NulL 

b)  0x^0,  y  s  0.     Das   Polygon    der  Achsenmomente  schliesst  sich 
fär  den  Strahl  /u  des  Punktes  0,   {\lt  «^c^  ^\)T\^^Ti  ^\2n\iW  ^  nicht,  wdl 


Von  Ferdinand  Ebatt. 


105 


fc.y-»..^-N    ^N   -^   ^V-^.  ^^  X-N^*    J^^ 


X  ^  0  ist;  femer  haben  wir  1^=^  0,  der  Strahl  fi  des  Punktes  0  ist  Central- 
achse,  das  System  äquivalent  einer  Einzelresnltante  längs  dieser,  die 
Achsenmomente  sind  normal  zu  den  Strahlen  fi.  Damit  das  System  auf 
eine  Einzelresnltante  sich  reducire,  muss  sein: 

jc|y  =  0,  das  ist  yjLX,     Ä^^,  +  Äy^y  +  Äz^z  =  0, 

und  es  sind  die  Coordinatengleichungen  der  Centralachse : 


9*  — 


Km 


ßr 


h 


—  0,     gy  — 


Zr 


Kg      K) 


-0,     g.^ 


^0  yo 


-0. 
0 


c)  Ox  =  0,  ys=0.  Das  System  ist  äquivalent  Null,  ^o  =  ä»  die  Fahr- 
strahlen der  Centralachse  sind  unbestimmt,  jeder  Strahl  des  Raumes  kann 
als  Centralachse  angesehen  werden. 

Damit  das  System  äquivalent  Null  sei,  müssen  wir  haben: 

x-0,  y-0, 

ÄJ,  — 0,    Äy  —  O,    Ä,— 0,     ^«  —  0,   ^y  — 0,   ^,—0, 

für  irgend  eine  Beduction. 

d)  0x^0,  y^O.  Dann  ist  im  Allgemeinen  das  System  äquivalent 
einer  Resultanten  längs  der  Centralachse  und  einem  Paare,  dessen  Ebene 
auf  diesem  Strahle  senkrecht  steht. 

Damit  das  System  einer  Einzelstrecke  äquivalent  sei,  muss 

Vf.  SS  0,  das  ist  X I  y  =  0,     y  JL  x 
sein.  1/  / 

5.  Die  Lagerung  der  Achsenmomente  eines  Vereines  von 
Linientheilen.  Ist  die  Reduction  des  Systemes  für  die  Centralachse  Hq 
bekannt.  ®  =  0,x  +  \y,, 

dann  ist  die  Reduction  für  den  Strahl  fi  durch  O^Oq  +  K: 

®  =  Ox+|yo-Xx  =  Ox+|yo-|/, 
©=.Ox  +  |y,     Y==yf^--y. 

Das  Achsenmoment  ändert  sich  im  Allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt 
und  es  kommt  nun  darauf  an,  zu  untersuchen,  wie  diese  Aenderung  be- 
schaffen ist. 

a)  Die  Achsenmomente  einer  geraden  Punktreihe.  Die 
Gleichung  der  durch  den  Punkt  0=0o  +  ^  gehenden,  zu  e  parallelen 
Geraden  lautet:  p- 0^=  p  =  A +  ue, 

daher  ist  die  Reduction  für  die  Punkte  dieses  Strahles: 

mithin  besteht  für  deren  Achsenmomente  die  Gleichung: 

welche   diejenige   einer   geraden  Linie  ist,    wenn   wir  y^  und  y  in  irgend 
einem  Punkte  des  Raumes  entspringen  lassen  ^  dieselbe  g|^\i\i  dcox^  ^^'Ql^'QlV 
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pankt  von  [yo~~l(^^)]  ^^^  ^^^  parallel  zu  |(cx),  sie  heisst  der  Hodograph 
der  Achsenmomente  der  gegebenen  Geraden. 

Lassen  wir  die  Strecken  y  in  den  Punkten  der  Geraden  entspringen, 
setzen  q  +  y  z=  x^  dann  ist 

die  Fahrstrahlgleichnng  der  Geraden,  welche  daroh  Oo*i~  [^  "^  ^o'^K^*)] 
geht  und  parallel  zu  [e  ~  |  (e  x)]  ist. 

«Der  Hodograph  der  Achsenmomente  einer  geraden  Pnnktreihe  ist  eine 
gerade  Linie,  die  Achsenmomente  sind  einer  Ebene  parallel.  Der  Ort  der  End- 
punkte der  Achsenmomente  einer  geraden  Ponktreilie  ist  eine  gerade  Linie.* 

Sei  die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  ^|  =  0o  +  ^i,  Ä^^Oq^^ 
gehenden  geraden  Linie 

Das  Achsenmoment  im  Punkte  U=^Oq  +  q  ist: 

daher    der    Hodograph    der  Achsenmomente   eine    durch    Oo"t~Xo   gehende 
gerade  Linie,  welche  senkrecht  zu  Yq  ist 
Mit  Oq+t^Oq  +  q  +  y  erhalten  wir 

die  Fahrstrahlgleichung  des  geradlinigen  Ortes  der  Endelemente  der  Achsen- 
momente der  geraden  Punktreihe. 

Ist  die  gerade  Linie  parallel  zur  Centralachse,  so  ist  ihre  Gleichung: 

17— Oo=^  =  X  +  tix, 
daher: 

y  =  yo-l(^'«)» 

„Die  Achsenmomente  einer  zur  Centralachse  parallelen  geraden  Punkt- 
reihe sind  einander  gleich,  ihre  Endelemente  liegen  auf  einer  zur  Central- 
achse parallelen  geraden  Linie.  Der  Hodograph  der  Achsenmomente  ist 
ein  Punkt.  ^ 

Ist  noch  Jls=0,  dann  ist  y  =  ^^i  ^^^  Achsenmomente  der  mit  der 
Centralachse  zusammenfallenden  Punktreihe  sind^  wie  bereits  bekannt,  con- 
staut  und  parallel  zur  Centralachse. 

Mit  il=  QOe'  ergiebt  sich: 

so    dass    im    Allgemeinen    den    unendlich    fernen    Strahlen    (i    unendlich 
grosse  Achsenmomente  zukommen. 

b)  Die  Achsenmomente  eines  Punktfeldes.    Die  Ebene  schneide 
die  Centralachse  in  0  und  gehe  durch  die  Punkte  il  =  0  +  ^  i  Bs=sO  +  ßi 
aJadann  ist  ihre  Gleichung: 
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in  welcher  u  und  v  von  einander  anabhftngige  Variablen  sind. 
Das  Achsenmoment  im  Punkte  u  ist 

Mit  y=:  0^0  ist  diese  Gleichung  diejenige  einer  Ebene ,  welche 
durch  0  +  ^0  ^^^^  ^^^  parallel  zu  den  Strecken  |(ax),  {(ßn)  ist 

„Der  Hodograph  der  Achsenmomente  eines  Punktfeldes  ist  eine  Ebene.** 

Mit  u  =  t;  =  0  ist  /  =  yo,  resultirt  das  Achsenmoment  der  Central- 
achse.  Mit  u  =  oo,  oder  t;  =  oo,  oder  u  =  t;  =>  oo  wird  /  unendlich  gross, 
die  Achsenmomente  der  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  einer  Ebene 
sind  im  Allgemeinen  unendlich  gross. 

Die  Gleichung  des  Hodographen  kann  geschrieben  werden: 

Yo—Y  =  u\{aH)  +  v\{ßK), 
multipliciren  wir  diese  Relation  mit  |/o,  so  folgt,  indem  ny^^O  ist» 

(yo-y)lyo=o» 

und  es  ist  (yo  ~~  Y)  ®^°®  ^°  ^^^  Hodographenebene  gelegene  Strecke. 

„Der  Hodograph  der  Achsenmomente  eines  Punktfeldes  ist  eine  zu  der 
Richtung  der  Strahlen  (i  senkrechte  Ebene,  welche  vom  Coordinatenpole 
den  Normalabstand  Yo  besitzt.  Alle  Punktfelder  haben  ein  und  denselben 
Hodographen**. 

Dadurch  lässt  sich  die  Centralachse  construiren,  wenn  die  Achseu- 
momente  /,  /,  /'  der  Punkte  3f,  M\  M'\  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  bekannt  sind.  Mit  ff  =  J.  +  j',  ff'  =  -4  +  /,  ff"=  il  +  /',  wobei 
A  irgend  ein  Punkt  des  Raumes  ist,  liegen  ff^  &  und  ff"  in  einer  Ebene; 
die  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Strecke  {Gq  —  ä)  ist  gleich  Yq^  womit  die 
Richtung  der  Strahlen  fi  gegeben  ist.  Legen  wir  nun  durch  fi  von  M'  die 
zu  Ihy]  senkrechte  Ebene,  durch  {/  von  M'  die  zu  [fiy]  senkrechte  Ebene, 
so  ist  die  Schnittlinie  dieser  beiden  Ebenen  die  Centralachse  fi^. 

Ferner  erhalten  wir ,  mit  0+r  =  0+9  +  y, 

» =  y«  +  «[« -I(«*)l  +  »[|J-|((Sx)]. 

die  Fahrstrahlgleichung  des  Ortes  der  Endelemente  der  Achsenmomente 
eines  Punktfeldes. 

„Der  Ort  der  Endelemente  der  Achsenmomente  eines  Pnnktfeldes  ist 
eine  Ebene,  welche  die  Centralachse  im  Punkte  0  +  yq  schneidet.** 

Die  Achsenmomente  eines  Punktfeldes  bilden  mit  seiner  Ebene  im 
Allgemeinen  verschiedene  Winkel,  so  dass  es  Punkte  geben  kann,  deren 
Aohsenmomente  senkrecht  zu  der  Ebene  sind,  Punkte  vorhanden  sein  können, 
deren  Achsenmomente  in  das  Feld  hineinfallen. 

Die  tum  Felde  senkrechten  Achsenmomente  sind  Vielfache  von  \(aß)^ 
für  diese  Momente  haben  wir  daher  die  Bedingung: 
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-."  — '     -^     ^.JF-.*—  ^      . 


Die  Multiplication  der  zweiten  dieser  Gleichungen  mit  |7o£>^®^^»  indem 

Xy^=0i8t,  9 

Bezeichnet  y,  die  znm  Punktfelde  senkrechten  Achsenmomente ,   so  ist 
Nun  haben  wir :  "H7o 

«pyo 

aus  welcher  Gleichung  die  Werthe  von  u  und  v  fttr  die  ausgezeichneten 
Punkte   folgen.     Multipliciren   wir  sie   zuerst  mit  \ßy   sodann  mit  |a,  so 

ergiebtsich:  „^ZülÄ,      «=,r>. 

a%ß  ß%a 

Diese  Werthe  yon  u  und  v  in  die  Gleichung  der  Ebene  aabstituirti 
erhalten  wir,   wenn  p«  den  Fahrstrahl  nach   den  ausgezeichneten  Punkten 

bezeichnet.  „  _  /«l^  „  4.  rol«» 

und  diese  Gleichung  liefert  nur  einen  Punkt  F=^0-^  q,^  welcher  der  Pol 
des  Punktfeldes  genannt  wird. 

Ferner  haben  wir  den  Ort  der  Punkte  des  Feldes  za  ermitiehi, 
deren  Achsenmomente  in  dasselbe  hineinfallen. 

Diese  Achsenmomente  sind  Yielfachensummen  der  Strecken  a  und  ^, 
daher  haben  wir  für  sie  die  Bedingung: 

y^^u\{ayi)^v\(ß%)^qa  +  rß. 

Die  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  {aß)  giebt: 

woraus 

(«13)1  (/3x) 
folgt.     Setzen   wir   diesen  Werth  von   v  in  die  Gleichung   der  Ebene  ein, 
80  ergiebt  sich:  _ußy^  i         («/?)|(«x).l 

die  Fahrstrahlgleichung  einer  geraden  Linie,  welche  parallel  zu  der  Strecke 
in  der  Hakenklammer  ist  und  die  Charakteristik  der  Ebene  genannt  wird. 
Substituiren    wir    den  Werth    von    v  in    die  Gleichung    des   Achsen- 
momentes, so  resultirt: 

'    „Jede  Ebene  besitzt  im  Allgemeinen  einen  Punkt  (Pol),  in  dem  das  Achsen- 
moment  senkrecht  zu  ihr  ist,  und  eine  gerade  Punktreihe  (Charakteristik), 
deren  Achsenmomente  in  j^eaeVbe  \i\ii^vüi^«ü..^ 
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Bilden  wir  das  Prodact  aus  der  Richtstrecke  der  Charakteristik ,  x  and 
der  zn  dem  Panktfelde  senkrechten  Strecke  |(a/3),  so  erhalten  wir: 

nDie  Centralachse ,  die  Charakteristik  und  die  Normale  eines  Feldes 
sind  einer  Ebene  parallel.'' 

Ist  das  Pnnktfeld  senkrecht  znr  Centralachse,  dann  ist,  wenn  s  die 
Einheitsstreoke  dieser  Linie  bedeutet,  a|e=:0,  ß\t  =  Of 

«pyo 

für  die  Charakteristik  erhalten  wir,  da  dann  t;  =>  oo  ist, 

Q  SS  ua  +  CO  ß^ 
und  die  Achsenmomente  dieser  Punktreihe  sind: 

y  =  yo  -  ^  I  («»)  -  » I  iß»)  =  » I  (x/j). 

„Ist  die  Ebene  senkrecht  zur  Centralachse,  dann  ist  ihr  Schnittpunkt 
mit  der  Centralachse  ihr  Pol,  das  Achsenmoment  des  Poles  gleich  dem  der 
Centralachse,  die  unendlich  ferne  Gerade  derselben  ihre  Charakteristik/' 

Geht  das  Punktfeld  durch  die  Centralachse,  dann  ist  a  =  ni/o,  mithin 

seine  Gleichung.     Wir  haben  in  diesem  Falle: 

/•  =  «>  I  iYoß)^     ^*  =  00  (yo  +  P)» 
die  Gleichung  der  Charakteristik  und  die  Achsenmomente  ihrer  Punkte  sind : 

Q  =  ^Yo^   y  =  yo- 

„Enth&lt  ein  Punktfeld  die  Centralachse,  dann  liegt  sein  Pol  unendlich 
fern,  seine  Charakteristik  coincidirt  mit  der  Centralachse." 

c)  Die  Beduction  für  alle  Strahlen  fi,  welche  auf  einer 
Kreiscjlinderfläche  mit  fi  als  Achse  liegen. 

Bedeutet  A  die  Halbmesserstrecke  des  Cjlinders,  dann  ist: 

@=l7x+|yo-^H,     y  =  y,-|(Ax). 

Das  Rechteck  aus  y^  und  —  |  (A  x)  ist  für  alle  Cjlinderstrahlen  Ton 
constanter  Grösse  und  Gestalt,  es  ist 

für   sämmtliche  Cjlinderstrahlen  d^  Achsenmoment  von  constanter  Grösse 
und  gleich  geneigt  gegen  dieselben. 

Legen  wir  durch  die  Endelemente  der  Strecken  A  zu  den  Achsen- 
momenten daselbst  parallele  Strahlen,  dann  entsteht  eine  geradlinige  Fläche, 
deren  Erzeugenden  den  Cylinder  berühren,  denn  diese  sind  senkrecht  zu  A. 
Ist  TT  ^=  0  +  Q  ein  beliebiger  Punkt  einer  Erzeugenden ,  dann  ist 

^  =  l  +  »[y,-|(U)] 

ihre  Fahrstrahlgleichung,  bei  Tariablem  A  diejenige  der  ^«t^Almv^^^^V&K^tA« 
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.*  -- -^  --*- -•  ■■  -■ 


Mit  0  als  ünprang  rechtwinkliger  Coordinatea ,  wobei  die  #  Achte  mit 
der  Centralachse  zusammen ftllt,  ist 


and  damit  ergiebt  sich  als  Fahrstrahlgleichang  der  geradlinigen  Fliehe 
p  =(i4  -  t?*j/p- u*)£,  +  r/p-  M»+  rÄ:ii)f,  +  vg^i^, 

welche  einem  Rotations  -  Hyperboloide  angehört 

Mit  u  =  lcast  ist  l/l^  —  u*=l8int,  wodurch  wir  die  Oleichuog  der 
FlSche  schreiben  därfen: 

Q=  Ucast  —  kvsint)s^  +  lijnni  +  kveosi)i^  +  ih^h' 

Nun  ist,  mit  Q^XE^  +  fff^  +  ee^,  wo  jetzt  x,  y  und  ß  die  laufenden 
Coordinaten  der  FlSche  bedeuten, 

x  =  l{co8t^kvsint),    y  =  J{sint  +  kveost)^    ß  =  ^§9, 
und  es  giebt  die  Elimination  der  Variablen  i  und  r  aus  diesen  Gleichungen: 

womit  die  gewöhnliche  Gleichung  eines  geradlinigen  Hyperboloides  Tor  nu 
steht.  Je  weiter  sich  die  Strahleu  fi  des  Cylinders  von  der  Centralacliae 
entfernen,  um  so  grösser  wird  [(ax),   um  so  grösser  der  Winkel  <)C  (*i9^)* 

Mit  l  =  cc  wird  <X  (*,y)  =  Jt, 

y  s=  00  {cos /  fj  —  «n  /  f,\ 

p  =  X  { {cos t  —  siii 0  f,  +  (Wh  ^  +  owO '« J » 
et  =  x»  +  y«=x, 

die  Achsenmomente  liegen  senkrecht  zu  Hq  ,  das  Hyperboloid  d^^enerirt  in 
die  unendlich  ferne  Gerade  der  xy  Ebene. 
Mit  1  =  0  wird:  ^_..        _^^. 

das  Hyperboloid  degenerirt  in  die  Centralachse. 

d)  Die  Lagerung  der  Achsenmomente  eines  durch  die 
Centralachse  gehenden  Punktfeldes. 

Die  Achsenmomente  der  Strahlen  ft  einer  solchen  Ebene  in  den  Ab- 
stftnden  iL  Ton  uq  sind:  ..  _  ..         /i«\ 

^*"  y|y.!(i*)l=o 

lat,   so   nnd  die  Aeheenmomente   parallel   zu  der  dorch  y«  und  \{Xn)  be- 

die  Sehnitipankte  der  Strahlen  fi  nnd  der  zu  ibun 

mh  0  in  dem   Felde   ponllele  Strahlen   in  da 

f ,  so  eatsteht  eine  geradlinige  Fliehe,  dem 
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lautet.  Nehmen  wir  0  als  Ursprang  rechtwinkliger  Coordinaten,  die  Tor- 
hin  genannte  Gerade  als  Achse  der  x,  die  Centralacbse  als  Achse  der  g^ 
dann  ist  die  Gleichung  der  Leitlinie  der  Flfiche: 

ihre  Erzeugenden  sind  parallel  zu 

mithin  ist  die  Fahrstrahlgleichung  der  Fläche: 

und  aus  dieser  folgt  mit  t;  =  1 : 

die  Gleichung  des  Ortes  der  Endelemente  der  Achsenmomente  der  Punktreihe 
auf  der  Geraden  f|. 

Nun  ist:  a?  =  ^    y  =  vtk,    z  ^  vg,, 

die  Elimination  Ton  t  und  v  aus  diesen  Gleichungen  gieht: 

g^y'-kxe^O, 

80  dass  die  Coordinatengleichung  der  Fläche  gewonnen  ist,  welche  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  ist. 

§  5.  Aeqniyalenz  eines  Vereines  yon  Linientheilen,  die  einer 

gegebenen  Bichtnng  parallel  sind. 

1.  Besteht  ein  Linientheilsyetem  aus  parallelen  Elementen ;  dann  sind 
die  Strecken  derselben  Vielfache  einer  zu  ihnen  parallelen  Strecke  €,  es  ist: 

ÄiBt »  Ät{Bi  —  Äi)  =3  Äimts  =  mtAit, 

wobei  wir  uns  t  als  Einheitsstrecke  denken  wollen. 

Dadurch  wird  die  Beduction  des  Systemes  für  den  beliebigen  Punkt  0 
des  Baumes:  „  ^ 

®  =  0  V/  mt  B  +  yji  Qifnn, 

n  m 

m  n 

und  wenn  wir   ^i iw/  =  m,     ^/  w/ ^/ «  =  |  y  setzen: 

@  =  m(O0  +  |y. 

nDie  Beductionsresultante  ist  parallel  zu  den  Linien theilen  des  Systemes, 
das  Summationspolygon  der  Strecken  der  Linientheile  fällt  in  eine  zu  c 
parallele  Gerade  hinein.  Das  Achsenmoment  yi»m/|(^/ff)  ist  senkrecht 
XU  f,* daher  ist  das  Summationspolygon  der  Achsenmomente  ein  ebenes 
Polygon,  seine  Ebene  senkrecht  zur  Richtung  der  StrahUik  ^.^ 


n 
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W&hlen   wir  den  Punkt  0  als  Ursprung   rechtwinkliger  Coordinatea, 
setzen :  3  

1 

80  dass  ^^ 

ist, 

so  ergiebt  sich: 


1 

n 


^1  1 


1  1 

ft  41 

1  1 

(n  w 


1  1 

Damit  sind  die  Componenten  der  Resultanten  parallel  den  Coordinaten- 
achsen  und  diejenigen  des  resultirenden  Momentes  parallel  den  Coordinaten- 
ebenen  gegeben,  dieselben  sind: 

kx^fnc^i^  kp=^fna^j  k»^ma^] 


n  n 


hh^ 


1  1 

n  n 


yy^  (^i^i^i^t  -  ^i^i^i^i)hhi 


1  1 

n  n 


und  es  ist:  i  i 

y='yx+yy+  y*,    ^*fi  +  ^^«2  +  9»h^    9^  —  9*x+g\  +  g^»' 

2,  Für  einen  anderen  Beductionsstrahl  fi^  ist,  wenn  die  Reduction  f&r 
den  Strahl  fi  bekannt  ist,  0|  =  0  +  ^  gesetzt  wird: 

n 

@  =  niO,€+  ly  — A,^  tm/g, 

1 

n  n 

1  1 

Nehmen  wir  l  =  x  i^+y  e^"^  ^'  h  >  ^^  ergiebt  sich  durch  den  Ueher« 
gang  zu  den  Coordinaten: 
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-'N-'-X*'  «i-^Ni*''-*..-'-^^-^*'*^ 


welche  Formel  sagt,  dass 

3.  Die  allgemeine  Fahrstrahlgleichnng  der  Centralachse  lautet: 
Im  Yorliegenden  Falle  ist  x=fiie,    7/  =  m;|(pie)«  mithin: 


IL   I    j  J 


Setzen  wir  für  den  Augenblick  ^^;m<^/=^',  so  wird 

1 


mithin  ist: 


n  n 


oder :  n  n 

die  Fahrstrahlgleichung   der    Centralachse,    aus   der  als  weitere  Gleichung 
derselben  hervorgeht:      ,  ^         x 

Drücken  wir  in  dieser  Gleichung  Qq  ,  qi  und  e  mittelst  ihrer  Coordinaten 
aus,  80  folgt: 


m Xq  —^i mxi\  €^  +  (fnyi  "^i ^^iVt) h 


1  1 

n 


Diese  Gleichung  spaltet  sich,   wenn   wir  die  Multiplication  auf  ihrer 
linken  Seite  ausführen,  in: 


1  1 

n  n 


1  1 

n  « 

1  1 

womit  die  Coordinatengieicbangen  der  CentralachB^  \)%\;saiXLV  %«?i^x^vDL  i\^^ 
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4.  Ist  Uq  ein  beliebiger  Punkt  der  Centralacbse ,  dann  baben  wir: 

"  mm 

Geht   s  in    e'   über,   während  die   Anfangspunkte    nnd   Grössen  der 

Linientheile    dieselben    wie    vorher  bleiben,    dann    iat    die   Gleichung   der 
Centralachse  des  neuen  Systemes: 

m  m 

Fttr    den    etwaigen   Schnittpunkt   8   der   beiden    Centralachsen   mosfl 

Kj  =  U'n  =  8  sein ,  also: 

I   f  f  I   f 


woraus  durch  Multiplication  mit  ^  folgt: 


so  dass  n 


Ä=0+^=0+    ^ 


>-  J  W/  ^/ 


m  m 

ist.  Der  Punkt  8  ist  von  der  Richtung  der  Linientheile  des  Systemes 
unabhSngig,  weshalb  er  der  Mittelpunkt  des  Vereines  genannt  wird;  fllr 
seine  Coordinaten  rr«,  y«,  e,  bestehen  die  Gleichungen: 

n  n  n 

mx^=^^imix^    my,  =  ^imiyiy    m0,==^imiei. 

111 
5.  Weil  das  resultirende  Achsenmoment  stets  normal  zu  der  Richtung 

der  Strahlen  fi  ist,  so  ist  der  Verein  äquivalent  einer  Einzelresultante  längs 

der   Centralachse,   wenn    das  Polygon   der  Strecken   der  Linientheile  sich 

nicht  schliesst,  was  stets  statt  hat,  wenn  sämmtliche  Elemente  des  Vereines 

gleichen  Sinnes  sind,  im  anderen  Falle  ist  der  Verein  äquivalent  Null. 

§  6.    Aequivalenz  ebener  Vereine  von  Linientheilen. 

1.  Befinden  sich  die  Elemente  eines  Vereines  von  Linientheilen  in 
einer  Ebene,  dann  sind  die  allgemeinen  Betrachtungen  ganz  dieselben;  es 
ist  nur  jetzt  jedes  Element  aus  einem  Punkte  und  zwei  ungleichartigen 
Strecken  dieser  Ebene  numerisch  ableitbar.  Weil  die  Träger  der  Elemente 
sich  schneiden,  so  ist  deren  Summe  ein  Linientheil  oder  Null.  Die  Achsen- 
momente der  Elemente  und  dadurch  das  resultirende  Achsenmoment  sind 
senkrecht  zu  der  Ebene  des  Systemes ;  weshalb  stets  ^^o  ===  ^  ^^^ 

Nehmen  wir  die  ursprünglichen  Einheiten  £j  und  s^  als  in  der  Ebene 
des  Systems  gelegen  an,  dann  ist: 

Ä«  =  0,    ^,  =  0,    ^y  =  0,   gz=g^    x  =  Ä;,e,  +  Äy€g,    Y=gi^, 
wodurch    wir  aus   den  Formeln   für   einen  räumlichen  Verein   unmittelbar 
die  entapreohenden  für  einen  ebenen  Nexe^m  nnm^mOci  ^Vd^i^tL  können. 
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Die  Redaction  für  den  Pankt  0  ist: 

1  1     1^'/,«   *' 


Cjfj, 


die  Momentenfl&chen  sind  zu  der  Ebene  des  Vereines  parallel. 
Für  das  kleinste  Achsenmoment  erhalten  wir: 


7q 


Daher  ist,    wenn   x   nicht  verschwindet t   der  Verein  äquivalent  einer 
Einzelresultanten  längs  der  Centralachse ,  sonst  gleich  Null. 
Die  Streckengleichung  der  Centralachse  lautet  wie  früher: 

*Vo  =  '  (^y)  +  «^«»     oder     [Ä;«^o  -  |  (xy)]x  =  0, 
ihr  Normalabstand  vom  Beductionspunkte  0  ist: 

und  ihre  Coordinatengleichung  ist: 

2.  Bezüglich  der  speciellen  Fälle  gilt  dasselbe  wie  für  das  räumliche 
System,  nur  mit  der  Modification,  dass  das  kleinste  Moment  stets  verschwindet. 

3.  Sind  die  Elemente  des  Vereines  zu  einander  parallel,  dann  ist: 

n  n 

die  Coordinatengleichung  der  Centralachse: 

n  n 

ma^x^  —  ma^y^  —  a^  ^i  mi  Xi  +  a^  ^\  mi  yi  =  0, 

1  1 

und  für  den  Mittelpunkt  des  Vereines  haben  wir: 

n  n  n 

^l^lQh  ^if^l^h  ^l^iyi 

^•  = LI"        ^«  = — y*  = 


fn  fH  fH 


(SchluBB  folgt.) 
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y.  Frojeotive  Form  eines  metrischen  Satzes. 

Der  in  meiner  Note  „Zar  hjperboloidischen  Lage  Ton  Teiraederpaaren' 
in  dieser  Zeitschrift  (38.  Jahrg.  S.  315)  gegebene  Satz  II  gilt  seiner  Herleitoog 
nach  zunächst  nur  für  nicht  ausgeartete  räumliche  Polarsjrsteme ;  dass  er 
bei  geeigneter  Fassung  auch  für  ausgeartete  Polarsysteme  gilt,  ist  zwar 
analytisch  unschwer  einzusehen ,  doch  dürfte  ein  rein  geometrischer  Beweis 
auch  in  diesem  Falle  erwünscht  sein. 

Wir  fassen  jenen  Satz  für  ausgeartete  Systeme  wie  folgt: 

„Liegen  die  Geraden,  welche  die  Ecken  ÄBCD  eines  Tetraeders 
mit  den  Polen  dV ci  der  Seitenebenen  B'C'D\  C'D'A\  D'ÄB\ 
Ä'B'  C'  eines  etveiten  Tetraeders  AB'  C'D'  in  Bezug  auf  einen  Eegd- 
schnitt  hee.  verbinden,  in  einem  Hyperboloid^  so  gut  das  Gleiche  wm 
den  Geraden j  welche  die  Ecken  ÄB'C'B'  des  zweiten  Tetraeders 
mit  den  Polen  ab  cd  der  SeUenebenen  BOB,  CDA,  DÄB, 
ABC  des  ersten  Tetraeders  in  Bezug  auf  denselben  KcgdsthniU 
bee.  verbinden.^ 

Beweis.  Wir  bezeichnen  die  Geraden,  in  welcher  die  Ebene  des 
Regelschnittes  von  den  Seitenebenen  des  ersten  und  zweiten  Tetraeders  in 
der  aufgeführten  Reihenfolge  geschnitten  wird,  mit  aßyd  und  a'ffyi. 
Nach  Voraussetzung  gehören  die  Ebenen  BAa  DBb'  DGc  einem  Büschel 
an,  mithin  liegen  die  Dreiecke  aVc  und  ßy,  /o,  aß  perspectiv.  Analog 
erkennt  man,  dass  die  Dreiecke  ab'd'  und  ßö,  öut  aß  perspectiv  liegen  u.8.w. 
Die  Figuren  db'ci  und  aßyö  sind  pölarreciprok',  ihnen  entsprechen  in  dem 
durch  den  Regelschnitt  gegebenen  ebenen  Polarsystem  die  Figuren  dß^yf  und 
ab  cd,  welche  gleichfalls  polarreciprok  sind.  Die  Dreiecke  abc  nnd  piy 
yd,  aß'  sind  perspectiv,  die  Ebenen  B'Äa,  B'B'b,  B'C'c  gehOren 
einem  Büschel  an,  das  heisst,  es  giebt  eine  Gerade  durch  B\  welche  Äa, 
B'b,  Cc  schneidet.  Analog  weist  man  eine  Gerade  durch  Ä  nach, 
welche  B'b,  C'c^  B'd  schneidet  u.  s.  w.  Die  Geraden  Äa,  B'b,  Ce,  Jfi 
liefen  in  einem  Hyperboloid',  denn  keine  zwei  derselben  treffen  sich,  wie 
^ort  gezeigt  wird. 
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•V  ./».y».^**-^- 


ADgenömmeD ,  Äa  und  B'h  träfen  sieb,  also  auch  AB'  und  a&,  so 
läge  y  h'  auf  a&,  also  ging  6 i  durch  o|?,  CD  träfe  c  (f,  Cc  also  Di  gegen 
die  Voraussetzung. 

Läset  man  den  Kegelschnitt  in  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugel- 
kreis übergehen,  so  erhält  man  aus  obigem  Satze  den  a.  a.  0.  unter  III 
aufgeführten  metrischen  Satz.  Letzterer  gilt  sonach  in  jeder  der  drei  mög- 
lichen Geometrien. 

Der  Chasles'sche  Satz  über  polare  Tetraeder,  sowie  die  ITmkehrung 
desselben,  gelten ,  wie  aus  obigem  Beweise  hervorgeht,  bei  geeigneter 
Fassung  auch  für  ausgeartete  Polarsysteme. 

Es  möge  an  dieser  Stelle  noch  nachgetragen  werden,  dass  der  Satz  I 
meiner  citirten  Note  analytisch  zuerst  Yon  Hermes,  Grelles  Journ.  1859 
Bd.  56  S.  222 ,  bewiesen  wurde.  Man  kann  ihn  auch  aus  dem  C  h  a  s  - 
1  es 'sehen  Satze  folgern.  Vergl.  noch  Schur,  Mathem.  Ann.  1882  Bd.  19 
S.  429. 

Osthofen  (RheinhesBcn).  Dr.  P.  Muth. 
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VL  Heber  die  Constrnctioii  von  Kegelschnitten  aus  fünf  Punkten 

oder  fünf  Tangenten. 

Wie  es  scheint ,  ist  bisher  unbemerkt  geblieben ,  dass  die  obengenannten 
Aufgaben  durch  die  einfachsten  Hilfsmittel  der  gewöhnlichen   Perspective 
gelöst  werden  können.     Bezeichnet  nämlich 
in   Fig.  1  pg   den    Horizont,    PöIIjP«    die  ^^^' ^• 

Grundlinie,   0  das  Projectionscentrum  (auf-  ^ 

geklappt  in  die  erweiterte  Bildebene),  end-  /'  h   ^v 

lieh  Pp  eine  gegebene  Gerade,  welcher  in 
der  Qrundebene  die  Gerade  l^'Pvi  entsprechen 
möge^  so  ergiebt  sich  letztere  dadurch, 
dass  Oj)  und  hierzu  parallel  ^1?^  gezogen 
wird. 

Für  eine  zweite  Gerade  Qg  ist  analog 
CCat>l|ö^»  w^d  ^onn  PPoe  und  QQ^  sich 
rechtwinklig  schneiden  sollen,  muss  0  auf 
dem  über  pg  construirten  Halbkreise  liegen. 

I.  Die  Punkte  a,  &,  c,  (2,  e  (Fig.  2), 
durch  welche  ein  Kegelschnitt  gehen  soll, 
denke  man  sich  als  Punkte  der  Bildebene 
und    gruppire    sie  zu  dem   Vierecke  ab  cd 

und  dem  Direieke  ace.  Die  Gegenseiten  des  Vierecks  mögen  sich  in  g 
nnd  Ji  schneiden;  nimmt  man  gli  zum  Horizont  und  wählt  das  Projections- 
centrum   willkürlich    auf    dem    Halbkreise   über    gh^    %o   ^TAs<^xväti\»  \^\Sk. 
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Vierecke  ah  cd  ein  Bechteck.  Wenn  femer  ae  und  ce  den  Horizont  in 
i  und  k  schneiden,  und  das  Projectionscentrum  auf  den  Halbkreis  über  ih 
gelegt  wird,  so  entspricht  dem  Dreiecke  ace  ein  rechtwinkliges  Dreieck. 
Als  Projectionscentrum  wähle  man  nun  den  Durchschnitt  0  der  Halbkreise 
Ober  gh  und  ik;  dem  Fünfecke  ahcde  entspricht  dann  das  Fünf- 
eck ABC  DE,  welches' ans  dem  Rechtecke  ÄBCD  und  dem  bei  E  recht- 

Fig.  2. 


winkligen  Dreiecke  ÄEC  besteht.  Um  dieses  Fünfeck  iSsst  sich  ein  Kreis 
beschreiben,  und  das  PerspectiYbild  des  letzteren  ist  der  gesachte  Kegel- 
schnitt. 

Diese  Construction  liefert  zugleich  einen  elementaren  synthetischen 
Beweis  dafür,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  eindeutig  bestimmt 
ist,  was  sonst  auf  weniger  einfache  Weise  dargethan  wird. 

II.  Soll    ein   Kegelschnitt   Yon   fünf  Geraden   berührt   werden,    deren 

Dorcbschnitte  das  Fünfeck   ahcde  geben  (Fig.  3),   so   nehme  man  dessen 

Ebene  iwr  Bildebene  und   consiruiie  durch  Yerl&ugerung    Ton  ae  nnd  cd 
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das  Viereck  a&c/*;  die  Gegenseiten  desselben  mCgen  sich  in  p  nnd  g 
schneiden,  die  Diagonalen  ac  und  hf  mögen  der  Geraden  pq  m  s  und  t 
begegnen.    Nimmt  man  pg  zum  Horizont  und  wählt  das  Projectionscentrum 

Fig.  3. 
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willkürlich  auf  dem  Halbkreise  über  5^;'S0  entspricht  dem  Vierecke  alcf 
ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalen  sich  rechtwinklig  schneiden,  also 
ein  Bhombus  ABCF\  in  diesen  lässt  sich  ein  Kreis  beschreiben,  dessen 
Mittelpunkt  M  der  Durchschnitt  der  Diagonalen  AC  und  ^jP  ist.  ^  Um 
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nocb  den  Pankt  H  zu  finden,  in  welchem  dieser  Kreis  die  G^erade  DE 
(entsprechend  de)  berührt,   erinnere   man   sich   an    den    Satz:    Ist  G  der 


»T 


Fig.  4. 


\ 


\ 
\ 


Durchschnitt  der  Fünfecksdiagonaien  AD  und 
CE,  80  geht  die  Gerade  BQ-  durch  den  ge- 
suchten Bertthrangspunkt  H^  nnd  dann  stehen 
DE  und  HM  senkrecht  auf  einander.*  Ist 
nun  u  der  Durchschnitt  Yon  de  mit  dem 
Horizonte,  so  construirt  man  der.Beihe  nach 
ady  ce^  g^  hg^  h  und  zieht  die  Verbindungs- 
linie ^m,  welche  den  Horizont  in  v  trifft; 
der  Durchschnitt  0  der  Halbkreise  über  si 
und  UV  ist  nun  das  gesuchte  Projections- 
centrum. 

Hierin  liegt  zugleich  ein  elementar- 
synthetischer Beweis  dafür,  dass  ein  Kegel- 
schnitt durch  fünf  Tangenten  eindeutig  be- 
stimmt ist. 

III.  Nur  der  Vollständigkeit  wegen  er^ 
wähnen  wir  noch  die  Constrnction  der 
Kegelschnittsachsen  (Fig.  4).  Es  sei  0  das 
Projectionscentrum ,  o  der  Augenpunkt,  PQ 
der  verticale  Durchmesser  des  abzubildenden 
Kreises*  pq  die  Projection  Yon  PQ,  femer 
n  die  Mitte  von  pq^  welcher  N  entspricht, 
endlich  RS  die  durch  N  gehende  horizontale 
Kreissehne  und  rs  deren  Projection;  dann 
sind  pq  und  rs  zwei  conjugirte  Durchmesser, 
aus  welchen  die  Achsen  auf  bekannte  Weise  hergeleitet  werden  können. 

0.  SOHLÖMILCH. 


Vn.  Nachtrag  zn  dem  Aufsatz  „Einige  Methoden  etc." 

im  5.  Hefte  des  38.  Jahrganges  S.  283  ff. 

Durch  die  Gleichungen  16)  a.  a.  0.  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  die 
Grössen  der  Halbachsen  eines  Centralkegelschnittes  zu  finden;  denn  die 
Wurzeln  der  daraus  hergeleiteten  Gleichung 

sind  die  Quadrate  der  Achsen.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  für  den  Fall, 
wo  ii=7  0,  der  Kegelschnitt  also  eine  Parabel  ist,  deren  Parameter  zu 
bestimmen.     Wenn   man   bei   dieser  Untersuchung    die   allgemeine    Kegel- 

*  Dieser  sehr  speoielle  Fall  des  Brian chon[*8chen  Satzes  lässt  sich  leicht 
elementar  geometrisch  beweisen. 


l 
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schnittsgleichang  1)  Yerbunden  mit  der  Bedingung  il  b=  0,  zu  Omnde  legte, 
80  würden  sehr  umfangreiche  und  unerquickliche  Rechnungen  nothwendig 
werden;  wir  ziehen  es  daher  vor,  die  Parabel  auf  ein  Polardreieck  zu 
beziehen,  wodurch  ihre  Gleichung  die  einfachere  Gestalt 

annimmt;  mit  der  Bedingung: 

Hier  ist         (h^8in*a  +  a^ai8in*ß  +  a^a^8in^Y=^0. 

All  *^  ^  ^ »      -^l«  ^  ^  ^n      -^38  ^^  ^1  ^2 1      -^3  ^*  -^si  =  «^12  ^  ^» 

alao  ergiebt  sich  aus  Gleichung  19): 

^^=«1(02  +  03)»    0=^Ö2(ö8  +  öi).    jR  =  a3(ai  +  a,)5 
femer  ist:  A^a^a^a,.    e^ai  +  a,  +  a,. 

Daraus  folgen  nach  Gleichung  20)  die  Coordinaten  des  Brennpunktes: 

"oTv — .        -   tf  « — (aa  +  osjwnpwny 

Jtf 

^^ oi^» ci^R o4^..  (^»  +  ^)sinß siny  etc., 

und  nach  Gleichung  21)  die  Gleichung  der  Directriz: 

a|(a,+  ^)^i  ^^/}^/+<>9(^  + ^1)^2^7  m'^o  +  ^sC^i +^)^m'm«^/}  =  0. 

Nun  ist  aber  der  Parameter  p  gleich  der  Entfernung  des  Brennpunkts 
▼on  der  Directriz,  und  diese  wird  ausgedrückt  durch  einen  Bruch,  dessen 
Zähler  gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Directriz  ist,  wenn  man 
darin  die  absoluten  Werthe  der  Coordinaten  des  Brennpunktes  einsetzt, 
der  Nenner  aber  gleich  dem  Ausdruck: 

—  20003(03 +  a,)(a,  +  a^)8in*  a  sinß  $iny  cos  a 

—  20301  (0,  +  a2){(if  +  a^)8ina8in^ß8iny  casß 

—  20^03(02  +  a8)(a3  +  ai)'8ina8inß8in*yco8y. 

Zieht  man  von  den  drei  ersten  Posten  dieses  Ausdruckes  das  Quadrat 
der  linken  Seite  der  Bedingungsgleichung  ab,  wodurch  ihr  Werth  nicht 
tetindert  wird,  so  erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Belationen 
tm^ß  +  sin^y ^ 8in^a sss28inß 8iny C08a  etc.: 

2a^^a^^  8in^  a  8inß  siny  CO8  a  +  2a^^ai^8ina  8in*ß  sinycosß 

+  2ai^a2^8ina8inß8in*yco8y, 

tidy  wiBft  man  jetzt  die  drei  letzten  Posten  hinzufägt,  als  vollständiges 
des  Nenners: 

^4»^+a^)(8inaco8a+8inßco8ß+8inyco8y)8ina8inß8iny 


{ 
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Der    Zähler    aber  erhält ,    wenn    man;    wie    oben    angegeben  worden 
ist,  verfährt,  den  Werth: 

2e8ina8inß8iny 

Der  Klammerausdruck  lässt  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

(oj  Og  stV  a  +  agCj  m^jS  +  ^i  <H  ^w*y)  («i««*«  +  a^sm^ß  +  a8****y) 
+  aia,a8(2wn*|3m*y  +  2»tw*ym*a  +  28in*asin^ß 

und ,  da  der  erste  Posten  dieses  Resultat« ^vermöge  der  Bedingungsgleichnng 
verschwindet,  der  zweite  aber  gleich  Aaiaj^a^sin^ a sin* ß sin*y  ist,  so  ist 
der  Zähler  gleich 

M  j  A    .  9      .  9/1   .  •  2MA$ina8inßsiny 

zestnastnßstny  '  e 

So  erhalten  wir  denn  als  Werth  des  Parameters: 

_         2 MAsina sinß siny         __  Mj/^A 
ej/—  ^Aesin^  a  sin*  ß  sin^y  e]/e 

Hier  wirft  sich  aber  die  Frage  auf,  ob  dieser  Werth  reell  sei,  was 
nur  stattfinden  kann,  wenn  entweder  zugleich  A  negativ  und  e  poeitiT 
oder  zugleich  A  positiv  und  e  negativ  ist;  es  lässt  sich  beweisen,  dass 
immer  das  erstere  der  Fall  ist. 

Die  Parabelgleichung,   von  der  wir  ausgingen, 

kann  nur  dann  eine  reelle  Curve  bezeichnen,  wenn  eines  der  a,  1.3,0^ 
negativ  ist,  während  die  anderen,  a^  und  Og,  positiv  bleiben;  denn  der 
Fall,  wo  zwei  a  negative  Zeichen  haben,  lässt  sich  auf  diesen  sorflek- 
fühven,  indem  man  die  Seiten  der  Gleichung  vertauscht.  Dann  ist  aber 
A  =  —  010203,  also  negativ;  der  Werth  von  c,  nämlich  —  Oj  +  Oj  +  Oj 
erhält  vermittelst  der  Bedingungsgleichung 

Oj  Ö3  sin*  «  —  o^  (03  sin*ß  +  a^  sin*  y)  =  0 

durch  Elimination  von  o^  die  Gestalt: 

(02  +  Og)  {a^sin*ß  +  a^sin^y)  —  a^a^sin*« 
a^sin*ß  +  a^sin*y 

Der  Nenner  ist  nach  der  gemachten  Voraussetzung  positiv  |  die  Eni- 
Wickelung  des  Zählers  aber  liefert: 

a^*sin*Y  +  a^*sin*ß  +  OjOg(stn*/5  +  sin^y  —  sin*a)  =  {a^siny  —  a^sinfff 

+  4O2O3  sinßsin  y  cos*  ^  a , 
eiD   Werth,  der  immer  positiv  isV, 
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Ich  füge  für  diesen  nicht  umkehrbaren  Satz ,  dass  bei  jeder  Gleichung 
zweiten  Orades,  die  eine  Parabel  darstellt,  die  Determinante  negativ 
und  die  Function  e  positiv  sei,  noch  einen  zweiten  Beweis  bei,  der  auf 
einem  anderen  Princip  beruht.  Da  nSmlicb  eine  Parabel  mit  dem  aus 
einer  ihrer  Tangenten  und  der  unendlich  fernen  Geraden  gebildeten  System 
eine  doppelte  Berührung  hat,  so  kann  man  ihre  Gleichung  in  unendlich 
vielfacher  Weise  auf  die  Form 

{ß^x^  +  OjiTj  +  a^x^^+2{\x^  +  \x^  +  l^x^{x^sinci  +  x^sinß  +  x^3iny)  =  0 
bringen.     Die  Determinante  dieser  Gleichung  aber  Iftsst  sich  schreiben: 
a^  +  h^smci  +  \sina     a^o^  +  h^sina  +  \sinß     a^a^  +  h^sina  +  h^sxny 

a^aj  -^-h^siny  +  h^sinu     a^ci^  +\smy  +  h^s%nß       a^  +  \siny  +  \8my 

ihre  Bildungs weise    lehrt   sofort,    dass    sie   das   Product    von   zwei   Deter- 
minanten, nämlich: 


«2 


\ 


«1 

s'ma 

^ 

0» 

sinß 

h 

«» 

siny 

^ 

a. 


h 


=  -     Og      & 


a« 


2 


'8 


sina  I 
sinß  ' 

r 

siny 


s%na 

g     sinß 

8     u^a     siny 

das  heisst,  ein  negatives  Quadrat  ist. 
Die  Function  e  femer  ist  hier: 

ai*+25i^a+a2*+25jm/3+ag*+2&3my—  2{aia^-\-h2SinY+b^sinß)cosce 

-'2{aia^+h^sinß'{-h^sina)cosY 
=  ai*  +  a,*  +  a3*— 20,03  coÄOf— 20301  C05/3  —  2aia2C05  y. 

Ersetzt  man  cosa  durch  ^  cos  ß  cos  y+  sinß  sin  y^  so  wird: 

e  =  0^*+  a2^{sin^Y+C08^Y)  +  O3*  {sin*ß+cos*ß)  +  20,03  co5/?  cosy 

—  2a2a^sinßsinY  —  2a^a^cosß  —  2a^a^cosy 

=  a^^  +  {<i^cosy  +  a^cosßY  +  {a^siny  —  a^sinß)^—  2ay^{a^cosy  +  a^cosß) 

=  (a^cosy  +  a^cosß  -  Oi)*  +  (Og^iny  -  a^sinßf, 

also  immer  positiv. 

Beispiel.  Die  Parabel,  deren  Brennpunkt  wir  a.  a.  0.  S.  292  und  308 
bestimmten,  hatte  die  Gleichung: 

x^  sin^  a  +  x^  {sin^  y  —  51V  a  sin^  ß)  +  x^  {sin^  ß  —  sin^  y  sin^a) 

+  2x^x^sinßsinycos^a  —  2x^x^s%na  sinß  cosa 

—  2jCia?2^f»y«w«co5as=0; 

A  fanden  wir  gleich  _  ^  .^s«  ^^^a (^  _  y) 

^  6  =  5m*a(sin*a  +  AiSinß  siny  cos a)^ 

also  ist: 
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M,8in*asin{ß^y)                  2r$in*ccsinß3inyBin(ß--y) 
p  ^ __  = _, 

8in^a{sin^a  +  isinßsiny  cosap         {sin^a  +  Asinßsiny  cosap 

oder,   wenn  man  den  Flächeninhalt  des  Fundamentaldreiecks  mit  F  und 
die  MitteltransYersale  Yon  Ä  aus  mit  ^,  bezeichnet, 

JF(&«-c*) 
Bensheim,  im  October  1898.  Dr.  Stoll. 


Vm  Die  thermischen  Capacitäten  der  festen  und  tropfbar 
flüssigen  Körper,  insbesondere  des  Wassers. 

§  1.  TJeber  die  beiden  thermischen  Capacitäten  der  Oase  habe  ich,  ansser 
früheren  Mittheilungen  Ober  den  in  vielen  Lehrbüchern  enthaltenen  Ver- 
such Yon  Clement  und  Desormes  im  Bepertorium  der  Physik  (das 
mit  dem  27.  Bande  im  Jahre  1891  zu  erscheinen  aufgehört  hat),  auch  in 
der  letzten  Naturforscherversammlung  zu  Nürnberg  einen  Vortrag  gehalten.* 

Dieselben  thermischen  Capacitäten  der  luft-  und  wasserfSnnigen  KOrper 
habe  ich  seither  wieder  nachgesehen,  das  heisst  im  Abschnitte  VIII  des 
in  der  Anmerkung  citirten   Buches  von  Clausius  fand  ich  die  Formel: 

"^"■"^""iAdT/*   dp' 

wobei  sich  der  Suffix  p  auf  constanten  Druck  und  v  auf  constantes  Volnm 
beziehen ,  sowie  T  die  absolute  Temperatur  und  E  das  mechanische  Wftnne- 
äquivalent  bedeuten. 

Zum  Beweise  dieser  Formel  muss  man  ausser  dem  ersten  auch  den 
zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  herbeiziehen  (siehe 
V.  Abschnitt  bei  Clausius).  Aber  die  Specialisirung  für  gasförmige 
Körper,  die  ich  nur  im  Vorbeigehen  kurz  erwähnen  will,  giebt  die  bekannte, 
auch  elementar  ableitbare  und  zur  Berechnung  von  E  benutzte  Formel: 

K 

E 
wo  K  die  Constante  des  (allgemeinen)  „Gasgesetzes*'  ist: 

pv=KT. 

§  2.  Noch  eine  Vergleichung :  Bei  den  Gasen  ist  anmittelbar  ein- 
zusehen, dass  die  (kleine)  Wärmezufuhr  dQ  theils  zur  Erwärmung  <2T, 
theils  zur  (äusseren)  Arbeitsleistung  pdv  verwendet  wird,  dass  also: 

*  Im  elften  Capital  der  „Theorie  der  Wärme"  von  Maxwell  ist  jener  Ve^ 
such  kritisch  erwähnt,  aber  theilweise  unrichtig  beurtheilt.  ClauBias  erw&hnt 
deaselben  in  seiner  „Mechanischen  Wärmetheorie"  (2.  Aufl.  1876)  gar  nicht  nnd 
benutzt  statt  dessen  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  der  beiden  thermisdMB 
Capacitäten  die  Newton-Laplace*8che  Formel  für  die  SchaUgeechwindigkeü 
Den  genaDüten  Vortrag  siehe  im  gedruck^An  ^«nOoX.  det  Y^twunmlung. 


Cp  =  Cv  +  ^» 
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~^    ^    -'■  w  ■•-",^>w^  w^^N^  ^^^^i^^i^-.**  V«  y-N,- 


aas  den  beiden  letzten  Gleichungen  entsteht  also ,  wenn  man|?  constant 
denkt,  xr 

dpQ 
und  der  Quotient-^  stellt  Cp  vor,    so  dass  wir  hiermit  wiederum  zur 

zweiten  Gleichung  vom  Eingange  des  Gegenwärtigen  gelangt  sind. 

Bei  den  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern  kommt  auf  die  im 
dritten  Absätze  des  §  1  blos  angedeutete  Weise  statt  der  Yorletzten  Gleichung 
zu  Stande:  T  tLn 

und  analog  zur  jetzigen  vorletzten  Gleichung : 

80  dass  jetzt 

__  T    dpV    düp 

und  hieraus  die  erste  Gleichung  oben  entsteht  Aus  dieser  Vergleichung 
der  Theorie  der  Gase  mit  der  Theorie  der  Wärme,  wenn  der  vermittelnde 
Körper  einem  der  beiden  anderen  Aggregatzustande  angehört »  mag  nur  her- 
vorgehen, dass  im  ersteren  Falle  der  erste  Hauptsatz  der  Theorie  hinreicht, 
im  zweiten  nicht. 

§  3.  In  der  obersten  Gleichung  ist  der  erste  vorkommende  Differential- 
quotient augenscheinlich  av  und  der  zweite  ßv^  wenn  mit  a  der  thermische 
und  mit  ß  der  mechanische  Aasdehnungs-Coefficient  bezeichnet  werden, 
und  der  letztere  Quotient  ist  negativ,  so  dass  die  Gleichung  wird: 


Cp  =  Cp  -f-  ~  •  —  *  t^« 


T  o« 

E'  ß 


Es  fällt  mir  auf,  dass  Claus  ins  diese  vereinfachende  üeberfUhrung 
nicht  wählt,  sondern  in  dem  gleich  darauffolgenden  Zahlenbeispiele  für 
Wasser  von  0^  25®  und  50®  bei  jedem  der  beiden  Differentialquotienten 
das  V  einbezieht.  Dabei  begegnet  ihm  noch  das  Versehen,  dass  er  im 
selben  Falle  von  25®  bei  o  das  f;  =  0,001  und  bei  ß  das  t;  =  0,001003 
annimmt,  was  allerdings  im  rechnerischen  Resultate  nicht  sehr  viel  verdirbt. 

Im  Falle  von  0®  besteht  kein  Unterschied.     Ich  fand  durch  logarith- 

miscbe  Bechnung  Anm>ioRi 

Cp  —  c»  =  0,0004951 , 

was  Glausius  mit  Recht  auf  00005 

abkürzt. 
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Im  Falle  von  25®  finde  ich    0009897 

wo  Clausius  0,0098  schreibt,  ich  also 

0,0099 
schreiben  muss.     Aber  im  Falle  von  50®  finde  ich 

0,03666, 
wo  Clansius  nar  0,0358  hat,  also  statt 

0,0367; 

das    ist  nm  2y,  Procent  bleibt  das   nnrichtige  Resultat   zu   klein.     Es  ist 

^»'"^i^^  nnnimoCubikmeter 

v^  =  0,001012  y.,  ^^^^  » 

Kilogramm 

also  verhalten  sich  das  richtige  und  unrichtige  Resultat  wie  lf012^  zu  1. 
Mit  Regnault's  Werthen   von   Cp  für  diese  drei  Temperaturen  wird 
alsdann  bei:  qo  25®  50® 

c.  =  0,9995        0,9917        0,9675, 

statt 

^  .  ^,       .  c,  =  0.9995        0,9918        0,9684 

bei  Clausius. 

§  4.  Dasselbe  Versehen  vom  §  5  des  VIII.  Abschnittes  kommt  auch 
im  §  6  wieder  vor,  wo  Clausius  eine  andere  thermische  Capacitftt  be- 
rechnet als  die  beiden  bisher  genannten ,  und  zwar  für  Wasser  von  100° 
in  Berührung  mit  gesättigtem  Dampfe.  Clausius  leitet  hierfür  die 
Gleichung  ab:  T  d^v    dp 

"^^'^^      E~dT^dT' 

worin   Cp   die   frühere   Bedeutung    und  für    ^^  wieder  ßv  gesetzt  werden 

kann.  Bei  Wasser  von  100®  ist  /?  =  0,00080;  aber  v  ist  nicht  1,  be- 
ziehungsweise 0,001  Meter ^ :  Kilogramm,  sondern  1,043  oder  0,001043. 

Als  Minuend  benutzt  Clausius  den  Werth  von  Regnault,  Cp^=  1,013, 
als  Subtrahend  findet  er  0,00026;  das  ist  nach  voriger  Angabe  um 
4,3  Procent  zu  wenig,  so  dass  es  0,00027  lauten  sollte.  Aber  da  Cp  nur 
auf  drei  Decimalen  angegeben  ist,  so  ist  ohnehin  c  nahe  gleich  Cp, 

Hiernach  wendet  Clausius  vorige  Gleichung  auf  Wasser  und  Eis 
bei  0®  an,  wo  wirklich  das  vorige  t;=: 0,001  ist  und  Cp=l,  also 

c  =  1  -  0,055  ==  0,945. 
Endlich  für  das  Eis:    Da  setzt  Clausius  das  richtige  17  =  0,001087, 

«^  ^^«  c  =  0,48  +  0,151  =  0,631. 

dp 
In  den  beiden  letzten  Fällen  ist  nämlich  -^  negativ  und  zwar  gleich 

10333 
^/T/ypTöö^  weil   sich  der  Gefrierpunkt  um  0,00733  bei  einer  AtmosphSre 

Mebrdruck  erniedrigt. 
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§  5.  Ich  gehe  noch  zu  §  7  über,  welcher  yod  der  Adiabase  handelt 
oder  den  ,, isentropischen  Aenderungen  eines  Körpers^'.  Da  Clausius  die 
Entropie  mit  8  bezeichnet,  so  verstehen  wir  seine  Gleichung  12: 

dgV  __  Tp    dtV 
dp  ^  Cy    dp  ^ 

im  obigen  §  3  habe  ich  den  letzteren  Differentialquotienten  gleich  —  ßv 
gesetzt  und  jetzt  werde  ich  statt  dieses  ß  setzen  ßtt  um  die  dabei  zu 
machende  Voraussetzung  der  constanten  Temperatur  anzudeuten.  Dann  ist 
sofort  einzusehen  die  Identität: 

und  die  Yorige  Oleichung  wird  zu 

I)  ft  =  r-^*- 

Cp 

Man  überzeugt  sich  sofort,  dass  diese  beiden  Compressibilitftts-Coefficienten, 
der  adiabatische  (oder  isentropische)  ßg  und  der  isothermische  ßt  die  reci- 
proken  Elasticitätsmoduli  des  EQrpers  Yorstellen,  so  dass,  diese  mit  J^^  und 
Et  bezeichnet,* 

I')  E,=  'f.Er, 

Co 

wodurch  man  wiederum  an  die  im  Jahre  1819  von  Laplace  der  Newton'schen 
Formel  ftir  die  Geschwindigkeit  des  Schalles  in  der  Luft  zugefügte  Correctur 
erinnert  wird. 

Setzt  man  in*  I  für  c»  den  aus  der  ersten  Gleichung  des  obigen  §  3  sich 
ergebenden  Werth,  wobei  das  dort  ohne  Suffix  geschriebene  ß  jetzt  zur 
Unterscheidung  Yon  ß^  als  ß^  zu  schreiben  ist  (bei  et  ist  der  Suffix  p  un- 
nOthig^  da  kein  anderer  thermischer  Ausdehnungs  -  Coefficient  hier  vorkommt), 
so  erhält  man:  _ 

So  hat  man  also  hier  in  I  und  II  die  nöthigen  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  beiden  ß^  wenn  die  beiden  c  und  das  er  bekannt  sind. 
Umgekehrt  sind  I  und  die  erste  Gleichung  im  §  3  zur  Bestimmung  der 
beiden  c  brauchbar,  wenn  die  beiden  ß  und  das  a  bekannt  sind.  Beide 
Male  ist  der  Quotient  und  die  Differenz  der  beiden  Unbekannten  gegeben. 

§  6.  Es  erinnert  dies  an  die  weiter  verbreitete  Aufgabe,  für  Gase 
Cp  und  Cp  zu  bestimmen,  wozu  I'  und  die  erste  Gleichung  des  §  3  in  der  Form: 

1 

Cp  —  €v'=-^PoVo(* 

erscheint;  PqVqo  (für  0^)   ist  das  K  am  Schlüsse  des  obigen  §  1  und  für 
Qo  ist  T.a  =  l. 


*  Eine  Verwechslung  mit  dem  nichtindicirten  ^,  welches  ich  vonClauBius 
als  das  mechanische  W&rme&qmvalent  herübernehme,  ut  yioVA  iAOcvX»  im \^^^Qx%^\iL. 
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II  ist,  was  Claasias  mit  den  Differentialqaotienten  statt  des  a  und 
der  beiden  ß  als  Gleichung  13  schreibt;  14  ist  von  I  fast  nicht  Ter* 
schieden  and  wegen  15  sage  ich: 

Analog  II  entsteht  auch  noch,  wenn  man  statt  Cv  das  Cp  eliminirt 
(oder  durch  Einsetzen  ans  I  für  c^  in  II  nnd  Division  mit  dem  Prodncte 
der  beiden  ß):  l       l  T     /« V 

diese  Form  bietet  auch  den  Vortheil  vor  deijenigen  des  Clans  ins,  dass 
sie  ihre  wesentliche  üebereinstimmnng  sofort  darthnt  nnd  deshalb  neben 
I  und  II  ganz  wegbleiben  kann.  Nur  als  Znsatz  mag  bemerkt  werden, 
dass  wir  hiermit  auch  noch  einen  weiteren  Differentialqnotienten  wegschaffen 
können,  indem  c^p       a 

sich  ergiebt     Dieser  Differentialqnotient  ist  aber  mit  demjenigen   3^  im 

obigen  §4  nicht  zn  verwechseln,  sowenig  wie  das  dortige  c  mit  dem  e^, 
§  7.  Zum  Schlüsse  will  ich  noch  die  Dimensionen  der  in  II  vor- 
kommenden Grössen  aufstellen  und  dabei  neben  dem  Meter  und  Kilogramm 
als  den  bekannten  Einheiten  die  Beschleunigung  (darin  steckt  abo  die  Zeit- 
einheit) und  den  Wärmegrad  als  Hilfseinheiten  bestehen  lassen;  diese  beiden 
letzteren  entfernen  sich  bei  der  Verification  von  II  am  schnellsten. 
Es  sind  die  beiden  ß  Meter* :  Kilogramm  mal  Beschleunigung, 

T  Grad, 

a  Grad  hoch  minus  1, 
V  Meter ^  :  Kilogramm, 

(JE7.Cp)  Meter  mal  Beschleunigung  durch  Grad; 
zur  Erklärung  der  letzten  Zeile  diene,  dass  (Ecp)   die  mechanisch  (nicht 
thermisch)  gemessene  Wärmemenge   für  ein  Kilogramm  und  ein  Grad  dar- 
stellt; die   entsprechende  Arbeit  ist  aber  Kilogramm  mal   Beschleunigung 
mal  Meter. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kurz. 


VII. 
Aequivalenz  der  Linientheilsysteme. 

Dargestellt  mittelst  des  geometrischen  Kalküls. 

Von 

Febdinand  Kraft, 

Priratdocent  tax  der  UnireniUt  ZOrloh. 


S  o  li  1  u  «  «• 


§  7.  Das  Moment  eines  Vereines  von  Linientheilen 

bezüglich  einer  Achse. 

1.   Sind  EO  und  AB  irgend  zwei  Linientheile ,  dann  ist 
{EO){AB)^EOAB=:E{0--E){A''0){B-^Ä), 
oder,  wenn  wir         0  —  ^=«,     ^1-0  =  ^,     B-^A^x 
'''**®°'  (EO)(AB)^E{bq»). 

Der  Späth  {bqh)  wird  das  Moment  des  Linientheiles  AB  bezüglich 
der  mit  EO  zusammenfallenden  Geraden  als  Achse  genannt,  wobei  c  eine 
Strecke  Yon  ganz  beliebiger  Länge  sein  kann,  der  gewöhnlich  die  Länge 
Eins  beigelegt  wird. 

Die  Momente  eines  Linientheiles  bezüglich  eines  Punktes  und  bezüg- 
lich einer  Achse  unterscheiden  sich  wesentlich  dadurch,  dass  das  erstere 
stets  eine  ebene  Fläche,  das  letztere  stets  ein  Körperraum  resp.  eine  Zahl 
ist,  wodurch  im  Allgemeinen  die  Momente  bezüglich  eines  Punktes  ungleich- 
artige Grössen,  die  Momente  bezüglich  Achsen  aber  stets  gleichartige 
Grösse^  sind. 

Weil  Qx  das  Moment  Yon  AB  bezüglich  des  Punktes  0  ist,  so  ist 
sein  Moment  bezüglich  einer  durch  den  Punkt  0  gehenden  Achse  gleich  dem 
Producte  aus  einer  Strecke  auf  dieser  Achse  und  seinem  Polarmomente  für 
irgend  einen  Punkt  dieser  Achse,  so  dass  mit  qk  =  ^: 

{EO){AB)^E{em)^E{mB). 

Weil  die  Linientheile  {EO)  und  {AB)  auf  ihren  Trägern  sich  beliebig 
verschieben  lassen,  ohne  ihre  Werthe  zu  ändern,  so  entsteht  der  SatiL*« 

Z0it§ebxm  t  Mathematik  u.  Pbjaik.  89.  Jahrg.  1894.  S.Heft.  <^ 
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«Das  Moment  eines  Linientheiles  bezüglich  einer  Achse  ist  gleich  dem 
Spathe  über  irgend  einer  Strecke  der  Achse  und  einer  der  Strecke  dcB 
Linientheiles  gleichen  Strecke  auf  dem  TrSger  dieses  Linientheiles  als 
gegenüberliegende  Kanten.  Der  Entstehungssinn  des  Spathes  giebt  den 
Sinn  des  Momentes  bezüglich  der  Achse  an.  Das  Moment  eines  Linien- 
theiles bezüglich  einer  Achse  ist  gleich  dem  Producte  aus  einer  Strecke 
auf  der  Achse  und  seinem  Polarmomente  bezüglich  eines  Panktes  der 
Achse.  ** 

Weil  (Qx)=\y  ist,  so  haben  wir  noch: 

{EO){AB)  =  E{b\y). 

iiDas  Moment  eines  Linientheiles  bezüglich  einer  Achse  ist  gleich 
dem  inneren  Producte  aus  einer  Strecke  auf  dieser  Achse  und  der  Achsen- 
strecke seines  Momentes  bezüglich  irgend  eines  Punktes  dieser  Achse, 
gleich  der  Länge  der  Projection  der  Achsenstrecke  auf  die  Achse,  wenn 
€  Einheitsstrecke  ist.^ 

Bezeichnen  wir  das  Moment  des  Linientheiles  bezüglich  der  Achse  < 
mit  M,  <)C  (e,  y)  mit  )>,  setzen  g=spky  dann  ist: 

M=  egcos^^ephcos^. 

Dabei  bedeutet  p  den  Längenabstand  des  Trägers  des  Linientheiles  AB 
von  dem  Punkte  0  der  Achse,  pk  die  Flächonzahl  der  durch  die  Punkte  0, 
A  und  B  bestimmten  Fläche  des  Spathes,  dessen  Höhe  mit  dieser  Fläche 
als  Grundfläche  ecos^  ist 

Femer  haben  wir  mit  (x  e)  =  |  fi : 

Hier  bedeutet  rcos{q^  ^)  die  zu  der  Grundfläche  {%%)  gehörende  Höhe 
des  Spathes,  welche  gleich  dem  kürzesten  Abstände  der  Träger  Yon  {EO) 
und  {AB)  ist.     Setzen  wir  die  Höhenstrecke  gleich  d,  so  ist 

Nun  lässt  sich  noch  setzen  x  =  Z  £  +  x',  wo  x'  die  Projection  yon  x  auf 
eine  zu  e  senkrechte  Ebene  bedeuten  soll,  was  führt  zu 

If  =  ^  x'e  =  €  d  x'. 

«Das  Moment  eines  Linientheiles  bezüglich  einer  Achse  ist  gleich  dem 
Producte  aus  der  Achsenstrecke,  der  kürzesten  Abstandsstrecke  der  Träger 
der  Linientheile  {EO)  und  {AB)^  sowie  der  Projection  des  Linientheiles 
auf  eine  zur  Achse  senkrechte  Ebene*'. 

Setzen  wir  x  =  Xc  +X(t,  wobei  Xc=pe,  x^  parallel  zu  einer  zu  c  senk- 
rechten Ebene  ist,        «  —  ^j.«— «j.«     _l«, 

— »-•    p^lji^    9>fa\\^oi    ^o'-Lxo  iat^  ao  erhalten  wir: 
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i^Das  Moment  eines  Linientheiles  in  Bezog  auf  eine  Achse  ist  gleich 
dem  Süsseren  Prodncte  aus  der  Achsenstrecke,  dem  kürzesten  Abstände 
der  Achse  und  des  Trägers  der  Projection  des  Linientheiles  auf  eine  zur 
Achse    senkrechte  Ebene,   sowie  der  Projectionsstrecke  des  Linientheiles." 

Diese  Definition  des  Zahlmomentes  eines  Linientheiles  stellte  man 
bisher  an  die  Spitze. 

2.  Sind  £|,  Pg  und  t^  die  Strecken  dreier,  im  Pankte  0  sich  schnei- 
dender Achsen ,  M^ ,  M^  und  M^  die  auf  sie  bezogenen  Momente  des  Linien- 
theiles AB^  ist  ^^ 

die   Strecke  einer  vierten  durch  0  gehenden  Achse,   welcher  das  Moment 
M  zukommt ,  das  Moment  des  Linientheiles  bezüglich  des  Punktes  0  gleich 

aJlo,  dann  ist:         M^^u^St^,     «  =  0,  1,  2,  3, 

8 

1 
mithin:  8 

1 

„Aus  den  Momenten  bezüglich  dreier  durch  einen  Punkt  gehender 
Achsen,  die  nicht  einer  Ebene  parallel  sind,  Ittsst  sich  das  Moment  des 
Linientheiles  für  jede  andere,  durch  denselben  Punkt  laufende  Achse 
numerisch  ableiten,  und  es  besteht  dabei  zwischen  den  Momenten  dieselbe 
Vielfachengleichung  wie  zwischen  den  Achsen.** 

Nehmen  wir 

f  =  ai «,  +  flgfg  +  03^3,     ^  =  Äf,  +  y  ^2  +  ^^8»     »^  =  ^*^i  +hh  +  ^»  ^8» 
dann  ist  auch 

•Äf  =  («1«!  +  a^f%  +  a^h)i^h  +yh  +  ffh){^'fi+Kh+^:*h)i 
das  heisst,  (e|e2e3)=l  gedacht: 

«1      «2      08 

M=^     X      y      z 

Kx  Ky  fCg 

und  wenn  wir  diese  Determinante  entwickeln: 

M  =  a^iyh  —  eky)  +  a^ifslcx  —  xlc^  +  a^{xky  —  yhx)^ 

so  dass  die  Momente  bezüglich  der  Achsen  f^,  fg  und  e,  sind: 

M^^yk^—  zJcy=gx  =  lgt     M^  =  eJcx  —  xk^^gy^mg, 
M^  —  xky^ykx='g%  =  ng. 
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3.  Oeht  die  Achse  e  nicht  durch  den  Punkt  0,  sondern  dorch  den 
Punkt  0^=iO+  ö,  nehmen  wir  A^0^  +  q^^O  +  q^  dann  erhalten  wir 
zunächst  Ttr^  -^  „ 

und  weil  ^i  =  ^-^'  i8t|  so  ergiebt  sich: 

M=  €(^  —  S)k  =  «^x  —  b8%, 

„Das  Moment  des  Linientheiles  AB  bezüglich  der  Achse  O^b  ist  gleich 
dem  unterschiede  der  Momente  der  Linientheile  äk  und  0^K  bezüglich 
der  Achse  OtJ* 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  unmittelbar,  wenn  wir  noch 


setzen , 


M  = 


a 


3 


Kx  i^p  i^M 


«1 

a, 

«8 

X 

y 

iS 

— 

*x 

rCy 

Ä, 

«1     flj     a»! 
^1     ^    ^ 

ICgg         tCtf         Kg 


Aus   der  Streckengleichung  des  Momentes,   oder  durch  Auswerthung 
der  Yorstehenden  Determinante  ergiebt  sich: 


1)   M=-{aiM,  +  a^M^  +  a^M,)  +  hs 


+  Ä, 


y 


<h    «1 


+  *. 


0,     0, 


4.  Nanmehr  sei  ein  Verein  Ton  Linientheilen  gegeben. 
Sein  Moment  bezüglich  irgend  einer  Achse  Ot  des  Baumes  ist,  wenn 
0  Coordinatenpol  ist: 

n  n  n 


=  e^igicos  t)i  =  e^ipikiC08r>i^ 


1 


a, 


<*2        «8 


ÄJ/      y<      et 

f^lyX  Myy  f^lft 

Befindet  sich  der  Coordinatenpol  ausserhalb  der  Achse  e,  dann  haben  wir: 


n  n 

1  1 


mithin  ancb: 

1 

«I 

»2                 «3 

^=^'' 

yi  — «^2  '^z  — ^ 

t 

H 

«1      «* 

«8 

«1       ««      «8 

M^P 

ir<      y« 

^/ 

— 

dl       ^3       ^ 

fcl,  s     fcl, 

y   \» 

\ 

L     fcx            Ä^ 

*. 
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Setzen  wir  noch 


yi  I  Vi      »i 


=jaf, 


I  ••  •> 


dann  erscheint  die  Gleichung  1)  wieder,  wenn  wir  die  Determinanten  lösen. 
5,  Wenn  » 

ist,  dann  ist:  ^ 

und  das  ist  der  Fall,  wenn  @  =  0  ist. 

„Ist  @  =  0,  dann  verschwindet  die  Samme  der  Momente  der  sämmt- 
liehen  Elemente  des  Vereines  bezüglich  jeder  Achse  des  Raumes,  die 
Summe  der  Spathe,  welche  eine  beliebige  Strecke  des  Baumes  zur  gemein- 
samen Kante  und  die  Strecken  der  Linientheile  des  Vereines  zu  Gegen- 
kanten haben.*' 

„  Damit  @  =  0  sei ,  müssen  die  Summen  der  Momente  der  Linientheile 
des  Vereines  bezüglich  dreier  ungleichartiger  Achsen  des  Baumes  ver- 
schwinden; ist  solches  nicht  der  Fall,  dann  verschwindet  wenigstens  eine 
dieser  Summen  nicht/' 


§  8.   Aeqniyalens  eines  räumlichen  Vereines  von  Linientheilen 
mit  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen. 

1.  Jeder  Linientheil  AB  lässt  sich  aus  vier  in  keiner  Zahlbeziehung 
stehenden  Punkten  des  Raumes  numerisch  ableiten. 


Sei 


dann  ist: 


4  4 


1 

4 


AB^^iaiE,^ihiEi, 


AB^ 


h 


«2 


-e,je;,+ 


a, 


^8      ^4 


E,E,+ 


E,E,+ 


6,    h, 


a. 


h    h 


E,E,+ 


■^3-^4> 


5«         &• 


E^E^ 


AB==m,^E,E^  +  m,8-B,  ^3  +  m,^E,E^  +  m^^E^E^  +  m^^E.E^  +  m^E^E^. 

Nun  dürfen  wir  setzen: 

AB  =  E^  (tili, -Ej  +  mis-Kg  +  mi4  JS^)  +  {m^E^E^  +  m^^E^E^  +  m^E^E;^ , 

wodurch  der  Linientheil  AB  als  die  Summe  zweier  Linientheile  erscheint, 
?on  ^enen  der  Träger  des  ersten  durch  den  Punkt  E^  geht,  welcher  die 
ihm  gegenüberliegende  Ebene  des  Grund  -  Tetraeders  in  dem  Punkte  F 
schneidet,  der  durch  die  Gleichung  gegeben  ist*. 
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(w,,  +  m,3  +  »1,4)  F=  fiijj^^  +  fn^^E^  +  m^^E^^ 

der  zweite  in  der  eben  genannten  Ebene  sich  befindet.  Die  Trfiger  dieser 
beiden  Linientbeile  schneiden  sich  in  F,  denn  es  ist  das  ttnssere  Prodact 
ans  ihnen  gleich  Nall.     Wir  erhalten  nftmlich: 

=  (muiUj^—  tni^fn^i  +  mi^m2fi)EiE^E^E^  =  0, 

wenn  wir  die  Werthe  der  m- Grössen  snbstitoiren. 

Sind  nnn 

AiBt  =  E^{aiE^  +  hE^  +  c^E,)  +  {diE^E^  +  eiE^E^  +  A^JE^i 
2=:  1,  2y...  n  die  n  Elemente  eines  Vereines  Yon  Linien theilen,  so  ist  ihre 
Summe*  **  " 


1 

n 


+^i{diE^E^  +  e,E,E^  +  fiE^E^. 
1 

Hiernach  besteht  die  Summe  aus  zwei  Linientheilen ,  Yon  denen  der 
Träger  des  einen  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  der  andere  in  einer 
diesen  Punkt  nicht  enthaltenden  Ebene  liegt,  so  dass  diese  Linientheile  im 
Allgemeinen  sich  kreuzen.  —  Weil  die  Fundamentalpunkte  des  Baumes 
unter  der  Beschränkung  willkürlich  wählbar  sind ,  dass  sie  in  keiner  Zahl- 
beziehnng  stehen,  lehrt  diese  Betrachtung: 

,,Ein  räumlicher  Verein  yon  Linientheilen  ist  auf  unendlich  viele 
Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent,  von  denen  der 
Träger  des  einen  durch  einen  beliebig  angenommenen  Punkt  geht,  der 
andere  in  einer  diesen  Punkt  nicht  enthaltenden  willkürlich  angenommenen 
Ebene  liegt'' 

Wenn  der  Verein  einem  Linientheile  äquivalent  ist,  wenn 

n 

1 

ist,  dann  ist:  @@  =  {AB) {AB)  =  0. 

Ist  dagegen  der  Verein  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent 

@  =y;iAiBi  ^AB+CD, 
1 
dann  ist:  ^B®  =  {AB  +  CD){AB  +  CD)  =^  2{ABCDy 

Der  letzte  Ausdruck  verschwindet  nur  dann,  wenn  seine  vier  Punkte 
in  einer  Ebene  liegen,  und  dann  ist  {AB+CD)  einem  Linientheile  in 
dieser  Ebene  gleich. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Verein  von  Linientheilen  einem  LiniBU- 
ibeile  üqaivalent  sei,  ist  mithin: 
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„Eine  Samme  Yon  Linientheilen  ist  nur  dann  einem  Linientbeile 
äquivalent,  wenn  das  Süssere  Prodact  aus  ihr  und  ihr  selbst  verschwindet/* 

Diesen  und  den  vorhergehenden  Satz,  welcher  in  allgemeinster  Weise 
die  Aequivalenz  eines  Sjstemes  von  Linientheilen  zwei  sich  kreuzenden 
Linientheilen  giebt,  hat  bereits  Grassmann  {A^^  Nr.  285)  bewiesen. 

3.  Mit  dem  beliebigen  Punkte  0  als  Reductionspunkt  ist: 

n 

1 
Hierbei  ist  |  y  ein  Feld ,  dessen  Fläche  und  Stellung  bestimmte  Geltung 
hat|   welches  aber  jedwede  Lage  im  Baume  haben  kann.    Wir  dürfen  des- 
halb setzen:  ,         .^      ^^  ,      ^  ,      ^  , 

I  y  =  (0  —  C/)x  =  Ox  —  C/X  , 

womit  das  Feld    zu  einem  Spathecke  wird,  dessen  einer  Eckpunkt  0,   das 
äquivalent  den  beiden  Linientheilen  Ox'  und  ^  C%   ist.    Dadurch  erhalten 

^^^-  @  =  0k  +  0x'-Cx, 

den  Linientheilverein  äquivalent  drei  Linientheilen ,  von  denen  zwei  auf  sich 
schneidenden  Trägern  liegen,  und  es  ist:    . 

@  =  0(x  +  x')-Cx', 

@  =  0  x"  —  C7x',      x"  =  X  +  x'. 

Aber  0%  und  —  Cx'  sind  zwei  Linientbeile,  deren  Träger  sich 
kreuzen  y  und  es  giebt  unendlich  viele  Paare  in  Ebenen  senkrecht  zu  y, 
welche  gleich  \y  sind,  auch  ist  0  ein  beliebiger,  willkürlicher  Punkt  des 
Etaumes,  so  dass  im  Allgemeinen  ein  Verein  von  Linientheilen  auf  unend- 
lich viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent  ist. 

Setzen  wir. (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  4): 

dann  erhalten  wir: 

x"S'=  (05)((7i))  =  OSGB  =  0(5-  0)(C-  0)(i)  -  C), 

x"x'  =  0%'\y  =  0(x  +  ^')  I  y, 

x"x'=x|y  =  ii\yo  =  ^9cos{%,y)  =  Ä^o? 

x"x'  =  k^g^  +  *y  ^y  +  k^g,  =  k^go^x  +  ^y9o,y  +  A:,^o,*. 

„Ein  Verein  von  Linientheilen,  dessen  Resultante  nicht  verschwindet, 
ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linientheilen  äquivalent, 
der  Späth  über  jedem  solchen  Paare  als  Gegenkanten  ist  von  derselben 
Grösse,  seine  Volumenzahl  gleich  dem  Produkte  aus  den  Längenzahlen  der 
Resultanten  und  dem  Achsenmoment  für  die  Centralachse,  gleich  der  In- 
varianten des  Vereines." 
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§  9.  Beduotion  eines  Vereines  von  Linientheilen  auf  iwei  fleh 
senkrecht  kreuzende  Linientheile,  wenn  die  Bednotion  für  die 
Centralachse  iuq  bekannt  ist,    der   eine   Linientheil    in   einer 

gegebenen  Ebene  liegen  soll. 

1.  Diese  Ebene  schneide  die  Centralachse  fi^  in  0,  £  sei  ihre  Stellangs- 
strecke ,  f «  die  Einheitsstrecke  der  Strahlen  fi ,  <)^  (s ,  x)  =  a. 

Mit  0  als  Coordinatenpol  ist  die  Gleichung  der  Ebene  $  mit  der 
ßtellnngsstrecke  ii  ^  i  p  .«  q. 

die  durch  c  und  f«  bestimmte  Ebene  durch  0  hat  die  Oleichung: 
Fttr  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  ist: 

daher  ihre  Gleichung :  a  =  v  [f ,  -  (e  |  f ,)  i] , 

so  dass  die  Einheitsstrecke  dieser  Linie: 


a  Ä : • 

sina 
Für  die  Centralachse  (Aq  ist: 

Wir  dürfen  setzen  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  5): 

X  =  ifci6  +  ^2«'=  kcosas  +  ksinae=^  x^  +  Xg, 

yo  =  ^1  ^'+  ^««  =  ^o^**<^^'+  ^o^ösaf  =  yi  +  yai 
womit  wir  erhalten:   «      ,/%      i  i    \   i  //i      i  i    \ 

wodurch  der  Verein  von  Linientheilen  in  zwei  Partialsysteme  zerfUUt,  ftir 
die  die  Aequivalenzgleichungen  bestehen: 

und  weil  xjyjs=0,  x,  1^2  =  0  ist,  so  ist  jedes  Partialsjstem  Squivaleot 
einer  Einzelresultanten  längs  seiner  Centralachse  ^  welche  Resultanten  die 
Linientheile  x^  und  Xg  iSngs  der  Strahlen  ^i  und  X2  ^^^^t  ▼on  denen  der 
erste  normal  zur  Ebene  $  ist,  der  zweite  in  sie  hineinfällt  Die  Gleichungen 
dieser  Centralachsen  sind: 

^i  =  -15 rWif,      (>2  =  — j^ rt*2«, 

/v  2  '^  2 

Ihre  Äbatände  von  dem  Funkte  0  srndi 
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7  9\  9q  4^^  1  9i 9o  „ j  _  ^ 


8 


and  es  ist: 

A,  Ag  =  I  [(x,  y^  (x^  yg)]  =  |  [(x^  x,  y^)  h  -  (y i  »2  y»)  «1]  =  0  • 

80  das8  A|  und  il,  in  gerader  Linie  liegend  entgegengesetzten  Sinnes  sind. 
Die    Strecken    A^   und  k^  sind    die    kürzesten    Abstände    Yon    ^q,    %^    und 

f*«)  Z2>  ^1""  ^8==  C^""  ^)  ^^*  ^^'^  kürzeste  Abstand  von  ;(,  und  ;(g,  welcher 
fio  rechtwinklig  schneidet.  Damit  ist  der  Verein  von  Linientheilen  auf 
zwei  sich  rechtwinklig  kreuzende  Linien theile  längs  den  Geraden  %j  und 
X^  redncirt,  wir  haben  :  @  _.  p^    1   ^^ 

Mit  K^^FF^^  %^z=  QQ^  erhalten  wir: 

s,x,  =  (PPO(««j)  =  P(P,-P)(«-P)(«^-C) 

=  P(P,-P)[(«^0)-(P-0)](«,-«) 


--  =i- 

XjXg  —    ^ 


Xj  I  Xj       »1  I  *i 

»Sj  I  h   ^1 1  yi 


X)  I  Xj      X|  I  Xg  1 

Ä?g   x,|y,     xjy,        lc\ 

X,  Xj  =  Kl  I  72  +  »2  I  yi  =  ^9(^(C0S^(k  +  m*a)  =  Ä^o' 

gleich  der  Inyarianten  des  Vereines. 

Für  die  Länge  des   kürzesten  Abstandes  der  Centralachsen   Xi  ^^^  t% 

Für  das  Product  aus  den  Längen  der  Linientheile  Xj  und  x^  ergiebt  sich : 
Ferner  haben  wir 

Lassen  wir  den  Neigungswinkel  der  Ebene  $  gegen  die  Centralachse 
yarüren,  dann  beschreiben  die  Punkte  P  und  Q  eine  Punktinvolution  mit 
dem  Mittelpunkte  0. 

Wir  haben:  @  =  Px,+  «x,. 

Ist  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  $,  dann  ist  die  Reduction  für 
diesen  Punkt,  wenn  wir  von  der  vorstehenden  Q\e\c\i\iag  ^^qa^^^tix 
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©  =  iJf  xi  +  (P  -  Jf )  Xi  +  Jlf  x,  +  (^  -  Jf ) », 

@  =  Mii  +  \Y\  +  \7\, 
wenn  gesetzt  wird: 

(P-Jlf)«,  =  |/„     (Q-M)n,  =  \y\, 

und  das  Moment  im  Punkte  M  ist: 

|y=l(/i  +  )''i)  =  (^--af)  «!  +  («-■«■)««. 

aus  welcher  Gleichung  folgt: 

{P-M)\y  =  0, 

denn    es   ist  (P  — üf  )(Q  — Jlf)xg  =  0,    weil    diese    drei  Strecken   in  einer 
Ebene  liegen. 

Das  resultirende  Achsenmoment  steht  senkrecht  auf  dem  Strahle  MP, 

Fällt  M  mit  P  zusammen,  dann  ergiebt  sich: 

7P=m-p)»,]- 

Weil  {Q  —  P)  und  x,  in  der  Ebene  $  liegen,  so  ist  yp  senkrecht  so 
gj,  ffiUt  in  3ti,  P  der  Pol  der  Ebene  ip. 

Weil  M  ein  beliebiger  Punkt  von  iß,  so  sind  die  Achsenmomente  der 
Punkte  eines  jeden  Strahles  der  Ebene  $  durch  ihren  Pol  P  senkrecht  za 
diesem  Strahle. 

Fällt  M  mit  Q  zusammen,  dann  erhalten  wir: 

rs=\[iP-Q)*th 

und  weil(P— Q)  in  der  Ebene  $  liegt,  Xj  zu  ihr  normal  ist,  so  fällt  das 
Achsenmoment  des  Punktes  Q  in  die  Ebene  $^  in  Xr 

Coincidirt  der  Punkt  M  mit  irgend  einem  Punkte  V  der  Geraden  7,, 
dann  haben  wir :  |  y^.  =  (p  -  7)x,  +  (^  -  7)  x, , 

aber  (^  — l^)x2=0,   denn  (Q—V)   und  Xg  sind  parallele  Strecken,   folg- 
lich ist:  |y^=(P-7)xi, 

und   weil  {P—V)  in  ^   liegt,   x^  zu  P  senkrecht  ist,   so  liegt  yr  in  ¥, 
mithin  ist  die  Gei*ade  %2  die  Charakteristik  der  Ebene  $. 

Das  Moment  des  Sjstemes  für  den  beliebigen  Punkt  U  Ton  Xi  ist 

|ytr=(P-C0xx  +  («-I7)x„ 

aber  (P  —  CT)  x^  =  0,  mithin : 

|yi^=(«-Cr)x8, 

EO  dass  nur  für  den  Punkt  P  von  ^i  d^  Achsenmoment  in  ^j  fällt. 

^«i  |yi/  =  («-I^)x„    |y»'=(P-F)x, 

ist,  so  schueiden  sich  die  Ebenen  der  Momente  der  Punkte  von  Xn  (Zt)  ^^ 

X%f  (Xi)' 

Die  Achsenmomentenstrecke  des  beliebigen  Punktes  M  der  Ebene  ^  ist 

y  =  /,  +  /,= I  [(i*  - -a^) ",]  + 1  [(«- Jtf)  0 , 

es  ist  y\  «enlrrecht  zu  (P  — ü)  und  WegV,  m  ^^  7\  ^^Tiki^kt  su  ^. 
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Bezeichnet  t)  den  Winkel  zwiäthen  b  and  y,  so  ist: 


Aber  es  «* '(/^ /,)!==  y'^t /.!  ^  (P_JK)!(^_J^)!  fc.^fc«„ 
wenn  wir 

nehmen,  und  damit  ergiebt  sich: 


/öt)  =  ^,  —  _-  =  ^  ^  ■^- co/flr a. 

„Das  resuUirende  Acbsenmoment  eines  beliebigen  Punktes  M  der 
Ebene  $  ist  stets  senkrecht  zu  der  Verbindungslinie  des  Reductionspunktes 
und  des  Poles  P  der  Ebene  $ ,  mit  der  Aendemng  des  Ortes  von  M  wechselt 
seine  Neigung  gegen  die  Ebene  iß/' 

Mit  M  =  P  ist  f^D  =  0,  y  normal  zu  5ß,  mit  üf=^  ist  ^*=^, 
/^t)  =  QO,  y  ftllt  in  $. 

Die  Neigungswinkel  von  x  und  }^  gegen  die  Normale  der  Ebene  $ 
liegen  im  Allgemeinen  in  verschiedeuen  Ebenen.  Diese  Ebenen  sind  durch 
die  Felder  {ix)  und  {ty)  gegeben.  Bezeichnet  xo  ihren  Winkel,  dann  ist, 
mit  |(ex)=ij;,  |(cy)  =  i^: 

cos  tt>  ==-;?==  • 

Nun  haben  wir: 

n^  =  l(^>*)ll(^y)  =  l(««)(*y)  =  (fH,)|(ey\)  =  xjy\, 

t|i?  =  x,x,(P-lf),       t3=(£x,)t  =  Ä;«„    ^2==(,/^)l=:y;?  =(P-Jif)UV 

mitbin  ist:  x,x,(P-Jlf)  2k^k^bm 

cos  to  = -====.  = 1 

Jfc«Äinaco5a/(P-Jlf)«       k^sin2a 

wenn  cji/  die  Einheitsstrecke  von  {P—M)  bedeutet 

Fällt  insbesondere  M  mit  P  zusammen,  dann  ist  cosn)  =  ^,  der  Winkel 
unbestimmt,  Xj  und  y  sind  parallel;  mit  M=Q  haben  wir  cosU)  =  1  ^  die 
beiden  Ebenen  fallen  zusammen. 

Die  erhaltenen  Besultate  sind  von 

dem  Parameter  des  Linientheilvereines  und  dem  Neigungswinkel  der 
Ebene  $  gegen  die  Centralachse  fio  abhängig.  Dreht  sich  die  Ebene  iß 
bei  demselben  Neigungswinkel  gegen  die  Centralachse,  oder  verschiebt  sie 
sich  parallel  zn  der  Centralachse,  dann  bleiben  diese  Resultate  ungeändert, 
,,Der  Verein  ist  äquivalent  zwei  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Linien- 
theilen  längs  der  Normalen  der  Ebene  durch  ihren  Pol  und  längs  deren 
Charakteristik.*' 
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Wenn  a  =  0  ist,  dann  ist  die  Ebene  senkrecht  zar  Centralaohse,  x, 
und  yi  werden  verschwindend  klein,  der  Pol  föllt  mit  0  zasammen  and 
die  Charakteristik  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene,  der  Verein 
ist  Sqaivalent  x  Ifings  (Iq  und  einem  verschwindenden  Linientheile  iSngs 
der  Charakteristik. 

Wenn  a^^n  ist,  dann  geht  die  Ebene  iß  dorch  die  Centralachse, 
es  wird  x^  =  0 »  ^s  ==  0 ^  x,  =  x>  /i  =  T'o «  ^®^  ^^^  rückt  in  unendliche  Feme, 
die  Charakteristik  liegt  auf  der  Centralachse,  der  Verein  ist  äquivalent  x 
entlang  fi^  und  einem  verschwindenden  Linientheile  längs  der  Normalen 
der  Ebene  durch  ihren  unendlich  fernen  Pol. 

2.  Der  Pol  und  die  Charakteristik  einer  Ebene  iß  lassen  sich,  wie 
bereits  gezeigt  worden  ist,  direct  bestimmen. 

Nach  §  4  sind  die  Centralachse,  die  Normale  der  Ebene  und  ihre 
Charakteristik  einer  Ebene  parallel.     Ist 

®  =  Ox+|yo, 
setzen  wir  _  , 

X  "~~  X j  c  "i"  Xj  c  , 

dann   ist  das  Achsenmoment  im   Pole  P  parallel  zu  x, ,    die  Charakteristik 
parallel  zu  Xg  und  die  Achsenmomente  ihrer  Punkte  fallen  in  die  Ebene  $. 
Das  Achsenmoment  für  den  Punkt  P  ist 

yp=yo  +  l[(0-P)x]  =  w,x,, 


woraus  folgt: 
mithin  ist: 

Weiter  haben  wir,  mit  (P— 0)  =  A, : 

1  _       l(«yf)    _     «il(*i»i)    _      So     ,,.  ,x 

und   es  ist  A^  senkrecht  zu   der  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Ebene  $ 
gegen  die  Centralachse  Hq, 

Die  Gleichung  des  Strahles  x^  lautet: 

Die  Gleichung  der  Charakteristik  ist: 

Weil  das  Achsenmoment  in  Q  =  0+  k^  parallel  zu  x,  ist,  so  haben  wir: 

rQ  =  Yo  +  \  [{0  -  ö)  x]  =  UjX,, 
woraus  hervorgeht : 
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x|y.  =  «,H|x„    «,  =  ^  =  ^, 


80  dasB  ^  I  y  g 

ist.  ' 

Ferner  haben  wir: 


Daher  ist  die  Gleichung  der  Charakteristik  x«: 

Die  Strecken  Aj  and  X^  fallen  in  eine  zu  |  (X|  x^)  parallele  Gerade ,  so 
dass  (ö  —  P)  =  A  =  —  Aj  +  Aj  der  kürzeste  Abstand  der  Strahlen  Xi  'ind  Xg 
ist,  welcher  die  Centralachse  in  0  rechtwinklig  schneidet.     Wir  finden 

A  =  ^(2ö05ec2a)«|(x,xJ,     J  =  ^2co5ec2a. 

Nehmen  wir  noch  auf  Xi  und  ^2  ^^^  Linientheile  PPj  =  Xj,  g^j  =  x^ 
an   nnd  bilden  wir  das  äussere  Product  aas  denselben,  so  ergiebt  sich: 

K,^  =  (PP,)(eft)  =  P(P,-.P)(«-P)(e,-«), 

Xi  xj  =  p- (2  oo5ec  2  a)*  (x,  x)*  =  Ä^o , 
gleich  der  Invarianten  des  Sjstemes. 

§  10.  Bednction  eines  Vereines  von  Linientheilen  anf  zwei  sich 
senkrecht  kränzende  Linientheile ,  wenn  die  Bednction  für  einen 

beliebigen  Strahl  ^  bekannt  ist. 

1.  Ist  0  irgend  ein  Punkt  des  Strahles  fi,  dann  ist: 

@=Ox+|y. 

Wir  gehen  von  einer  Ebene  $  durch  0  aus,  deren  Stellungsstrecke  € 
mit  f&  den  Winkel  a  einschliesst. 

Die  Ebenen  der  Neigungswinkel  der  Strecken  x  und  y  gegen  f  schneiden 
im  Allgemeinen  die  Ebene  %  in  zwei  von  einander  verschiedenen  Geraden, 
deren   Einheitsstrecken  t   und  z'  sein  mögen. 

Die  Gleichung  der  Ebene  ^  ist  mit  0  als  Pol: 

f  1^  =  0. 

Die  Strecken  s'  und  b'  ergeben  sich  ebenso  wie  im  vorigen  Para- 
graphen £*,  es  ist: 
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sma  stni 

wenn  noch  ty  die  Einheitsstrecke  von  y  ^i^d  (  den  Winkel  zwischen  i  und 
y  bedeutet.    Wir  dürfen  setzen: 

y  =  g%i  +  gi6'=  g  cosi  i  +  g  sinh  t"=  y^  +  Y^. 
Damit  wird:  @^ö^^|y^O(x,  +  H,)  +  |(yi  +  y,), 

womit  der  Verein  in  zwei  Psrtialsysteme 

®.  =  (o«i  +  |yi).   ®«  =  (0«.  +  y,) 

von  solcher  Beschaffenheit  zerlegt  ist ,  dass  Xj  |  y|  =  0 ,  m,  |  y^  =  0 ,  jedes 
System  äquivalent  einer  Einzelresultanten  längs  seiner  Centralachse  ist, 
nnd  es  sind  diese  Resultanten  x^^  x,,  welche  sich  rechtwinklig  kreuzen 
(siehe  Heft  2,  Tafel  III,  Fig.  6),  so  dass  wir  haben: 

Sind  A^  und  X^  die  Normalabstände  der  Träger  dieser  Linientheile  Yon  0, 

und  die  Gleichungen  dieser  Träger  x^  nnd  ^^  ^^^^  ^iit  0  als  Coordinatenpol : 

9i= — rii r^xj,     p,  — — — +  t?x„ 

A^,   Ag  und  %2  liegen  in  $,   sind   senkrecht  zu  x^^   A^  ist  der  kürzeste  Ab- 
stand von  Xi  und  /ü,  A^  derjenige  von  ^^j  ^^^  f*    Ziehen  wir  die  Parallele 
zu  A)  durch  P,  dann  schneidet  dieselbe  Xt  ^^  einem  Punkte  Q,  und  es  ist 
(§— P)  der  kürzeste  Abstand  von  Xt  ^^^  Xs« 
Das  Achsenmoment  des  Punktes  P  folgt  aus: 

y/'  =  )'  +  |[(0-P)x]=:y  +  |[«Ai], 
womit  sich  ergiebt,  wenn  wir  den  Werth  von  A|  substitniren  und  rednciren, 

**. 
und  hieraus  erhalten  wir,  indem  xj  =  x  —  x^,  y  =  /i  +  y«  ist, 

X I  y  X I  va  öTa 

womit  yp  als  ein  Vielfaches  von  Xj  resp.  £  erscheint,  der  Punkt  P  demnach 
der  Pol  der  Ebene  ^  ist. 


yp  =  Y%  +  -^ih^i^ 
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Wir  ermitteln  femer  das  Achsenmoment  eines  beliebigen  Punktes  V 
des  Strahles  Xsi  wobei  wir  von  der  Beduction  für  den  Strahl  ^p  des 
Poles  P  ausgehen  wollen. 

Zunächst  ist: 

yf = ypH- 1  l(P - O«]  =  yi>+ 1  KP- ^)«,)  + 1  [*!- i,  -  «*,)x,] 
=  |[(i*-n«i]  +  |[(*i-A,)«,]. 

Setzen  wir  die  Werthe  von  X^  und  X^  ein  und  reduciren,  so  ergiebt  sich: 

y^  =  |[(P-F)x,]. 

Die  Achsenmomente  der  Punkte  V  fallen  in  die  Ebene  $,  mithin  ist 
X^  die  Charakteristik  dieser  Ebene. 
Mit  V=sQ  ergiebt  sich: 

y<?  =  l[(P -«)*,]. 

Gehen  wir  von  V  als  Reductionspunkt  aus,  dann  ist: 

yi'=yK  +  |[(7-P)x]=|[(P-7)x,]  +  |[(7-P)(H.+x,)], 

2.  Mit  P  als  Coordinatenpol  sind  die  Gleichungen  der  Geraden  FQ 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  mit  pi  =  p«  =  A  =  (^  —  P): 

/v  *  rv  • 

die  Multiplication  dieser  Relation  mit  {a^Yf)  giebt: 

und  hieraus  folgt  nach  gehöriger  Beduction: 

ti  =  p-(2cow2a)«. 
Damit  ergiebt  sich: 

i  =  («  -  -P)  =  Jj  (2c(ww2a)»|  (»,*,), 
I=2^(»5ec2a. 

3.  Beieichnet  Ag   den  Abstand   der  Centralachse   fig  vom    Punkte  0, 
dann  ist:  _  IM_ 

und  die  Gleichung  der  Centralachse  ^i^  mit  0  als  Coordinaieii^Ql  Wv\.^V« 
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ferner  ist  die  Gleichung  des  Strahles  PQ: 

Für  den  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  muds  sein: 

iM+„,»KMO+.|(«.x.), 

woraus  durch  Multiplioation  mit  |x  folgt: 

so  dass  der  Fahrstrahl  r«  des  Schnittpunktes: 

^  _  |(xy)     ,    XgXiyt 

Iv  fv    fv  • 

Die  Gleichung  der  Ebene  $  lautet: 

Xj  I  ^  =  0. 

FUr  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  und  der  Centralachse  muss  ^  =  t, 
also,  wenn  wir  die  Gleichung  der  Centralachse  mit  |  Xj  multipliciren ,  sein: 

mithin  ist  der  Fahrstrahl  v  dieses  Punktes: 

|(xy)        x,x^y, 

Iv  Ib      /V     4 

so    dass  die  Centralachse   den   kürzesten  Abstand   der  Geraden   %^  und  Xt 
rechtwinklig  in  C  schneidet  ^  ihn  nicht  kreuzt. 

Bezeichnet  A'  =  (C^P)   den  Abstand  der  Centralachse   vom  Pole?, 
dann  ist:  i  /       x 

es   fällt  die  Strecke   A'  mit  A  =  (Q  — P)   zusammen,   es   schneidet  fiQ  die 
(Q  —  P)  rechtwinklig. 

Ferner  ist,  mit  (g  —  C)  =  A": 

ujad  wir  haben  nun  noch: 

A':r==V;r=tg«a- 
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§  11.  Ein  Verein  von  Linientheilen  ist  äquivalent  zwei  unter 
beliebigem  Winkel  sich  kreuzenden  Linientheilen  x^  und  x^  auf 
den  Tr&gern  ^i  und  x%,  deren  kürzester  Abstand   (Q— p)  =  A 

bekannt  sei. 

1.  Bestimmung  der  Centralachse  f«Q. 

Weil  der  Werth  eines  Liuientheiles  von  der  Lage  auf  seinem  Träger 
unabhängig  ist,  so  lassen  wir  die  Anfangselemente  von  x^  und  x^  mit  P 
und  Q  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  7)  zusammenfallen.  —  Wählen  wir  P 
und  Q  zu  Reductionspunkten ,  so  ist: 

®P^P(iij^  +  xj)  +  Axj  =  Px  +  Axj, 

und  es  sind  hiernach  die  Achsenmomente  in  den  Punkten  P  und  Q: 

yp  =  |(Xxj),    yQ  =  -|(Axi), 

welche  senkrecht  zu  dem  kürzesten  Abstände  von  Xi  und  Xg*  sowie  normal 
zu  den  Linientheilen  x^  und  x^  resp.  sind. 

Bezeichnet  A,  den  kürzesten  Abstand  der  Centralachse  /üq  von  P,  so  ist : 

.    _    I  (xyp)  _  ()c>A)  U  __  x^l  X  Ar. 

Aj  —        ^       —       ^g       ""     ifc*        —  -j^cc/iT^Xj,  x;a. 

Nennen  wir  k\  den  Normalabstand  der  Centralachse  ^iq  von  ^,  dann 

und  mit  Ag  =  —  A'j  ist : 

Aj  =  -^  Cöi*  (x| ,  x)  A ,     Aj  +  Ag  =  A. 

Die  Centralachse  schneidet  daher  den  kürzesten  Abstand  der  Träger 
Xi  und  Xi  rechtwinklig,  der  Schnittpunkt  C  der  Centralachse  mit  {Q  -  P) 
theilt  die  letztere  Strecke  in  dem  Verhältnisse: 

A|  Äg  cos(%2^  *)        ^2  cositi^f  fo) 

Ag         kl    COS(x^,  X)  ÄTj  C(7S(x^,  |LIq) 

Wegen 

X  =  Xj  +  Xj 

ist,  wenn  wir  äussere  Multiplication  gebrauchen, 

X|  X  ^—  X|  Xg  ,       X  Xg  — ^  X|  Xg , 

80  dass  mit  <}C  (x^  >  Xg)  =  c ,  welcher  der  Kreuzungswinkel  von  Xi  ^^^  X%  ist, 

ksin{xi^  x)  =  A^5tnc,     ksin{Ky  Xg)  =  Ä;^^nc. 
Vermöge  dieser  Relationen  erhalten  wir: 

^^_5w(x^^^     ^^  ^^    5in(x,xg) 

ferner  hieraus:  ^^.^  .  ^^  _  ^^^^^  ^  ^^ .  ^^^^ ^  ^^^ 

ZeiUoluiA  f.  Mmtbemmtik  n.  Pbjrtik.  $9.  Jahrg.  1894.  3.  Heft.  \Q 
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Hiermit  ergiebt  sich: 

m(x,  ,x)  An(x,i4)      .        .. 

kl  =  V-^ -C08U^Xa)X^       A-=    — .  008{x,^X)l. 

^1  _    5w(xi,x)    ^    «nCxjXj)    _  ^^'(x, ,x) 

„Die  Centralachse  theilt  den  kürzesten  Abstand  der  Trftger  der  Linien- 
theile  x^  und  x,  nach  dem  VerhSltnisse  der  Tangenten  der  Neigungswinkel 
von  x^  gegen  x  und  von  x  gegen  x^.*' 

Aus  der  Relation  •,  —  ^  _i_  « 

X  —  X|  "T  X^ 

folgt  ferner,  wenn  wir  innere  Multiplication  anwenden, 

xJx  =  Xj?+x,|x,,     x|x,  =  Xi|x,  +  Xg?, 

und   wenn  wir  diese  Werthe  von  Xj  |  x  und  x  |  x^  in  die  Gleichungen  filr  i, 
und  X^  substituiren ,  so  ergiebt  sich: 

_  X J  x^  +  Xgg    ,  _  Xj«  +  xj  Xg 

AI  —  ^8  ^9  *»  —  t2  *' 

^1  =  ^(ÄiC05  c  +  /r,)  A,     A,  =  j^  (Ä,  +  Jc^cos  c)  A, 
und  mithin  ist  auch:  .         ,    ,  ,  , 

Aj   _  Ä,  Äj  C05  C  +  Äjl 

Aj  ""  Äj  Äj  +  h^cosc 
Sind  insbesondere  x^  und  x^  zu  einander  senkrecht,  dann  ist  cos c  =  0, 
folglich:  ^y  ^^  k«rM' 

^^""j^^^  *«-*«*'  A, ""Vä;/' 

Das  Acbsenmoment  in  P  ist: 

yp  =  i  (^«8)i 
also  ist:  •  i  ,  , 

x|yp  =  *t|yo^^  xAx2=  — Axx2  =  —  AxjX2, 

^jo  ^      lsin(7i,K^)sin(Ki,K) 
k  sinz 

Setzen  wir  <);  (xj,x)  =  t),  dann  ist  <C  (x,  x^)  =  c  —  t),  und  es  wird: 

Ä  ""  sint 

Damit    ist  der  sogenannte  Parameter   (g^ :  k)   des  Vereines   bestimmi 

2.  Die  Achsenmomente  der  Punktreihen  auf  Xi  ^^^  Xr 
Für  das  Achsenmoment  des  beliebigen  Punktes  U  auf  dem  Strahle  2i 
erhalten  wir:  7u  =  yr  +  \[{P- U)»], 

SO  dass,  mit  (P—  0")  =  — ux^: 
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aber  es  ist: 

daher:  ^.         i  /  '    \ 

Das  Achsenmoment  im  Pankie  U  ist  senkrecht  zu  %,  der  Verbindnngs- 
strecke  von  U  und  Q ,  sowie  zu  x, ,  so  dass  die  Achsenmomente  der  Punkt- 
reihe %i  sämmtlich  senkrecht  zu  Xi  sind,  die  entsprechenden  Momenten- 
ebenen durch  U  sämmtlich  durch  'j^^  gehen.  Die  Gleichung  des  Hodographen 
der  Achsenmomente  der  Punktreihe  x^  lautet: 

uod  die  Gleichung  der  Geraden  x^  mit  P  als  Ursprung: 

1)  p^UKp 

Die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt,  wenn  wir  q  +  yu=^^ 

oder ,  mit  |  (x|  x^)  ^  ^ : 

2)  *  =  yp  +  u(xi  — a). 

Diese  Gerade,  welche  durch  den  Endpunkt  von  yp  geht  und  parallel 
zu  der  Geraden  p  =  u(x^  —  d)  ist  (siehe  Heft  2,  Taf.  III ^  Fig.  7),  schneidet 
im  Allgemeinen  die  Gerade  Xi  nichi 

Bezüglich  der  Achsenmomente  der  Punktreihe  V  auf  Xt  ergiebt  sich 
entsprechendes.     Nehmen  wir  (P— 7)  =  %",  so  erhalten  wir: 

yv  =  |[vx2-A)x,]=|(x"xi). 

Die  Gleichung  der  Geraden  x^  ^^^  ^^^  Q  ^^^  Ursprung 

p  =  t;xj, 
mithin  ist  der  Ort  der  Endelemente  der  Achsenmomente  der  Punktreihe 
a«f  Xi'  tJ;'=yQ+v(x,  +  a), 

Fttr  den  etwaigen  Schnitt  der  Geraden  1)  und  2)  haben  wir  die  Be- 

^'°«°°8=  Uix,  =  yp  +  tt(x,-«), 

woraus  folgt:  ,      ^ 

(xjd)  kann  nicht  verschwinden,  demnach  muss  sein: 

ypX|  =  0,  das  ist  ^^(Axg)  =  0,  das  heisst  (xj  Xj)^  =  0, 
mithin  muss  sein :  -  •  -   =  0 


Die  Strecken  yp  und  Xj  müssen  parallel  sein ,  yp  muss  mit  Xi  zusammen- 
fallen, Xj  und  x^,  resp.  Xi  und  x%  müssen  sich  rechtwinklig  kreuzen. 
Was  von  Xi  S^^^f  ^^  S^^^  ^Q  entsprechender  Weise  von  Xv 
„Kreuzen  sich  die  Träger  Xi  und  x^  von  ^^  und  x,  unter  rechtem  Winkel, 
dann  liegen -die  Achsenmomente  der  Punktreihen   auf  Xi  und  Xt  j^  ^u  einer 
Ebene,  es  ist  P  der  Pol  und  ji^  die  Charakteristik  deTlSV>«ii<^  ^wx^P  \i\i^\^!^ 
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'  •■'•-  •  f  ^ , 


Weil  ycr  =  I  (x'xj),  y  ^  =  1  (/'«i)»  so  sind  yu  und  yp  senkrecht  za  jj',  Xg  und 
'l'^  X| ,  resp. ,  mithin  ist  in  unserem  Speoialfalle  die  Ebene  der  Achsen- 
momente der  Punktreihe  auf  x^^  (^j)  senkrecht  zu  %,,  (xi),  und  geht  durch 
t\^  (Xi))*  ^^^  ^^^^®  Ebene  ist  die  Polarebene  des  Punktes  Q  und  %y^  ihre 
Charakteristik,  die  zweite  die  Polarebene  des  Punktes  P  und  y^  ihre 
Charakteristik. 

3.  Conjugirte  Geraden. 

Das  Achsenmoment  des  beliebigen  Punktes  Y  auf  ^^  ist: 

Die  Ebene  durch  /'  und  x^  ist  normal  zu  yp»  sie  ist  mithin  die  Polar- 
ebene des  Punktes  F,  es  laufen  die  Polarebenen  der  Punkte  Y  auf  j, 
durch  Xr 

Weil  ferner:  yi.=  |(z'*,) 

ist,  so  gehen  die  Polarebenen  der  Punkte  von  Xi  durch  %^.  —  Deshalb  heissen 
X,  und  ^2  conjugirte  Geraden  des  Linientheilvereines. 

lyZwei  Geraden  sind  in  Bezug  auf  ein  Linientheilsystem  conjngirt, 
wenn  die  Polarebenen  der  Punkte  der  einen  Geraden  durch  die  andere 
Gerade  hindurchgehen.^ 

Nun  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden  SStze: 
„Die  Pole  der  Ebenen  eines  Ebenenbtlschels  liegen  in  einer  Geraden, 
diese  Gerade  und  die  Achse  des  Ebenenbüschels  sind  conjugirte  Linien.*  — 
Die  Polarebenen  der  Punkte  einer  Geraden  bilden  ein  Ebenenbttschel ,  diese 
Gerade  und  die  Achse  des  Ebenenbtlschels  sind  conjugirte  Geraden.  Be- 
findet sich  eine  Gerade  ^i  in  einer  Ebene  $,  dann  geht  die  ihr  conjugirte 
Gerade  %,  durch  den  Pol  dieser  Ebene. 

§  12.  Reduction  eines  Vereines  von  Linientheilen  auf  zwei  sich 

kreuzende  Linientheile,  wenn  die  Reduction  fbr  die  Centralachse 

bekannt  und  der  Tr&ger  des  einen  Linientheiles  gegeben  ist 

1.  Sei  gegeben  der  Träger  ;(j  von  X| ,  dann  sind  die  zu  ihr  conjugirte 
Gerade  x<^^  x^  und  Xg  zu  ermitteln. 

Der  kürzeste  Abstand  (P— Q)  =  A  der  beiden  Geraden  ;(j  und  7,  in^^ 
die  Centralachse  rechtwinklig  schneiden,  was  in  Q  geschehen  möge. 

Mit  (P— C)  =  ili,  (C-0  =  Aj,  Ai  +  A2=A  muss  sein: 

■  yi'  =  yo- l(^i»t)  =  — IU«2)i    yQ  =  yo+l(^2«)  =  l(^*i)i 

Bekannt  sind   die  Beductionselemente   x   und  y^  für  die  Centralachse, 
Bowie  Xjf    der  kürzeste  Abstand  von  Xi  ^^^  (*oi  ^^   ermitteln  haben  wir 
^Sf  ^f  Zg*  ^1   ^^^  ^2* 
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Darch  die  GleichuDgen  für  die  Achsenmomente  erhalten  wir: 

woraus  folgt:  ,        x       i  i.   •   /        \ 

9qC0s{%^,  x)  s=  l^hsin{y.^,  x), 
so  dass 

^  =  ?i<5r(x,x,)  =  Z2/^(x,,x) 

ist,  woraas  folgt:  7 

<^(x,  X2)  =  p^(x,,  x)  =  ^. 

?2  =  ^co<^(xi,  x). 

Damit  sind  die  Neigung  des  Strahles  x^  gegen  fiQ  und  die  Länge  des 
kürzesten  Abstandes  beider  Strahlen  bestimmt. 

Im  Falle  senkrecht  conjugirter  Achsen  haben  wir  ^(x,  x,)  e=co^^(X|,  x), 

so  d&ss  /     V  4 

Nachdem  die  Lage  von  %^  bekannt  geworden  ist,  haben  wir  die  Grössen 

von  x^  und  x,  auf  x^  und  x^y   welchen  der  Verein  äquivalent  sein  soll,   zu 

bestimmen.   Es  ist:    .  ■       ,  ,  ,  ,  • 

*'^i='\7o  +  h^y     Ix,  ==  Xj  X  —  I  yo- 

Aus    diesen  Gleichungen    ergiebt   sich   durch   innere  Quadratur  ihrer 
Seiten :  (;i  ^^),  _  j,s^  +  (i,  x)2  +  2  y„  A,  k  , 

a««)*  =  y*o  +  (ii»)»-2yoAi»'. 
aber  es  ist  (xy0)  =  O,  daher: 

(i  «i)*  =  A  +  (*»  *)- .  (*  "»)*  =  A  +  (^.  «)* ' 

Pä»,  =  p«,  +  P,  Ä»,         P  ft«,  =  f,«o  +  ^i  **. 
womit  sich  ergiebt: 

«-, p      .  «j ^j       . 

Aber  es  ist  ausser  g^  und  Ä;  nur  l^  gegeben,  weshalb  Jc^  und  k^  ledig- 
lich mittelst  dieser  Grössen  darzustellen  sind,  und  weil 

ist,  so  ergiebt  sich: 


jfc%^    *»«  +  Ä«P.    «'«««  ^*f  »^ 
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ist,  80  erhalten  wir  ooch:         r.  .^/„  ^x 

k^       sin  (X| ,  x) 

2.  unsere  Reduction  lässt  sich  aber  anch  noch  in  einer  etwas  anderen 
Weise  durchführen. 

Mit  Xi  ^n<l  f«o  ^8^  <^^^  kürzeste  Abstand  (C— P)  =  A|  dieser  Geraden 
gegeben.    Das  Achsenmoment  im  Pnnkte  P  ist: 

Die  Einheitsstrecke  der  Schnittlinie  der  Ebene  durch  ^f,  und  yp  und 
der  Polarebene  des  Punktes  P  sei  e';   diejenige  von  x^  sei   c,   dann  Iftsst 

sich  setzen:  ^^t,  ._i_i.  /— «  _i_., 

und  es  ist  damit:  _ 

@p  =  xi  +  txj  +  |yp),     x,|yp==0. 

Durch  diese  Zerlegung  wird  der  Verein  äquivalent  X|  und  94  iSngs 
%,  und  eines  Strahles  %2*  Bezeichnet  A  s=  (Q  —  P)  den  Normalabstand 
dieses  Strahles  von  P,  so  ist: 

mithin  die  Gleichung  von  x«»  wenn  P  Coordinatenpol  ist, 

Mit  dem  obigen  Werthe  von  yp  ergiebt  sich: 

A  =  —1  ^  «m(x2 ,  x)  +  Ä? co5(xj ,  x)  I  kl» 

Sind  X|  und  x^  normal  zu  einander,  in  welchem  Falle  yp  und  ji 
coincidiren,  dann  ist: 


womit  sich  ergiebt: 


li  s=  ^cotg{Kot  x),     k^  =  Äcos(x,  x,), 


iL  =  5ec«(xj,  k)A.,    Z  =  2^co5ec2(xo,  x). 

3.  Um  unter  den  gegebenen  Verbältnissen  die  Reduction  eines  Vereioes 
auf  zwei  sich  kreuzende  Lioientheile  vorzunehmen,  ist  es  nicht  unbedingt 
nöthig,   von   dem   kürzesten  Abstände   der  Strahlen  fig  und  ^i  auszugehen. 

Ist  P'^P  irgend  ein  Punkt  von  X|.  (C— P')  =  A'  der  Abstand  dieses 
Punktes  von  der  Centralachse  fi^ ,  so  ist  das  Achsenmoment  in  diesem  Punkte 

yp'  =  yo  +  l(^'^) 

und 

Nun  schneide   die  Polarebene  des  Punktes  P'  die  Ebene   [^yp'inp]  in 
der  Geraden  8\    so   dass  wir  x  in  der  Richtung  von  x^  nnd    $    zerlegen, 
setzen  dürfen: 
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womit  wir  erhalten: 

@P'  =  Xj  +  (xj  +  |yp'),     xj  I  y/"  =  0. 

Daher  ist  der  Verein  äquivalent  x^  und  x^  längs  ^^  und  X2 «  ^^^  Normal- 
abstand des  Strahles  X2  ^0^  -P'  ^^^' 

und  die  Gleichung  der  Geraden  x«  lautet  mit  P'  als  Ursprung: 

Mit  dem  Reductionspunkte  auf  Xi  wechselt  das  Achsenmoment,  daher 
ändert  x^  dann  seine  Grösse ,  Xj  seine  Bichtung  und  Grösse »  es  ändert  sich 
die  Stellung  der  Polarebene,  mithin  wechselt,  wenn  P'  die  Xi  beschreibt| 
die  Xs  ihre  Richtung  und  Lage  im  Räume,  woraus  folgt: 

„Zu  einer  Geraden  giebt  es  unendlich  viele  conjugirte  Geraden,  ein 
Linientheilverein  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden  Linien- 
theilen  äquivalent,  wenn  eine  der  conjugirten  Geraden  gegeben  ist,  voraus- 
gesetzt, dass  die  Rednctionsresultante  des  Sjstemes  nicht  verschwindet.^ 

§  13.  Das  NülUystem  eines  Vereines  von  Linientheilen. 

Jede  Ebene  des  Raumes  besitzt  in  Beziehung  auf  ein  Linientheilsjstem 
einen  Pol  und  eine  Charakteristik.  Jeder  Punkt  des  Raumes  ist  der  Pol 
einer  durch  ihn  hindurchgehenden  Ebene,  welche  senkrecht  zu  dem  Achsen- 
momente dieses  Punktes  isi 

Die  Gesammtheit  aller  Punkte  des  Raumes  als  Pole  und  der  durch 
sie  hindurchgehenden  Ebenen,  welche  senkrecht  zu  den  Achsenmomenten 
dieser  Punkt«  sind,  der  Polarebenen  dieser  Punkte,  nennen  wir  das  Null- 
system oder  das  Polarsystem  des  Linientheilvereines. 

Die  Achsenmomente  der  Punkte  eines  durch  den  Pol  einer  Ebene 
gehenden,  in  ihr  liegenden  Strahles  sind  senkrecht  zu  dem  Strahle.  Ist  b 
seine  Einheitsstrecke  und  sehen  wir  ihn  als  Achse  an,  dann  ist  das  Moment 
des  Vereines  bezüglich  dieser  Achse,  wenn  y^  das  Achsenmoment  ihres 
Punktes  iKf  ist,  e\yM  =  0^  so  dass  das  Moment  für  alle  Achsen  durch  den 
Pol  einer  Ebene  in  ihr  verschwindet.  In  jeder  Ebene  des  Nnllsystemes 
liegt  daher  ein  Strahlenbüschel  von  Achsen,  für  welche  die  Momente  des 
Vereines  verschwinden.  Der  Pol  der  Ebene  ist  der  Mittelpunkt  des  Büschels. 
Jeder  Punkt  des  Raumes  ist  der  Träger  eines  Strahlenbüschels  von  Achsen 
mit  verschwindenden  Momenten,  dasselbe  liegt  in  der  Polarebene  dieses 
Punktes. 

Schneiden  wir  den  Verein  durch  ein  Parallelebenenbttschel ,  so  liegen 
die  Pole  der  Ebenen  dieses  Büschels  in  einer  zur  Centralachse  parallelen 
Geraden ,   ihre  Charakteristiken  in  einer  zu  ihr  parallelen.  Hb^xi^.  —  ^ygä. 
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die  Elemente  eines  solchen  Büschels  senkrecht  zur  Centralachse ,  dann  ist 
der  Ort  ihrer  Pole  die  Centralachse,  der  Ort  ihrer  Charakteristiken  die 
unendlich  ferne  Ehene  des  Baumes. 

Schneiden  wir  den  Verein  durch  ein  System  von  Ehenen,  welche 
parallel  zur  Centralachse  sind,  dann  liegen  die  Pole  der  Ebenen  unendlich 
fern  und  ihre  Charakteristiken  sind  die  Projectionen  der  Centralachse  auf  sie. 

Die  Pole  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels,  dessen  Achse  die  Central- 
achse ist,  liegen  unendlich  fern  und  ihre  Charakteristiken  fallen  mit  der 
Centralachse  zusammen. 

Die  Orte  der  Pole  aller  Systeme  von  Parallelebenen,  welch'  erstere 
parallel  zur  Centralachse  sind,  deren  conjugirte  Geraden  unendlich  fem 
liegen,  heissen  Durchmesser  des  Linientheilvereines.  Die  Centralachse  ist 
der  einzige  Durchmesser ,  welcher  auf  den  zu  ihm  conjugirten  Ebenen  senk- 
recht steht. 

§  14.  Die  Doppelstrahlen  eines  Linientheilvereines. 

1.  Die  Träger  zweier  Linien theile ,'  welche  einem  Vereine  von  Linien- 
theilen  äquivalent  sind,  sind  stets  conjugirte  Geraden.  —  Nur  im  All- 
gemeinen sind  zwei  conjugirte  Geraden  die  Träger  von  zwei  dem  Vereine 
äquivalenten  Linientheilen ,  denn  es  sind  auch  zusammenfallende  conjugirte 
Geraden,  sogenannte  Doppellinien  des  NuUsystemes ,  vorhanden. 

Sind  Xi  ^^^  Xi  2^®^  conjugirte  Geraden,  so  sind  die  Polarebenen  der 
Punktreihe  Xg«  (Xi)  senkrecht  zu  den  Achsenmomenten  der  Punkte  von  %^^  (ji) 
und  gehen  durch  Xi  >  {%%)>  Mit  x^  =  X2  sin^l  die  Achsenmomente  der  Pnnkt- 
reihe  Xi  ^^^^  senkreckt  zu  Xv  Ist  das  Achsenmoment  eines  Punktes  einer 
Geraden  senkrecht  zu  ihr,  so  sind  die  Achsenmomente  aller  ihrer  Punkte 
zu  ihr  senkrecht. 

„Eine  Gerade  ist  Doppellinie,  wenn  das  Achsenmoment  eines  ihrer 
Punkte  senkrecht  zu  ihr  ist.**  —  „Die  Strahlen  des  Strahlenbüschels  in 
einer  Ebene,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  dieser  Ebene  ist,  sind  Doppel- 
linien." —  ^  Jeder  Punkt  des  Baumes  ist  der  Mittelpunkt  eines  Strahlen- 
büschels von  Doppellinien,  derselbe  befindet  sich  in  der  Polarebene  dieses 
Punktes. " 

2.  Sind  Xi  ^^^  Xi  ^^^^  conjugirte  Geraden  und  ist  ip  eine  dritte  Gerade, 
welche  Xi  ^^^  X2  ^°  ^i  ^^^  '^  resp.  schneidet,  dann  ist  A^  der  Pol  der 
Ebene  [V'X2]}  ^^^^  Achsenmoment  ist  normal  zu  tf;^  A^  der  Pol  der  Ebene 
[^Xili  3®^^  Achsenmoment  normal  1/;,   mithin  ist  tf;  eine  Doppellinie. 

^Jede  Gerade,  welche  zwei  conjugirte  Geraden  des  NuUsystemes 
schneidet,  ist  eine  Doppellinie." 

3.  Das  Achsenmoment  im  Schnittpunkte  einer  zur  Centralachse  nor- 
malen Geraden  ist  senkrecht  zu  ihr. 

„Alle  die  Centralachse  senkrecht  schneidende  Strahlen  sind  sich  selbst 
coj^'ugirt " 
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§  15.   Der  Complex  erster  Ordnnng. 

1.  Die  Doppellinien  des  Nollsjsiemes  eines  Linientheil Vereines  machen 
einen  Complex  erster  Ordnung  aas;  alle  durch  einen  Punkt  gehende 
Doppelstrahlen  erfüllen  eine  Kegelfläche  erster  Ordnung,  eine  Ebene;  alle 
in  eine  Ebene  fallenden  Doppelstrahlen  umhüllen  eine  Linie  erster  Classe, 
nSmlich  einen  Punkt 

2.  Sobald  fi^  und  die  Beduction  ©ssx  +  It^o  ^^^P*  ffo'^^P  gegeben 
sind,  ist  das  Nullsystem  des  Linienthoilvereines,  sind  seine  conjugirten  Geraden 
und  sein  Complex  bestimmt. 

3.  Sei  ilf  irgend  eine  Doppellinie,  (P— (7)  =  il  ihr  kürzester  Abstand 
von  der  Centralachse  fiQ  (siehe  Heft  2,  Taf.  III,  Fig.  8).  Das  Achsen- 
moment in  P  ist:  yp=y^-|(Ax) 

und  es  ist,  weil  yp  senkrecht  zu  i/;  ist,  yp|<^  =  0.     Ferner  haben  wir: 

^ jk« — '     ^=Y^^' 

wenn  <)C  (««»  ^)=c  gesetzt  wird,  woraus  folgt: 

„Das  Product  aus  der  Länge  des  Abstandes  eines  Complezstrahles  von 
der  Centralachse  und  der  Tangente  seines  Neigungswinkels  gegen  die 
Centralachse  ist  gleich  einer  constanten  Grösse,  gleich  dem  Parameter  des 
Complezes.'' 

Sei  0  irgend  ein  Punkt  von  jliq,  TJ  irgend  ein  solcher  von  '^^ 

P=0  +  Po.     V^O  +  Q. 

Weil  der  Complexstrahl  senkrecht  zu  k  und  yp  ist,  so  ist  derselbe 
parallel  zu  |(A}^p),  mithin  seine  Gleichung: 

p  =  po  +  <*l(^yp). 

und  wenn  wir  den  Werth  von  yp  substituiren ,  so  erhalten  wir: 

*  =  ?o  +  «l|i[ro-l(*«)]l, 

*  =  Po +  »{|(iyo) +  *»«!. 

oder  auch:  (p  -  ,„)||(Ay,)  + Ai«}  =0 

als  Gleichung  des  Complezstrahles. 

Aber  es  ist  i  — . «       /.  i «  ^ . 

wenn  z  die  Einheitsstrecke  von  ^n^  bedeutet,  daher  auch: 

P  =  Po  +  <*{l['^o-(«|Po)«>yo]  +  (^oO*«}» 

^  =  Po  +  «*{  I  (Poyo)  +  (Po  «)- «} . 
oder  aach: 
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(?-?o){l(*oyo)  +  (po«)*-»}=o. 

die  QleiohuDg  des  Complezstrables.     Lassen  wir  Qq  als  Parameter  Tariiren, 
so  giebt  diese  Gleichung  alle  Complezstrahlen  des  Systemes. 

Wählen  wir  den  Punkt  0  als  Ursprang  eines  rechtwinkligen  Ck>ordinateii- 
systemesi  fi^  als  Achse  der  0^  €  =  ^3;  setzen  Qi  =  Xiii  +  yii^+0ii^^  be- 
denken, dass  Yo^^9oh^  a^ks^  ist,  und  substituiren  wir  diese  Wertbe  in 
die  letzte  Oleichung,  so  bekommen  wir: 

* 

+  [{xo^i  +  yoB2  +  eoe^)e^]^kt^]  =  0. 

Lösen  wir  die  Klammer  und  reduciren ,  dann  spaltet  sich  diese  Oleichang 
in  die  drei  Gleichungen: 

^-^0  _  Po  —  y  ^     ^-^0 


womit  die  Gleichungen  der  Complezstrahlen  in  rechtwinkligen  Coordinsten 
bekannt  sind. 

Die  Gleichung  einer  Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder  vom  Badins  l 
um  die  Centralachse  ist: 

Die  Tangente  dieser  Curve  ist  parallel  zu  der  Strecke 

ot 
für  den  Neigungswinkel  t)  der  Tangente»  resp.  der  Curve  gegen  die  Achie 
erhalten  wir:  l//   dgX- 

^   \  dl /        m 

'dt 
Wählen  wir  nun  die  Steigung  der  Schraubenlinie  so,  dass 

ist,  dann  sind  die  Tangenten  der  Curve  Complezstrahlen. 

„Auf  jedem  Ereiscylinder  um  die  Centralachse  als  dessen  Achse  liegen 
unendlich  viele  Schraubenlinien  gleicher  Ganghöhe,  deren  Taugenten 
Complezstrahlen  des  Li nientheil Vereines  sind.'' 

Weil  jede  Schmiegungsebene  einer  solchen  Schraubenlinie  durch  zwei 
aufeinander  folgende  Complezstrahlen  geht ,  so  ist  jeder  Punkt  der  Schrauben- 
linie der  Pol  seiner  Schmiegungsebene  daselbst. 

Mit   I  =  0  ist  /^c  =  Qo,    <X  c  =  i?r,  der  Cylinder  degenerirt  in  die 

Centralachse,  die  Complezstrahlen  sind  senkrecht  zu  ihr.     Wächst  2,  dann 

nimmt    der  Werth  tgi  ab,    die  Neigung    der   Complezstrahlen    gegen  die 

Centralachse  verkleinert  sich  und  mit  2  =  00  werden   die  Complezstrahlen 

parallel  zu  der  Centralachse. 
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§  16.    Die  Centralaohsenfläolie. 

1.  Sind  2i  ^T^^  %%  irgend  zwei  conjugirte  Geraden  eines  Vereines  von 
Linientheilen ,  dann  schneidet  seine  Centralachse  den  kürzesten  Abstand 
{Q  —  P)=k  dieser  Geraden  rechtwinklig  und  es  ist: 

X,       tg{K,  Kg) 

Lassen  wir  die  Grössen  der  Linientheile  X|  and  x^  auf  ^i  ^^^  Xv 
denen  der  Verein  Äquivalent  ist,  varilren,  dann  variirt  die  Centralachse 
nach  Lage  nnd  Neigang  gegen  x^  und  ^j.  Dadurch  erhalten  wir  die 
Centralachsen  sSmmtlicher  Vereine  von  Linieniheilen,  welche  je  zwei  Linien- 
theilen  auf  x^  und  %^  äquivalent  sind.  Diese  Centralachsen  bilden  iu  ihrer 
Qesammtheit  eine  geradlinige  Fläche ,  deren  Erzeugenden  in  zu  dem  kürzesten 
Abstände  der  conjugirten  Geraden  senkrechten  Ebenen  liegen  und  den- 
selben schneiden,  es  ist  die  Gerade  des  kürzesten  Abstandes  die  Leitlinie 
der  Fläche. 

1.  Die  Fahrstrahlgleichung  der  Centralachse  ist  mit  P  als  Beziehungs- 

oder,  wenn  wir  setzen: 

wobei   f|,  §2   und   i^  die  Einheitsstrecken  von  X|,   k,   resp.  x,,  %^  und  l 

Q'^hh  +  ^iK^i  +  hh)' 


bedeuten : 

Aber  es  ist 


l 


mithin  auch: 


Weil  noch 


kJk^cost  +  *»),,,,        «IN 


ist,  so  geht  die  vorletzte  Gleichung  mit  x  =  uA^^,  y  =  uk^  über  in 

xycost  +  y^       ,      ,         , 

womit   eine  Gleichung   der  Achsenfläche  vor   uns  steht,    und    es    ist   ihre 
Gleichung  in  schiefwinkligen  Coordinaten: 

(a?*  +  2xyco8z  +  y*)  z=:(xycosz  +  y*)  l. 

Mit  M  =  ^{P+  Q)  als  Coordinatenpol  erhalten  wir,  wenn  wir  nehmen 

^  1 

U=P+Q  =  M+Q^^  wodurch  q=  {M— P)  +  Qi  =  ^1  +  Qi  ist: 

2  («» +  2xy  m  c  +y*)*  =  (y'  -  «*)l. 
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Die  Achsenfiäche  ist  vom  dritten  Grade. 
Im  letzteren  Falle  ist  mit  z  z=z  -j^a: 

o  y*  —  •*'* 

""        ""   x^+2xyco8i  +  y^    ' 

wodurch  wir  erkennen,  dass  es  vier  Vereine  von  Linientheilen  giebt,  deren 
Centralachsen  vom  Punkte  M  gleiche  Abstände  besitzen. 
2.  Die  Fabrstrablgleichung  der  Centralachse  lautet: 

Nun  ist  auch: 

^  8inc  '      *  sine      '  sine 

mit  welchen  Werthen  wir  erhalten: 

oder,  wenn  wir  <)C  (x, ,  x)  =  tt)  setzen: 

p  = H Ibo  +  u [sin  (c  —  n}) €,  +  ÄtnttJ «ol , 

und   diese  Gleichung  ist  bei  variablem  W)   und  ti  eine  Fahrstrahlgleichung 

der  Achsenfläche. 

Setzen  wir  jetzt: 

U5tn(c  —  tt>)  =  «,    u5mn)  =  y, 


wodurch 


u*  = 7-Ö ^— 

stn^c 


wird,  dann  geht  die  Gleichung  der  Achsenfläche  über  in 

xycosc  +  y^        ,     ,  , 

^=  a^+2xycosz  +  y^  ^^8  +  ^^,+y^r 

3.  Eine  Gleichung  der  Achsenfläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  lässt 
sich  auf  folgendem  Wege  construiren. 

Mit  P  als  Ursprung  legen  wir  die  Achsen  des  Richtsjstemes  so,  dass 
die  Achse  e^  den  Winkel  c  =  26  halbirt,  e^  ^^  ^^^  Eböne  dieses  Winkels 
zu  ihr  senkrecht  ist,  Sg  wieder  mit  dem  kürzesten  Abstände  der  beiden 
conjugirten  Geraden  zusammenfUUt ,  und  setzen  <)t(£it  x)  =  t),  dann  ist  za- 
nächst  die  Gleichung  der  geradlinigen  Fläche: 

9  =  ^^3  +  ^  «3*  «1  =  ^1  h  +  u{QOS\>ti+  8in\>  e^). 
Aber  es  ist: 

_8in(b  —  r>)cos{b  +  \>),      1  /.      8in2\>\ 
'  8in2l  ^^2\        sin2b)^' 

wodurch  wir  erhalten: 

als  Gleiobang  der  Fläche  in  den  Variablen  t«  und  )). 
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Nehmen  wir  „ ^,^  ^  ^^    „j„.„^  ^  y^ 

wodurch  «,12»  =  2xy :  («»  +  y") 

wird,  dann  ist;  j  /  2a;«  \ 

mitbin  die  Gleichung  der  Fläche  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

20{x^  +  y^)  =  {x*  +  y*'-2xyco8ec2b)l 

Verlegen  wir  den  Coordinatenarsprnng  nach  j!f=^(P+Q),  so  er- 
giebt  sich:  .     .        X       1    ^n2t)  , 

(>1  =  U{C0S\>  £i  +  MWt)  »,)  -  g-  ^^g^^  l  «8, 

und  die  Coordinatengleichung  der  Fläche  lautet: 

4.  Die  Gleichung  des  Kreiscjlinders  vom  Badius  Eins,  dessen  Achse 
mit  fj)  znsammenftUt,  ist  mit  P  als  Ursprung  und  bei  rechtwinkligen 
Coordinaten:  ^  «.  ^^-h  .  -i_  «.••»**  e  -l*«. 

diejenige  der  Achsenfittche  ist: 

Für    die   Schnittlinie   beider  Flächen  ist  T  =  p,   was  bedingt  «« =  1, 

80  dass  die  Gleichung  der  Schnittcunre : 

1 /,       m2o\, 
ö  =-  cost>ei  +  8tnt>i^  +  ^[l^-^T^^^)lssf 

oder,  mit  co^t)  =  a?:  , 

.    /i i-  .   ^f.      2xj/l-x^\, 

Die  Curve  verläuft,  da  ihre  Fahrstrahlen  nur  endliche  Längen  be- 
sitzen, vollständig  im  Endlichen,  sie  ist  keine  gemeine  Schraubenlinie,  auch 
liegt  sie  nicht  in  einer  Ebene  ^  denn  das  äussere  Product  aus  den  drei 
ersten  aufeinander  folgenden  Derivationsstrecken  des  Fahrstrahles  nach  der 
Variablen  verschwindet  nicht,  was  aussagt,  dass  zwei  aufeinanderfolgende 
Schmiegungsebenen  der  Curve  nicht  zusammenfallen. 

5.  Die  Achsenfläche  werde  von  einem  Kreiscylinder  geschnitten,  welcher 

durch  ihre  Leitlinie  hindurchgeht,  sein  Radius  sei  gleich  Eins,  itf  =  p  (^+  0 

sei  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten.  —  Die  Fahrstrahlgleichungen  der 
beiden  Flächen  sind: 


»=(öj  +  «wt>j)ej  +  (a2  +  stnt)^)€^  +  to«^^  Y^\\^i^^^ 
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-_-.>^,^^^< 


Für  die  SchDittlinie  beider  Fl&chen  ist  t  =  ^,  was  giebt: 

woraus  folgt:  ^  stn^D 

80  dass  die  Fabrstrahlgleicbung  der  Schnittcurve : 

a  =  (2a,co5*t)  +  aj«n2ü)cj  +  (aim2ü  +  2a^sin^)^)€^  -  r5m2©fj 
lautet. 

Aacb  diese  Curre  besitzt  keine  unendlich  fernen  Punkte,  denn  ihre 
sämmtlichen  Fahrstrablen  haben  endliche  Längen ,  sie  ist  eine  ebene  Curre, 
eine  Ellipse,  denn  das  äussere  Prodnct  aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten 
Ableitung  des  Fahrstrahles  nach  der  Variablen  verschwindet. 

„Jeder  durch  die  Directriz  der  Achsenfläche  gehende  Ereiscylinder 
schneidet  diese  Fläche  in  einer  Ellipse.^ 

§  17.   Zwei  Vereine  von  Linientheiieit 

1.  Sind  @  und  &  zwei  Vereine  von  Linientheilen  und  reduciren  wir 
dieselben  für  den  Punkt  0,  dann  ist: 

Damit  diese  Vereine  einander  äquivalent  seien,  müssen  wir  haben: 

(S-.(S'=0,  das  ist  O(x-x')  +  |  (y-/)  =  0, 
mithin : 

X  =  X  und  y  =  /. 

„Zwei  Vereine  von  Linientheilen  sind  einander  äquivalent,  wenn  fllr 
den  nämlichen  Reductionspunkt  die  resultirenden  Linientheile  fQr  sich  and 
die  resultirenden  Momente  resp.  Achsenmomente  einander  gleich  sind." 

2.  Seien  x/,  {»1,  2,...n,  xV»  t^l,  2^.,.n  die  Elemente  zweier 
Vereine  von  Linientheilen. 

Reduciren  wir  diese  Vereine  für  denselben  beliebigen  Punkt  0  des 
Raumes,  dann  ist: 

@  =  02:x/  +  |y  =  0x  +  |y==0x  +  0vi+v„      f,  =  -.v,, 
&  =  02;x'/+  I  /=  Ox'+  |/=  Ox'+  Ov\  +  v,,    /,  =  -  V,. 

Führen  wir  die  Reduction  so  durch ,  dass  (v^  +  v^)  und  (v  |  +  v\)  Paare 
gleicher  Breite  sind,  alsdann  liegen,  wie  v^  und  v',,  so  auch  v^undViin 
einer  Ebene ,  deren  Träger  sich  in  einem  Punkte  S  schneiden  (siehe  Heft  II, 
Taf.  III,  Fig.  9),  und  es  ist: 
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Moltipliciren  wir  die  Gleichung: 

^  2:x|  =  X  +  V,  +  Vg 

mit  K/* ,  80  wird : 

xV-Sxi  =  xi'J  +  xV  V,  +  xV  Vj  =  xV(x  +  vj)  +  xV  V,  =  X I' V;  +  »V  V2> 

tj;  =  X  +  Vr 

„Die  Summe  der  Spathe  mit  dem  Linientheile  xV  &l8  gemeinsamer  Kante 
und  den  Linientheilen  des  ersten  Sjstemes  als  Oegenkanten  ist  gleich  der 
Summe  der  Spathe  mit  derselben  gemeinsamen  Kante  und  den  beiden  sich 
kreuzenden  Linientheilen,  welchen  das  erste  System  äquivalent  ist,  als 
Gegenkanten.* 

Bilden  wir  nun  die  Spathsummen  von  @  bezüglich  aller  Linientheile 
Ton  @\  so  ist: 

Znr  2:x|  =  E7i'  (x  +  Vj  +  Vj)  =  (x  +  v\  +  v',)  (x,  +  Vj  +  v,). 

Die  Durchführung  der  Multiplication  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  giebt: 

Aber  wir  haben: 

jT  X  =  "X*  Vj  =  v'j  X  =  7j  Vj  =  v'j  V,  =  0, 

denn  die  Linientheile  dieser  Producte  liegen  auf  sich  schneidenden  Trägern. 
Ferner  ist:  -.^-^^^^.^^^^ 

denn  diese  beiden  Körpertheile  sind  entgegengesetzt  gleich,  es  ist: 
(;', V,)  =  (S JT,) {ON,)  =  SN\ 0N^  =  S{N\  -S)(0-  S) (N^  -0)  =  v\   v, 
(7,5,)  =  (8N\){0N,)  «=  SN\ ON,  =  S{N\  -8){0-  8){N,  -0)  =  v\ d  v, 
=  Vj  a  »',  =  —  v',  a  V,  :h  —  (7,  V,). 

Demnach  erhalten  wir: 

Nun  ist;     j-^  ^  Qf^^_  0)^g_  0){N'^-8)^  xöv',, 
daher :  *'  ^»  =  ^^^'~  ^^  ^^  "  ^^  ^-^»  -  «)  =  »' «  "„ 

aber  es  ist:  ,  ,       i   ^      •         i 

folglich  auch: 

ZE%i*iii  =  X  I  /  +  x'  I  y  =  kgcos{7iy  y)  +  1cgcos{K,  y). 

Wir  nennen  ZE^v^i  die  doppelte  Momentensumme  der  beiden  Vereine 
von  Linientheilen  in  Beziehung  aufeinander,  wobei  wir  aber  nur  die  Spathe 
der  Körpertheile  in  Frage  ziehen,  übrigens  auch  die  Körpertheile  gesetzt 
werden  können,  indem  solche  gleichartige  Grössen  sind. 

,Die  doppelte  Momentensumme  zweier  Vereine  von  Linientheilen  in 
Bezug   aufeinander  ist  gleich  der  Summe  aus  den  intLet^Ti  PxQdxxs^VKa  ^^x 
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Besultantenstrecke  des  ersten  Systemes  und  dem  Achsenmomente  des  zweiten, 
der  Resultantenstrecke  des  zweiten  und  dem  Achsenmomente  des  ersten 
Systemes." 

Diese  Momentensumme  versclEhwindet  in  den  folgenden  Ffilleir: 

1.  Wenn  x  +  |  y  =  0,  oder  x  +  |  /=  0  ist,  das  heisst,  wenn  6  oder 
@'  äquivalent  Null  ist. 

2.  Wenn  x  =  0  und  7  =  0  sind,  das  heisst,  wenn  jeder  Verein  gleich- 
zeitig einem  Paare  äquivalent  ist. 

3.  Wenn  y  =  0  und  /=  0  sind,  das  heisst,  wenn  @  und  6'  Einzel- 
resultanten äquivalent  sind. 

4.  Wenn  gleichzeitig  x  |  /=  0  und  x'  |  y  =  0  sind,  das  heisst,  wenn  je 
die  Reductionsresultante  des  einen  Vereins  auf  dem  resulürenden 
Achsenmomente  des  anderen  senkrecht  steht. 

6.  Wenn  (x'  |  y)  =  —  (x  |  /)  ist,  oder  (x' Vj)  =  —  (xv'j)  ist,  dasa  heisst, 
wenn  die   resultirenden  Eörpertheile   oder  Spathe   entgegengesetsi 
gleich  sind. 
Sind  die  beiden  Vereine  bezüglich-  eines  Punktes  0  einander  äquivalent, 
dann  ist:  -       _,    .        -, 

X  s=  X        Vg  =  V  2 , 

mithin:  _^  _ 

2: Xx  ^ x/  =  2  X  vj  =  2x  I  y  =  2ä;^  C05  (x,  y)  =  2kgQ. 

Die  Gleichung: 

££Kt^i  =  -S2;x|xV  =  X  I  /+  x'  I  y 

stellt  eine  Relation  zwischen  den  Momenten  der  Elemente  des  Linientbeil- 
vereines  der  xi  in  Bezag  auf  Achsen  dar,  welche  die  Träger  der  Elemente 
des  Vereines  der  xV  sind ,  und  umgekehrt  —  Verschwindet  diese  Doppel- 
summe, dann  ist,  wenn  @  =  Ox  +  |  X  ^^'  @'=0,  das  heisst,  @' redncirt 
sich  auf  Null,  und  umgekehrt. 

„Die  Doppelsumme  verschwindet,  wenn  irgend  einer  der  beiden  Vefeine 
äquivalent  Null  ist.*' 

3.  Sind  £/  und  s'r  die  Einheitsstrecken  irgend  zweier  (Geraden,  daon 
nennon  wir  den  Späth  des  Productes  iV^/  das  Moment  dieser  beiden  Geraden 
in  Bezug  auf  einander. 

Bezeichnen  wir  dieses  Moment  mit  itf,  dann  ist: 

wenn  d  die  Abstandsstrecke  der  beiden  Geraden  bedeutet. 
Dadurch,  aber  auch  direct,  kann  geschrieben  werden: 

£2y/fKi  =  £2Jctki{Et'et). 

Es  bedeutet  hij'th)    das  Moment    von   xi   bezüglich    der  Achse  fr, 
2^A;/(i'/'7/)   das  Moment  des  Vereines   der   x/  in  Bezug  auf  die  Achse  Tr, 
2!<£JcrJci(fi»ii)    die    doppelte   Momentensumme    von   @  und   &  in  Bezug 
aa/einander. 
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Setzen  wir:  2k,{i',.U)  =  Mt, 

d&iiii  ist  •  * 

Ist  nan  ««,/  ,,-/_.       ^  * 

2;2:Ä;rÄ;/(crf|)  =  0, 

dann  ist:  n' 

und  es  besteht  die  Oleichung: 

h\Mi  +  h\M^  +  k\M^  +  "+  h'n'Mn*  =  0. 

„Verschwindet  die  doppelte  Momentensnmme,  dann  besteht  zwischen 
den  Momenten  des  einen  Vereins  in  Bezug  auf  die  Träger  des  anderen 
eine  lineare  Oleichung,  die  Coefficienten  der  Momente  sind  die  Längen  der 
Linientheile  auf  den  Trägem,  deren  Summe  verschwindet." 

Soll  umgekehrt  ^v-'  -  i    '  i    m 

eine  Relation  zwischen  den  Momenten  des  Vereins  der  x/  in  Bezug  auf  die 
Achsen  x'r  darstellen  ^  die  unabhängig  von  der  Lage  gegen  die  Achsen  ist, 
so  muss  die  rechte  Seite  dieser  Oleichung  verschwinden ,  es  muss  x'  =  0 
und  /  =  0  sein,  das  heisst,  @'==0  sein,  es  muss  ein  Linientheilsystem  @' 
längs  den  Achsen  eV  geben  ^  dessen  Summe  verschwindet. 

4.  Wählen  wir  den  Punkt  0  als  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten, 

setzen:  x  =  ä,  c^  +  ä^  a,  +  Ä^fg,       y  =  g^s^  +gyS^  +  g^  tj, 

dann  ist: 

ZZHtüi  =  k^g'x  +  kyg'y  +  k^g\  +  k'^g^c  +  k'^gy  +  k\g^. 

Die  Entwicklung  weiterer  Beziehungen  zwischen  zwei  Linientheil- 
sjstemen,  namentlich  die  Darstellung  des  sogenannten  Oleichgewichtes, 
habe  ich  mir  für  eine  spätere  Abhandlung  vorbehalten,  indem  nämlich  der 
Inhalt  dieser  Arbeit,  die  sich  ganz  absichtlich  an  den  Gedankengang 
SchelTs  anschliesst,  genügt,  um  vorerst  die  Kinematik,  insoweit  solche 
der  Ingenieur  nöthig  hat,  zu  behandeln.  Alsdann  wird  der  Werth  des 
geometrischen  Kalküls  viel  markanter  hervortreten.  Mit  Rücksicht  hierauf 
empfehle  ich  die  Arbeit  über  Curven  und  Flächen  von  Hermann  0 rass- 
mann dem  Jüngeren,  deren  Kenntniss  ich  voraussetzen  muss,  zum  ge- 
fUligen  Studium.  Ein  Lehrbuch  der  analytischen  Oeometrie  ist  überdies 
für  den  Druck  in  Vorbereitung. 

Zürich,  im  März  1893. 
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Vffl. 

Ueber  die  Auflösung  der  Oleiohungen 
vom  fünften  Grade. 

Von 

Dr.  W.  Heymann 

iu  CLenmitx. 


Vorbemerkung. 

Seit  ungefähr  acht  Jahren  habe  ich  mich  ab  und  zu  mit  der  trans- 
cendenten  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  beschäftigt  Meinen  Unter- 
suchungen lag  zumeist  die  Idee  zu  Grunde ,  solchen  algebraischen  Gleichungen 
nachzugehen,  deren  Wurzeln  durch  hjpergeometrische  Reihen  höherer 
Ordnung  dargestellt  werden  können.  Auf  solche  Weise  erledigte  ich  ins- 
besondere die  trinomische  Gleichung  in  völlig  allgemeiner  Darstellang. 

Durch  einen  speciellen  Ansatz  wurde  ich  immer  zu  Gleichungen  mit 
nur  einem  Parameter  geführt,  und  diese  Gleichungen  waren  ausserdem 
noch    dadurch   ausgezeichnet,    dass   ihre   Discriminante    die   binomische 

annahm,  unter  p,  q  ganze  Zahlen  veirstanden.  Dies  ist  in  üeber- 
einstimmung  damit,  dass  die  zugehörigen  hypergeometrischen  Differential- 
gleichungen —  Differentialresolventen ,  wie  ich  sie  nenne  —  die  einzigen 
singulären  Punkte  a;  =  0  und  x=  l  besitzen. 

Ich  habe  mich  sodann  quadrinomischen  und  mehrgliedrigen  Gleichungen 
mit  einem  Parameter  zugewendet  und  die  Bedingung  festgehalten,  dass 
deren  Discriminante  die  oben  erwähnte  zweigliedrige  Form  habe.  Auf 
diese  Weise  treten  nun  unendlich  viele  besondere  Gleichungen  auf,  die 
theils  ganz  direct,  theils  auch  indirect  mit  hypergeometrischeu  Functionen 
höherer  Ordnung  in  Verbindung  gesetzt  werden  können.  Ich  will  im 
zweiten  Theil  dieser  Abhandlung  eine  Anzahl  solcher  Gleichungen  mit- 
theilen, und  es  wird  sich  zeigen,  dass  die  Gleichungen  für  die  Kreistheiloog, 
die  einfachsten  Modulargleichungen  resp.  die  Jacob i 'sehen  Oleichnngen, 
ebenso  die  bekannten  Resolventen  der  Gleichung  fünften  Grades  n.  s.  t 
erscheinen.  Das  Auftreten  jener  Gleichungen  ist  eigentlich  selbstverstSnd- 
Jicb,    insofern   selbige  eben  eine  D\%cnm\uwi\Ä  ^«t  \^«^^xc^O(i^'L»^  ^qtol  be- 
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sitzen.  Unser  Ansatz  liefert  aber  auch  noch  andere  bemerkenswerthe 
Gleichungen,  die  bisher  nirgends  erwähnt  wurden. 

Was  insbesondere  die  Gleichungen  vom  fünften  Grade  anlangt,  so 
stellte  sich  unter  Anderem  eine  Besolvente  ein,   deren  Form  folgende  ist: 

a;w*  +  60«;»+15i£^+l=0, 
mit  der  Discriminante :  ^^^%rßi^^\i 

und  welche  ich  weder  in  den  diesbezüglichen  Aufsätzen  der  Herren  Gordan 
und  Klein,  noch  in  Klein 's  „Vorlesungen  über  das  Ikosaeder^  auf- 
finden konnte.  Bemerkt  sei  sogleich,  dass  obige  Resolvente  ihre  Gestalt 
nach  Anwendung  der  Transformation: 

io  +  w'  +  6«;tr'  =  0 

nicht  ändert;  die  neue  Gleichung  in  iv  besitzt  aber  ein  neues  x  =  x\ 
welches  mit  dem  ursprünglichen  durch 

rc'  =  6*  —  a? 
verknüpft  ist.  Dieses  Resultat  veranlasste  mich  schon  vor  längerer  Zeit 
mit  Hilfe  jener  zwei  Resolventen  eine  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 
fünften  Grades  zu  versuchen,  und  ich  erreichte  es  auch.  Wenn  ich  mit 
der  Publication  dieser  Untersuchungen  bisher  zurückgehalten  habe,  so  hat 
dieses  einen  zweifachen  Grund. 

Zunächst  ergab  sich  für  mich  die  ausserordentlich  lohnende  aber  auch 
zeitraubende  Aufgabe,  die  einschlägigen  Arbeiten  zu  studiren,  um  zu  er- 
fahren, welche  Stellung  meine  Resolvente  in  der  Theorie  von  Gordan 
und  Klein  einnimmt.  Es  zeigte  sich,  wie  zu  erwarten,  dass  die  seither 
bekannten  Resolventen  fünften  Grades  mit  oben  erwähnter  durch  eine 
sehr  einfache  Tschirn  haus -Transformation  in  Verbindung  gesetzt  werden 
können.  Eben  deswegen  kann  ich  auch  meiner  Resolvente  eine  principielle 
Bedeutung  nicht  beimessen,  nur  will  ich  auf  die  Symmetrie  in  meiner 
späteren  Darstellung  hinweisen,  welche  gerade  durch  jene  Resolvente,  nach- 
dem sie  gespalten  ist,  erreicht  wird. 

Ein  anderer  Grund  für  die  Verzögerung  meiner  Mittheilungen  war 
eine  Anregung ^  die  mir  durch  Herrn  Kronecker  im  Jahre  1886  wurde. 
Ich  hatte  Herrn  Kronecker  zwei  bestimmte  Integrale  mitgetheilt,  welche 
die  Auflösung  einer  allgemeinen  quadrinomischeu  Gleichung  darstellen, 
und  auf  seine  Veranlassung  hin  beschäftigte  ich  mich  mit  jenen  Integralen 
genauer  und  entwickelte  selbige  in  Reihen.  Die  Entwickelung  bezog  sich 
ursprünglich  auf  die  Gleichung: 

e^+a0^+  bz+\  =0 

und  ergiebt  daher  ein  Integral,  beziehentlich  eine  Reihe  mit  zwei  Ver- 
änderlichen. Später  habe  ich  dann  die  Aufgabe  ganz  allgemein  in  Angriff 
genommen  und  in  meinen  „Studien**  veröffentlicht.* 

*  Stadien  über  die  Transformation    und  Integration  der  Di€er^\it\^V-  wxi<^ 
DifSerenzenglwchuDgea  nebst  einem  Anhang  verwandter  Auigaben.  B.Qi  Jl^\i\>Ti«t  A^^V, 
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Bestimmend  für  aUe  diese  Untersuchungen  war  aber:  Eine  Auflösung 
der  Gleichung  fünften  Orades  zu  finden^  welche  der  Kroneoker'schen 
Anforderung  genügt,  dass  eine  j^accessorische  Irrationalität"  yermieden 
werde.  Betreffs  der  vorhin  erwähnten  Integrale  und  Reihen  mass  ich  be- 
merken, dass  sie  zunSchst  nur  eine  formale  Bedeutung  haben,  da  die 
Grenzen  ihrer  Oiltigkeit  schwer  festzustellen  sind.  Aus  diesem  Grund 
habe  ich  noch  eine  zweite  Auflösungsmethode  in  Betracht  gezogen,  bei 
welchen  die  Wurzeln  der  Gleichungen  durch  ,,Eetteufunctionen'  dar- 
gestellt werden.  Solche  Kettenfunctionen  werden  durch  unendliche  Processe 
definirt,  so  etwa,  dass  man  auf  eine  Grösse  x  unendlich  oft  eine  bestimmte 
Operation  f  ausübt.  Eetteifbrüche  sind  ein  specieller  Fall  derselben.  Die 
Convergenz  der  Processe  lässt  sich  hier  leichter  feststellen  als  bei  den  ent- 
sprechenden Reihen ,  besonders  dann ,  wenn  man  die  geometrische  Deutung 
nicht  ausser  Acht  lässt. 

Die  vorliegende  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Theile.  Im  ersten  Theil, 
der  ein  abgeschlossenes  Ganzes  für  sich  bildet,  soll  eine  vollständige  Auf- 
lösung der  Gleichung  fünften  Grades  gegeben  werden,  und  es  sei  bemerkt, 
dass  der  Versuch  gemacht  ist,  jene  Auflösung  so  elementar  zu  begründen, 
als  nur  möglich.  Es  sollen  alle  functionen-  und  invariantentheoretischen 
Begriffe  ausgeschlossen  werden;  nur  die  in  Mitten  auftretende  Ikosaeder- 
Irrationalität  bedarf  zu  ihrer  numerischen  Berechnung  der  hjpergeometrischen 
Reihe,  weil  ohne  transcendente  Hilfsmittel  eine  Gleichung  fünften  Gradee 
überhaupt  nicht  lösbar  ist. 

Es  versteht  sich  ganz  von  selbst,  dass  unsere  Resultate  an  vielen 
Stellen  mit  denen  von  Gordan  und  Klein  übereinstimmen  müssen.  Ich 
habe,  damit  diese  üebereinstimmung  nirgends  verschleiert  und  die  Priorititt 
genannter  Autoren  gewahrt  werde,  möglichst  die  Klein 'sehe  Bezeichnung 
angenommen.  Im  Uebrigen  sei  auf  die  unten  genannte  einschlägige  Literatur 
verwiesen. 

Hiemach  ist  also  der  erste  Theil  dieser  Arbeit  für  solche  Leser  be- 
stimmt, welche  in  Kürze  die  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades  fiber- 
blicken wollen,  etwa  in  der  Weise,  wie  man  das  bei  den  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades  gewöhnt  ist.  Selbstverständlich  gestalten  sich 
die  Vorgänge  bei  den  Gleichungen  fünften  Grades  verwickelter,  und  man 
wird  am  Schlüsse  eine  natürliche,  von  Kunstgriffen  freie  Darstellung  ver- 
langen, wie  sie  eben  von  dem  höheren  Standpunkt  der  Theorie  des  Ikosaeders 
aus  thatsächlioh  gewonnen  wird.  In  diesem  Sinne  —  als  vorbereitende 
Leetüre   —  möchte  jener  erste  Theil  verstanden  werden! 

Der  zweite  Theil  der  Abhandlung  enthält  allgemeine  Erörterungen. 

Insbesondere  wünschte  ich  eine   kurze  Mittheilung  über  Gleichungen  mit 

binomischer  Discriminante  und  über  die  directe  Darstellung  der  Wunehi 

mittelst  f^unctionen  mehrerer  Veränderlicher  zu  machen.      Diese  Fragen 

bezieben  sich  allerdings  auf  die  G\Q\(i\vxmg,Ck\i  ^^ux  m  kU^^i^meinen;  sie  sind 
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aber  hier  dazu  bestimmt,  den  ersten  Theil  meiner  Arbeit  zu  Tervollständigen, 
indem  sie  sich  unmittelbar  auf  die  Gleichung  fünften  Grades  übertragen 
lassen. 

Literaturverzeichniss. 

Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik: 

Bd.  75  8.  292 — 335.  A.  Schwarz.  Ueber  diejenigen  Pttlle,  in  welchen 
die  Gauss'sche  hypergeometrische  Reihe  eine  algebraische  Function 
ihres  vierten  Elementes  darstellt.  —  1872. 

Bd.  87  S.  97  — 142.  L.  Fuchs.  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welche  algebraische  Integrale  besitzen,  und  eine 
neue  Anwendung  der  Invariantentheorie,  —  1875. 

Bd.  87  8.114—133.  L.  Kiepert.  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 
Grades.  —  1878. 

Mathematische  Annalen: 

IX.  Bd.  8.183  —  208.     F.  Klein.     Ueber   binttre  Formen   mit  linearen 
Transformationen  in  sich  selbst.  —  1875. 

XI.  Bd.  8.  115  — 118.  F.  Klein.  Ueber  lineare  Differentialgleichungen.  — 
Juni  1876. 

XI.  Bd.  8.401 — 411.    F.  Brioschi.    La  th^orie  des  formes  dans  Tint^- 
gration  des  6quations  diff^rentielles  Unfaires  du  second  ordre.  —  1876. 
XII.  Bd.  8.  167—  179.    F.  Klein.     Ueber  lineare  Differentialgleichungen 
(Fortsetzung).  —  April  1877. 

XII.  Bd.  8.503  —  560.     F.  Klein.     Weitere    Untersuchungen   über    das 
Ikosaeder.  —  August  1877. 

XIII.  B4  8.  109— 160.  F.  Brioschi.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleich- 
ungen  vom  fünften  Grade  (Brioschi 's  Resultate  ans  den  Jahren 
1858  —  1866  enthaltend).    -  October  1877. 

XIII.  Bd.  8.  375  —404.  P.  Gordan.  Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen 
vom  fünften  Grade.  —  Januar  1878. 

XIV.  Bd.  8.  111  —  172.  F.  Klein.  Ueber  die  Transformation  der  ellip- 
tischen Functionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.  — 
Mai  1878. 

Einzel -Werke: 
Yorlesungen   über  das  Ikosaeder  und   die  Auflösung  der  Gleichungen  vom 

fünften  Grade  von  F.  Klein.  —  B.  G.  Teubner.    1884. 
Vorlesungen  über  Invariantentheorie  von  P.  Gordan.     Herausgegeben  von 

G.  Kerschensteiner.  —  B.  G.  Teubner.    1887. 


166        üeber  die  Anflösnog  der  Oleichungen  vom  fünften  Grade. 


I.  Theil. 

1.   Die  Eesolvente  von  Brioschi. 

Wenn  man  in  die  Theorie  der  OleichuDgen  fünften  Orades  eindringt, 
sei  es  nun  von  Seiten  her  der  Modulfunctionen  (Jacobi),  oder  der  hj^per- 
geometrischen  Functionen  (Schwarz),  oder  der  Invariantentheorie  (Gordan), 
oder  der  Theorie  des  Ikosaeders  (Klein),  immer  wird  man  zunächst  auf 
einige  sehr  specielle  und  merkwürdige  Besolventen  geführt,  welche  eine 
allgemeine  Auflösung  des  Problems  ermöglichen.  Diese  Resolventen  stellen 
sich  auch  ein,  wenn  man  die  Gleichung  fünften  Orades  in  quadrinomischer 
Form  voraussetzt  und  derselben  die  Bedingung  auferlegt,  dass  ihre  Dis- 
criminante  binomisch  sei.    Vergl.  Theil  II,  A  dieser  Abhandlung. 

Wir  stellen  an  die  Spitze  unserer  Untersuchung  eine  der  funda- 
mentalsten dieser  Gleichungen,  nämlich: 

1)  t^  -  10  fi^  +  45^^  -  T  =  0. 

Diese  Resolvente  findet  sich  schon  bei  Brioschi*;  in  ihr  bedeuten 
fnnd  T  zunächst  gegebene  Zahlen,  die  Bezeichnung  /",  T,  t  ist  die  Klein'sche 
und  entspricht  der  Theorie  des  Ikosaeders. 

Wir  versuchen  jetzt,  die  Gleichung  1)  in  Verbindung  mit  anderen 
Resolventen  zu  setzen,  insbesondere  mit  solchen,  in  denen  ausser  der 
vierten  auch  die  dritte  Potenz  der  unbekannten  fehlt,  und  erreichen  es  in 
einfachster  Weise  durch  die  Substitution: 

2)  *  =  i^t*l^^, 

V 
wenn  k  dermassen  bestimmt  wird,  dass 

Äj»  -  3  =  0.  ^ 

Somit  finden  wir  zwei  neue  Resolventen,    welche  in  der  gemeinsamen 
Form**: 

3)  (24ä--^)i,5+20i?»+5äi?  +  1  =  0 

enthalten  sind,  wobei: 

4)  Ä=  +  l/3,    i;= — ?-^. 

2.  Die  Besolvente  der  i;. 

Wir  wollen  von  jetzt  ab  die  Gleichung: 

5)  ÄT^ß+20i?«  +  5A;t^  +  l=0, 
in  welcher:  '^ 

^>* 

*  Annali  dt  Matematica  ser.  1,  t.  I  (1858). 
**  Ea  ist  dicä  die  bereits  in  der  Vorbemerkung  erwähnte  Resolvente,  nur  da« 
dort  die  Klummergröase  mit  x  bezeichnet  mü^  T\«ltv)  ^^%^\aA»  "vurde. 
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6)  Ä  =  2U  - 


gesetzt  worde,  als  Besolrente  der  i)  bezeichnen.    Je  nachdem  wir  dem 
*  die  Werthe:  jfc,  =  +  ^3     oder     Ä,  =  -  /3 

ertheilen,   werden  wir  h^,  i/j  beziehentlich  h^^   t}^  schreiben.*     Die  beiden 
h  ?ind  offenbar  die  Warzeln  der  quadratischen  Gleichung : 

7)  Ph^  +  2Typh  +  (T«  -  1728^, 

und  man  bemerke,  dass: 

8)  Ä^- 7*^  =  48/3. 

Fttr  die  beiden  17  hat  man: 

9)  ly.  =      ^^,—      und     tj^^  .  —  1 

sie  können  als  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

10)  {fi-sni^-'2ty'fri  +  f=o 

angesehen   werden.     Bildet    man   mittelst  9)   die  Ausdrücke   für  t/^i/g  ^^^ 
^1  "^  Vi  ^^^  vergleicht  selbige ,  so  ündet  man ,  dass 

11)  »?,  —  i;g  ••=2t/iT/8j/3. 

Diese  von  f  und  t  freie  Beziehung  ist  für  das  Folgende  wichtig;  ver- 
möge derselben  traneformirt  man  die  Resolvente  der  rji  in  die  der  rj^  und 
umgekehrt. 

3.  Simultane  Besolventen  der  17. 

Ausser  den  beiden  Resolventen  der  17 ,  welche  in  Nr.  5  Abschnitt  2 
enthalten  sind,  bestehen  noch  weitere  algebraische  Beziehungen,  welche 
die  sich  entsprechenden  Grössen  rj^  und  rj^  gleichzeitig  enthalten,  und 
welche  simultane  Resolventen  heissen  mögen.  Ich  stelle  hier  vor 
Allem  diejenigen  Resolventen  fünften  Grades  zusammen  ^  deren  ich  später 
bedarf.     Diese  sind: 

-Bo  =  \Vi'  +  20  i/i*  +  5ä,  t?j  +  1  =  0, 

^«  =  Kvi'^u'  +  2V  +  Kvi  +1  =  0, 

^3  =  ^^i' V  +  2t?,«  +  hvi  +1  =  0, 

-B4  =  ^»?i  V  +  ^ViVi  +  *2^i  +  ^hVi  +1  =  0, 
\  B5  =  Ä,V  +  20i^/  +  ök^ti^  +1  =  0. 


12) 


*  Wenn  man  -171  an  Stelle  von  4*171  schreibt,  so  kann  man  die  Unter- 
Bcheidang  von  jtj  und  kt  ganz  aufgeben;  die  der  beiden  ?i  bleibt ^^diC^OcLV^^Vj^^^"^« 
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Beiläufig  sei  auch  die  symmetrische  und  homogene  Besolvente: 

13)  Äji/i«-  5Äj  V?«  +  10Äiiy/V-  10ä,Vi?,»+  6»,i?iV^»,V  =  0 

erwähnt,  welcher: 

14)  i?i  =  p(^  +  ^3/),    i7,  =  9(<-/37) 

genügt,  unter  g  einen  Proportionalitätsfactor  verstanden.  Die  Existenz  der 
simultanen  Resolventen  verificirt  man  leicht  auf  Orund  der  Beziehung  11), 
ans  welcher  folgt: 

^^)  ''•  =  1  +  2M,   '"'^'  "« =   1+2*.%  ' 

Setzt  man  nämlich  den  Werth  von  ri^  in  i2|  und  B^  ein,  so  resultirt 
Bq\  setzt  man  den  Werth  von  i^i  in  B^  und  B^  ein,  so  entsteht  JS5.  üebrigen« 
gehen  die  letzten  drei  Resolventen  aus  den  ersten  drei  auch  durch  einfache 
Buchstabenvertauschung  hervor. 

Des  Weiteren  sei  bemerkt,  dass  sich  alle  Potenzen  und  Fotenzen- 
producte  der  Form  tji'ri^^y  wo  p  und  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  und 
p  +  q>  2  auf  eine  Form  zweiten  Grades: 

reduciren,  deren  Coefficienten  Ä,,.F  nur  von  h^  und  h^^  das  heisst  von 
dem  Verhältniss  T*  :  f^  abhängen.  Hier  kann  auch  noch  das  Glied  i}|i}| 
mit  Hilfe  der  Beziehung: 

11)  2iyji;,;/3  =  i7i  — i7g 

beseitigt  werden. 

4.   Eine  allgemeinere  Eesolvente. 

Gordan*  und  Klein**  haben  wohl  zuerst  den  glücklichen  Gedanken 
gefasst,  durch  eine  mit  zwei  disponiblen  Constanten  ausgestattete  lineare 
Verbindung  der  Wurzeln  von  zwei  einfachen  Resolventen  fünften  Grades 
eine  allgemeinere  Lösung  zu  construiren.  Es  ist  dies  einer  der  wichtigsten 
Fortschritte,  der  in  der  Theorie  jener  Gleichungen  zu  verzeichnen  ist 
Denn,  während  die  erste  Methode  der  Auflösung,  nämlich  die  von  Her- 
mite  entdeckte,  sich  auf  die  trinomische  Form: 

erstreckte,  gelang  es  Gordan  und  Klein,  die  quadrinomische  Form: 

16)  y^+Öay^+5ßy+Y^0 

ganz  direct  aufzulösen  und  hiermit  die  umständliche,  von  Bring 
und  Jerrard  modificirte  Tschirnhaus-Transformation  zu  vermeiden. 
Klein  hat  durch  geometrische  Betrachtungen  jeden  Zweifel  beseitigt,  dass 

*  Math.  Annalen  XIII.  Bd.  S.  400,  Nr.  19. 
•*  /irosaeder,  Vorlesungen,  8. 10b,  "Nr.  SO. 
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jene  Transformation  eine  überflüssige  Complication  des  ganzen  Ansatzes 
herbeiführt. 

Fragen  wir  jetzt,  welcher  Gleichung  eine  lineare  Verbindung  unserer  17,  also 

^^)  y^PVi  +  QVi^ 

genfigt ,  unter  p  und  q  zunächst  völlig  unbestimmte  Zahlen  verstanden.  — 
Bezeichnen  wir  die  sich  entsprechenden  Werthe  von  iji  und  tj^  genauer 
durch  171 V  und  172^,  wo  v  =  0,  1,2,3,4^  so  folgt  zunächst  aus  der 
Form  der  Resolvente  der  17,  dass:  ■ 

V  V  V  V 

dass  weiter  auch  wegen: 

11)  2rj^fi^j/S  =  fii  —  fj^ 

die  Beziehung:  ^^  ^ 

V 

besteht.  Hieraus  erhellt ,  dass  obige  lineare  Verbindung  der  17 ,  bei  völliger 
Unbestimmtheit  der  p,  9,  einer  Gleichung  fünften  Grades  genügen  wird, 
in  welcher  die  vierte  und  dritte  Potenz  von  y  nicht  vorkommen  kann. 
Wir  bezeichnen  eine  solche  Gleichung  nach  Klein  als  Hauptgleichung 
und  schreiben  sie,  wie  unter  Nr.  16  angegeben. 

Auf  eine  Hauptgleichung  kommen  wir  nun ,  wenn  wir  die  Substitution : 

17)  y^PVi+QVt 

beiderseits  in  die  fünfte  Potenz  erheben  und  die  Verbindungen  fünften 
Grades  wie  rji^,  Vi^V^f'  sofort  wieder  mittelst  der  simultanen  Resolventen 
unter  Nr.  12  in  Gebilde  des  zweiten  Grades  umsetzen.  Das  Schlussresultat 
enthält,  wie  zu  erwarten,  die  rj  nun  in  der  durch  17)  bezeichneten  Ver- 
bindung und  zwar  in  erster  und  zweiter  Potenz,  wofür  wieder  y  und  y^ 
zu  schreiben  ist.     Es  lautet: 

^^    lh,h,y^+20\h,p^  +  h,g^\y  +  5}/3\h,p\p  +  2q)^h,q\2p  +  q)]y 

und  enthält  natürlich  für  g  =  0  resp.  p  =  0  die  beiden  Resolventen  von 
i}i  und  1/2  als  specielle  Fälle  in  sich. 

Wenn    man   sich   damit  begnügen  will,  nur  die  Existenz  der  Resol- 
vente 18)  festzustellen,  so  kann  man  auch  so  verfahren,   dass  man  in  18) 
einfach  die  Substitution  17)  einträgt.    Auf  solche  Weise  entsteht  folgende 
Gleichung : 
l9)h^p^Bo+bh^p'qB,+  10h,p^q*B,+  10h,p^gPR,+  5h,pq^R^+h,q^B^^O, 

wo  die  B  die  linken  Seiten  der  früher  angegebenen  simultanen  Resolventen 
vorstellen*  Da  diese  alle  einzeln  für  sich  verschwinden,  so  ist  auch 
Gleichung  19)  identisch  erfüllt  und  damit  die  Existenz  der  Resolvente  18) 
gesichert 
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5.  Die  Hanptgleichnng. 

Wir  haben  jetzt  die  Mittel  in  der  Hand,  die  Aaflösnng  einer  Hanpt- 
gleichnng : 

16)  y«+5«y«  +  5j8y  +  y  =  0 

von  der  Anflösang  der  Resolvente  der  i;  beziehentlich  der  t  abh&ngig  xa 
machen.  Vergleichen  wir  nämlich  Gleichung  16)  mit  der  im  Abschnitt  4 
hergeleiteten  allgemeinen  Resolvente  18),  so  können  wir  Identität  eintreUn 
lassen,  wenn  wir  nachstehendes  Gleichdngssystem  in  Bezug  auf  die  Grössen 
p,  q  und  h  aufzulösen  vermögen: 

a)  h^p^  +  h^q'^  =  ^ah^h^, 

b)  h,pHp+2q)^h,q^2p  +  q)=^^h,h,, 

yö 

l  c)    h,p\p^  +  5pq  +  l0q^)+h,q^00p^  +  5pq  +  q^)  =  Y^K 


20) 


Der  Vorgang  bei  der  Elimination  ist  nun  folgender: 
Man  eliminire  aus  dem  System  zunächst  die  beiden  h  oder,   wie  man 
auch  sagen  kann,  die  Grössen  p^h{~^  und  ^^"S  dann  ergiebt  sich: 

21)  ar-i35-y=0, 
wobei  zur  Abkürzung 

22)  P  +  q^-j/r    und     (i?-3)]/3=5 
gesetzt  wurde. 

Sodann   eliminire  man  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  a)  und  b), 
sowie  der  im  Abschnitt  2  auftretenden  Bedingung 

8)  Äi-Ä^  =  48/3 

nochmals  die  Grössen  h,  dann  folgt  mit  Rücksicht  auf  21)  eine  Gleichung 
zur  Bestimmung  des  r,  nämlich: 

23)  {a*+aßy  -  ß^)r^  -  (2a3y  +  1 1  a^ß'  +  ßf)r  +  (ay-  8/3«)«  =  0. 

Endlich    verschaffe   man  sich   auf  Grund  der  Gleichungen   a)   und  b) 
einen  Ausdruck  für  h^h^  und  findet: 

1   «==  aV-(2a3y+ll«*i5*)r  +  (ay~8^V' 

Hier  lässt  sich  der  Nenner  mittelst  der  Gleichung  23)  ganz  unmittel- 
bar in  einen  anderen  verwandeln,  und  dann  erhält  man  einfach: 

-12'.j3i)»5» 


24)  h^h^  = 


{ß*-'ay)r  +  y* 


Wollte    man   die   h   für   sich    haben,  so    brauchte   man    den   letzten 
Ausdruck    nur    in    Verbindung    mit   Nr.  8    zu    setzen;   aber    wir   werden 
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diese  Grössen  überhaupt  nicht  benöthigen  und  mit  dem  Ausdruck  24)  aus* 
kommen. 

Wir  haben  sonach  folgende  einzelne  Schritte  zu  thun.     Zunächst  löst 
man  die  quadratische  Gleichung  23)  auf,  wobei  sich  ergiebt: 

und  hier  ist: 

26)  v*  =  108a»y-135o*/J»  +  90«>/Jy»-320«jSV  +  256/S»  +  y*, 

wie  man  sich  überzeugen  möge,  die  Discriminante  der  Hauptgleichung  16). 
Ueber  das  Vorzeichen  von  y  können  wir  erst  später  im  Abschnitt  6  ent- 
scheiden. 

Nun  bestimme  man  auf  Grund  der  Gleichung  21): 

27)  »  =  ^ 
und  sodann  p  und  q  aus: 

22)  |)  +  3  =  ^^r    und    i?-g=— . 

In  Wirklichkeit  braucht  man  übrigens  nur  das  Product: 

28)  Pq  =  ^{Sr-s^, 
welches,   in  Nr.  24  eingeführt,  folgendes  ergiebt: 

Erinnert  man  sich,  dass  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  7)  im  Abschnitt  2 
die  Beziehung: 

30)  ÄjÄ,  =  (T>  -  1728^)  :  /"» 

statt  hat,  so  ist  deutlich,  dass  vermöge  der  zuletzt  angegebenen  Formeln 
das  Verhältniss  T* :  f^  durch  die  Coefficienten  ci^  ß^  y  der  Hauptgleichung  16) 
ausgedrückt  werden  kann ,  und  jenes  Verhältniss  ist  ja  gerade  der  einzige 
Parameter  der  Resolvente  der  rj. 

Die  Lösung  der  Hauptgleichung  hat  nun  die  Gestalt: 

Vf  VI 


oder,  mit  Berücksichtigung  von  Nr.  22: 

^^'  » t'-'if 

Der  letzte  Ausdruck  stellt  zugleich  die  Tschirn  haus -Transformation* 
dar,  welche  die  Hauptgleichung  in  die  Hrioschi'sche  Resolvente  der  i 
überführt.     Würde  man  dagegen  aus: 

*  Vergl.  auch  Gordan,  Math.  Annalen  XIII.  Bd.  S.  400,  Nr.  19  und  Kiepert, 
Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.,  87.  Bd.  S.  131,  Nr.  84. 
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und 

11)  ^niViV^  —  Vi—Vi 

eines  der  i^  eliminiren ,  so  käme  man  zu  jener  Tschirnhan s-Transformationi 
welche  die  Hanptgleichung  in  die  Besolvente  der  tj  umwandelt. 

Anmerkungen.  Statt  der  quadratischen  Gleichung  23)  für  r  benutzen 
Klein*  und  Kiepert**  eine  andere,  bei  welcher  s  die  Unbekannte  iBt. 
Wir  erhalten  jene  Gleichung,  wenn  wir  aus  Nr.  21 

32)  r  =  ^i±i^ 

a 
entnehmen  und  dieses  in  23)  eintragen;  es  entsteht: 

33)(a*+«/3y-/J3)^_(lla3/3-ay«+2/3>y)5+64««/3«-27Ä»y-/3y«  =  0. 
während  der  Ausdruck  24)  übergeht  in: 

- 12».  apV 


34)  ÄiÄ,= 


(ß^-(^y)s  +  ßY 


Noch   anders   ist   die  Darstellung   bei  Gordan***,   welcher  eine  qua- 
dratische Gleichung  aufstellt,   deren  unbekannte  c  mit  unserem  r  durch: 

a'—öße 
verbunden  ist. 

Bemerkt  sei,  dass  die  Klein'schen  Formeln  für  a  =  0  versagen,  die 

unsrigen  für  /?  =  0;  durch  obige  zweifache  Darstellung  erledigen  sich  jene 

Ausnahmefälle  von  selbst.    Die  Klein*schen  Ausdrücke  sind  ziemlich  com- 

plicirt,   dafür  erweisen  sie  sich  von    einer    allerdings   nur    scheinbaren 

Irrationalität  frei,  die  in  unsere  Formeln  (siehe  Nr.  31)  durch  die  Grösse ^/f/ 

eingeführt  wird.     Man  vergl.  hierüber  den  analogen  Fall  bei  Kiepert. 


6.  Die  Eesolventen  von  Gordan  und  Klein. 

Wie  bereits  im  Abschnitt  4  erwähnt,  sind  die  beiden  Resolventen  der 
1}^  und  9^2 9  welche  wir  bei  unserer  Darstellung  gebraucht  haben,  specielle 
Hauptgleichungen ,  charakterisirt  durch  g  =  0  resp.  jp  =  0.  Gordan  und 
Klein  benutzen  dagegen  zwei  andere  Besolventen,  welche  durch  die  Be- 
dingungen: p  +  g  =  0    und    i?-g  =  0, 

das  heisst  r  =  0  resp.  5  =  0,   bestimmt  werden.     Von  jenen  Besolventen 
ist  die  erstgenannte  (für  r  e=  0)  die   einfachste ,    und  wir  wollen  sie  jetit 

*  Ikosaeder  S.  193. 

**  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  M.  87.  Bd.  S.  182. 
•♦*  Math.  Annaleu,  XIII.  Bd.  8.  a%^. 
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nfther  betrachten,  weil  wir  mittelst  derselben  spftter  zum  Ikosaeder  gelangen 
werden. 

Soll  r  =  0,  80  mnss  in  Gleichung  23)  des  vorigen  Abschnittes  das 
absolute  Glied  yerschwinden,  also: 

36)  «y-8iJ«=0. 

Wenn  aber  auch  umgekehrt  zu  Folge  der  Bedingung  36)  r  =  0  ge- 
setzt, die  zweite  LOsung  der  Gleichung  23)  dagegen  unterdrückt  werden 
soll,  so  muss  die  Quadratwurzel  im  Ausdruck  Nr.  25  mit  dem  unteren 
negativen  Vorzeichen  eingeführt  werden.  Anders  würden  wir  nicht  zu 
dem  in  Aussicht  genommenen  und  ganz  bestimmten  Ansatz  kommen. 

um  die  Bedingung  36)  ein  für  alle  mal  zu  erfüllen,  setze  man: 

37)  «==8yi«,     iJ  =  yiy2>    7  =  y%\ 

dann  wird  auf  Grund  unserer  allgemeinen  Formeln  Nr.  27,  29  und  30  im 
Abschnitt  5: 


8 


y,       .  .        y^-1728/^^       y/ 
s=  —  — }     ninQ=i — =  — -• 


Hier  kann  man  nun  y^  mit  f  zusammenfallen  lassen,  womit  auch 

T»- 1728/^5^  yj» 

wird.     In  der  Folge  möge  aber  statt  des  Buchstabens  y^  die  Kl  ein 'sehe 
Bezeichnung  y^cs^H  in  Anwendung  kommen. 

Wir  sind  so  auf  die  erste  der  Gord  an -El  ein 'sehen  Besoly^nten  ge- 
kommen, nftmlich  auf  die  Gleichung*: 

38)  W^  +  40pW*  -  5fHW  +  J?«  =  0, 
welcher  genügt: 

39)  T^  =  p(i?i-%),    p^H:2fi/S, 

oder  auch,  mit  Bücksicht  auf  Nr.  31, 

Die  neu  hinzugekommene  Grösse  H  ist  mit  den  anderen  beiden  Para- 
metern verbunden  durch: 

41)  T«=1728/*5-J?3^ 

und  man  bemerke  noch,  dass  wegen: 

11)  Vi  —  Vi=^^Vi%V^^ 

die  Beziehung: 

42)  fW^Hri,fi, 
statt  hat. 


•  Klein,  Math.  Annalen  XIl.  Bd.  S.  628,  Nr.  29;   Gordan,  Math.  Anualen 
XIII.  Bd.  S.  394,  Nr.  11. 
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Da  die  Gleichung  38),  welche  kurz  die  Resolvente  der  W  heissen 
möge ,  in  unserer  bisherigen  Darstellung  mit  den  Kesolventen  der  t ,  17  und 
auch  mit  der  Hauptgleichung  16)  innig  verbunden  erscheint,  so  werden 
wir  jetzt  die  eigentliche  Auflösung  derselben  in  Angriff  nehmen. 
Dabei  werden  sich  nun  die  Grössen  f,  H^  T\  t^  TF,  welche  für  uns  bisher 
nur  die  Bedeutung  von  Zahlen  hatten ,  als  jene  Gebilde  erweisen ,  die  durch 
Schwarz  und  Klein  schon  vor  länger  als  zwanzig  Jahren  unter  viel  all- 
gemeineren und  höheren  Gesichtspunkten  entdeckt  und  eingeführt  wurden; 
insbesondere  wird  uns  in  dem  Symbol  f  eine  Form  entgegentreten,  welche 
ein  Ikosaeder  zu  definiren  vermag. 

Erwfthnen  wir  am  Ende  auch  kurz  die  zweite  Gordan-Klein'sche 
Besolvente,  obwohl  wir  dieselbe  nicht  weiter  benöthigen.  Sie  wird 
charakterisirt  durch  5  =  0  und  kommt  mit  einer  Hauptgleichung  16) 
ttberein,  deren  Coefficienten  die  Bedingung: 

43)  64a« j3«  -  27  a^y  -  /5y«  =  0 

erfüllen.    Man  vergl.  Abschnitt  5  Nr.  33.    Ihre  Auflösung  wird  vermittelt  durch : 

44)  y=^(,.  +  ,,)=|^,    2p=^J. 

oder,  weil  nach  Nr.  40: 

40a)  fl-5f=^H:  TT, 

auch  durch: 

45)  ^  y^^ptwyf_ 

S 

Man  kann  noch,  ähnlich  wie  oben,  statt  der  Coefficienten  a,  ß,  y 
direct  die  Grössen  /*,  H^  T  einführen,  dann  wird: 

46)  «  =  /'ar,     ß^21pH,    y=^H^T, 

und   die  Bedingung  43)   reducirt  sich  auf  jene,    welche  unter  Nr.  41  an- 
gegeben wurde.     Die  gesuchte  Besolvente  nimmt  die  Form: 

47)  y^  +  bfTy^+nbpHy  +  H^T=0 

an,  und  ihr  genügt  einfach: 

48)  y==tW. 

Eben  Gleichung  47)  ist  es,  welche  in  den  Arbeiten  Klein 's*  implicite 
vorkommt  und  auch  gelegentlich  bei  Gordan**  auftritt 

7.  Allgemeiner  Ansatz  für  die  Auflösung. 

Schon  Euler  und  B6zout  haben  die  Lösung  der  allgemeinen  Gleichung 
vom  fünften  Grade  in  folgender  Form: 


♦  Jicosaeder  S.  106,  Nr.  31  (<j  =  0,  t  =  1). 
**  A.  a.  0.  S.  394,  Nr.  12. 


49) 
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i  =  C08 -=- +  isin-^^    v  =  0,  1,  2,  3,  4, 


Yorausgesetzt;  es  gelang  diesen  Forschern  aber  nicht,  die  A  in  den  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  auszudrücken. 

Soll  obiger  Ausdruck  einer  Hauptgleichung: 

16)  y*+5ay«+5/Jy  +  y  =  0 

genügen,  so  muss: 

das  heisst:  ^  ^ 

J,=  0,    A^A,  +  A,A,^0. 

Die  letzte  Bedingung  befriedigt  man  nach  Gordan   einfach,   indem 
man  setzt: 

also: 

50)  y,  =  B*n^iA,  -  a»%/i,  +  B^n, (i,  +  B-X,fi,, 

Durch  Bildung  der  Summen: 


2'*-  2*-  2'*'' 


51) 


V  V  p 

verschaflft  man  sich  nun  leicht  folgendes  Gleichungssystem  zur  Bestimmung 
der  k  und  fi: 

a)  A,ViVs  +  Ai*  Ajfi,»  +  A,  A,Vi*  "  ^t'l^i  ^2*  -  -  «, 

b)  A,Vif*2'  -  A,n,fi/  -  3A,«A,ViV2*  +  ^1  Vf*2'  -  V^iVi  =  -  i» 

c)  V(^i*+M,*)-  10A/A,fi,V2*+10Ai«A,Vifi,^  +  10A,%ViV2 

Herrn  Gordan  ist  es  mit  Hilfe  der  Invariantentheorie  gelungen,  das 
obige  Oleich ungssystem  thatsächlich  aufzulösen,  das  heisst,  wie  wir  es 
elementar  ausdrücken  wollen,  die  „doppelt  binären  Formen  mit  zwei  Reihen 
unabhängiger  Variablen''  so  unter  sich  zu  verbinden,  dass  sie  in  einfach 
binäre  Formen  der  A  beziehentlich  fi  zerfallen,  und  gerade  diese  letzt- 
erwähnten Formen  ermöglichen  auf  Grund  der  Theorie  von  Schwarz  und 
Klein  eine  Auflösung  der  Hauptgleichung  durch  Gauss^sche  hypergep- 
metrische  Reihen*  oder  durch  Modulfunctionen.  Wir  kommen  auf  die  Gor- 
d aussehe  Arbeit*,  die  eine  fundamentale  Bedeutung  fUr  die  Theorie  der 
Gleichungen  fünften  Grades  zu  allen  Zeiten  behalten  wird,  noch  einmal 
kurz  zurück.  Hier  aber  möge  der  allgemeine  Ansatz  vorerst  zur  Auflösung 
der  Besolvente  der  W  benutzt  werden. 


*  Math.  Annalen  XIII.  Bd.  —  Vergl.  auch  Klein,  Ikosaeder  Cap.  III,  §§  6, 
10  und  11. 


3061 : 
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8.  Auflösung*  der  Besolvente  der  W. 

Die  betreffende  Besolvente  lautet  nach  Abschnitt  6: 

38)  W^  +  40f^W^''öfHW+H^^0, 

und  sie  stellt  einen  speciellen  Fall  der  Hauptgleichung: 

16)  y^  +  öay^+ößy  +  y^O 

dar,  wenn 

52)  «  =  8/^«,     ß^-fH,    r^H\ 
das  heisst; 

36)  P=«y--8/5»  =  0 

gesetzt  wird. 

Was  nun  den  letzten  Ausdruck  P  anlangt ,  so  stellt  er  in  den  Ver- 
änderlichen A,  fi  eine  doppelt  binftre  Form  16.  Grades  dar,  die  sich  in- 
dessen als  reducibel  erweist  und  in  zwei  Formen  achten  Grades  zer- 
f&llt.^    In  der  That  ergiebt  eine  einfache  Rechnung,  dass 

53)  P  =  -JViJV„ 

iT^obei  * 

Die  Bedingung  P=>0  wird  erfüllt,  wenn  eines  der  N  verschwindet 
Setzen  wir  etwa  J^T^  s=0,  dann  folgt: 

55)  ^1  =  ^(^-7  VA,«),     ^2=^(V  +  7VA,«), 

wo  Q  einen  Proportionalitätsfactor  bezeichnet.  Tragen  wir  diese  Werthe 
von  (i  in  die  bilineare  Verbindung  50)  des  vorigen  Abschnittes  ein,  so 
ergiebt  sich: 

5ßx  «     r     *'*'V(Ai'^-7A,5)-63n,«A3(Aj«-7V)] 

^         ^^  ""  H+  «2^^  Ag«(A,5  +  7  A,5)  +  «*'A,»(A,5+  7Aj*)  J' 

Durch  dieselbe  Eintragung  der  (i  in  das  Gleichungssjstem  51)  mfissen 
sich  nun  auch  die  Coefficienten  ci^  ß^  y  der  Hauptgleichung  als  einfaek 
binäre  Formen  der  A  legitimiren.   Man  findet  auf  Grund  der  ersten  Gleichung 

jenes  Systems       8qH^H^\X,'^  +  1 1  k,H^^  -  1,'^  =  -  «, 
und  weil  in  der  Besolvente  der  W 

so  wird ,  wenn  man  von  jetzt  ab  ^  =  —  1  wählt : 
57)  /•  =  Aj  A  j  (A/o  +  1 1  Ai»  A,5  -  A,i«). 

*  Es  handelt  sich  in  diesem  und  dem  nächsten  Abschnitt  noch  nicht  um  om 
„definitive  Auflösung**,  sondern  immer  um  die  Beduction  des  Problems  auf  od 
einfacheres.  Die  endgiltige ,  transcendente  Lösung  ergiebt  sich  erst  im  Abschnitt  1& 
*•  Gordan,  a.  a.  0.  S.  SÄ^,  ISt.^l  \»cl^^^  \m^%,W^,  Nr.  88. 
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Diese  Form  ist  es  nun|  welche  Schwarz  und  Klein  als  „Ikosaeder** 
bezeichnen,  weil  sie,  gleich  Null  gesetzt,  zwölf  Worzelwerthe  liefert,  die 
auf  der  Kugel  die  Ecken  eines  Ikosaeders  bestimmen.* 

Durch  Eintragung  der  ^  in  die  zweite  Gleichung  des  Systems  51) 
findet  man  eine  binSre  Form  32.  Grades,  welche  jedoch  in  die  vorige 
Form  f  und  eine  neue  Form  20.  Grades  zerfällt.  Da  nun  das  Product 
jener  Formen  nach  Nr.  52  mit  —  ß  =  fH  übereinstimmen  muss ,  so  ist 
erwähnte  Form  20.  Grades  genau  das,  was  wir  mit  H  bezeichnen.  Die 
Rechnung  ergiebt: 

58)        IT  =  -  {k,^^  +  k/')  +  228  A,ng6(A,»«  -  A,iö)  -  494Aii%io. 

Wollte  man  endlich  auch  die  dritte  Gleichung  des  Systems  51)  herbei- 
ziehen, so  erscheint  selbstverständlich: 

weil  die  Bedingung  P  =  0  von  vornherein  erfttUt  worden  ist. 
Das  Endergebniss  der  Untersuchung  ist  nun  folgendes: 

Die  Besolvente  der  W: 
38)  TT«  +  40pW^  -  öfHW  +  Ä«  -  0 

wird  befriedigt  durch: 


59) 


I  Trv  =  -  6**A,8  +  A'^Ai^  -  76^«'AißAg«  -  7«*Ai6V 
1        +  7  £4»'Ai»A,ß  -  7€»»'Ai»A2«  -  «'•'Aj  Ag^  -  «•'A,», 


wobei  die  Veränderlichen  A^  und  A,  durch  die  Gleichungen: 


57) 

f(K  .*»)  =  /" 

nnd 

58) 

HiX, ,  A,)  =  H 

bestimmt  sind.** 

9.  Auflösung  der  Besolventen  der  t  nnd  17. 
Zwischen  der  Unbekannten  t  der  Besolvente: 
1)  fi'-lOffi  +  Aöf^t^Tcz^O 

und  dem  soeben  ermittelten  W  besteht  nach  Abschnitt  6  der  Zusammenhang: 

40a)  e«-3/-=jgr:Tr. 

Trägt  man  hier  die  vorberechneten  Werthe  von  f^  JET,  Wp  ein ,   so  er- 
giebt sich  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel: 

^  Schwarz,  Journal  f.  d.  r.  n.  a.  M.  76.  Bd.,  oder  auch:  Gesammelte  mathem. 
Abhandlangen  2.  Bd.  S.  263. 

♦♦  Gordan,  a.  a.  0.  S.  891,  Nr.  8.  —  Klein,  Ikosaeder  S.  104,  Nr.  26. 

Z^iBOhzini  MatbemMtik  n.  Fhjaik.  59.  Jahrg.  1894.  S. Htttt  V2i 
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•■ -x^  .•■.•*  *>-^  ./■  %, 


und  dieses  ist  die  Lösung  der  Brioschi'schen  Besolyente  in  Gordan- 
Elein'scher  Bezeichnungsweise.  Bemerkt  sei,  dass  man  bei  solchen  Bech- 
nungen  wie  der  letzten  kurz  mit  den  Ausdrücken  ^0  und  Wq^  in  denen  also 
i  gar  nicht  vorkommt,  operiren  kann.     Zuletzt  yertausche  man 

A,  mit  +  «^*'Ai     und     A^  mit  +  e^^A^, 

dann  bleiben  die  Formen  /,  H^  T  ungeftndert,  während  t^  und  Wq  wieder 
in  die  allgemeinen  Ausdrücke  tv  und  Wy  übergehen. 

Für  die  Besolvente  der  17,   welche  nach  Abschnitt  2  folgendermaßen 
lautete : 

5)  Är/6+20i?2  +  5Ä;i?  +  l=0, 

wobei : 


6)  Ä  =  24A;- 


T        h 


I 


=  +  >/3 


hatten  wir  gefunden:  _ 

und  das  lässt  sich  wegen  Nr.  40  aach  schreiben : 

61)  ^^^MLm:^. 

s 

Dem  Aij  und  Ä^  entsprechend  sind  mithin  t}^  und  i/^  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung: 

62)  Hriv'  -  2tyWvVfriv  +  fWy  =  0, 
und  Ä,,  Äg  die  Wurzeln  von: 

63)  f^h^  +  2Tyr^h  -  ff8  =  0; 

vergl.  Nr.  7  und  10. 

Die   Lösung   der   Hauptgleichung  16)   wird   demgemäss   mit  Bücksicht 
auf  Nr.  31 :  , 

o4)  yv  = ^ 

Endlich  wollen   wir  die  in  obigen  Besolventen  auftretende  Grösse  T 
durch  die  A  ausdrücken.     Im  Abschnitt  6  war  gefunden: 

41)  T*=1728/*ß~^8, 

und  die  rechte  Seite  dieser  Beziehung  erweist  sich  nach  Einführung  von  f 
und    H  aus   Nr.  57    und  58   als    das    Quadrat  einer  Form    30.  Grades; 
man  findet:         ^ 
65)    T  =  (Aj3o+  A/)  +  ö22k,H^^(X,^^  -  AgäO)  -  10005 Aj»ng'^(Aj»<> -^l^'^ 

Hiermit  haben  wir  die  für  die  Theorie  der  Gleichungen  fünften  Grades 
wichtigsten    Formen    als    f,  H,  T,  t^  W  gefunden.     Die  Form   sechsten 
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Grades  für  t  und  die  achten  Grades  fttr  W  repräsentiren ,  gleich  Null  ge- 
setzt,  die  Ecken  eines  Oktaeders  beziehentlich  eines  WOrfels;  die  Formen 
n  =  0  und  T  =  0  markiren  auf  der  Kugel  ebenfalls  20  resp.  30  aas- 
gezeichnete  Punkte,  doch  möge  betreffs  dieser  geometrischen  Interpretationen 
auf  die   ausführliche  Darstellung  des  Klein'schen  Buches  verwiesen  sein. 

10.  Bückblick. 

unserer  gesammten  Darstellung  liegt  vom  Abschnitt  1  an  dieBrioschi- 
sche  Resolvente  der  t  zu  Grunde,  wir  haben  sie  einfach  historisch  über- 
nommen. Eben  deshalb  und  auch  mit  Rücksicht  darauf,  dass  jene  Resol- 
vente nicht  zur  Classe  der  Hauptgleichungen  gehört,  möchte  ich  jetzt  noch 
auf  eine  andere  Art  des  Ansatzes  aufmerksam  machen,  wodurch  die  Resol- 
vente der  t  bei  Seite  gesetzt  und  unsere  Darstellung  aus  sich  selbst  heraus 
begründet  wird. 

Man  gehe  von  der  Hauptgleichung 

aus  und  frage  nach  der  Beschaffenheit  ihrer  Coefficienten ,  wenn  die 
Gleichung  nach  einer  Transformation  mittelst 

66)  y—tf  =  Qyif 

wieder  eine  Hauptgleichung  werden  soll. 

Nun  findet  man,  dass  die  Coefficienten  von  «^  und  e^  in  der  trans- 
formirten  Gleichung  verschwinden,  wenn: 

ja)       yQ*-Aß(f  +  3«  =  0, 

\  b)     2ye«-6/Je  +  3a  =  0, 

und  diese  Bedingungen  kSnnen  nnr  gleichzeitig  besteben,  wenn: 

.    68)  3«y-4|J»  =  0, 

dann  wird:  „         „. 

69>  'f-2ß-y 

Die  Bedingung  68)  charakterisirt  aber  gerade  unsere  Resolvente  der  rj^ 
nftmlich : 

5)  hri^  +  20fi^+6kfi  +  l  =0, 

denn  für  diese  ist: 

das  heisst: 

3ay-4|5«=4Ä-2(3-Ä;«), 

eine  Grösse,  welche  verschwindet,  wenn  k  = +1^3  gewählt  wird.  Für  o 
ergiebt  sich  dementsprechend :  ^ 

70)  Q  =  2*, 

und  wir  sehen,  dass  die  y  und  e  der  specialisirten  Hanptgleichung  genau 
mit  unseren  Grössen  rji  und  ti^  zusammenfallen;  es  ist  "nV^  ^x^«t\ 

Vi* 
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11)  % -^«  =  2*1/1  ly,, 

wo  eine  Vertauschang  der  rj  unter  sich  einem  Zeichenwechsel  des  ib  ent- 
spricht. 

Jetzt  bliebe  noch  die  Substitution  unter  Nr.  66  resp.  Nr.  11  sa  moti- 
viren.    Nun,   diese   Substitution    ist    die   denkbar  einfachste,    welche  d« 

Verschwinden   von^^i/i.iyj   anzeigt,    wenn  einzeln  ^i/j    und  ^ri/j  ver- 

schwinden,  und  darauf  kommt  in  der  Folge  viel  an.  Denn  da  unsere 
Resolventen  der  i/^  und  tj^  so  bestimmt  wurden,  dass  auch: 

2^  =  0    und    2!l'  =  ^' 

V  V 

so  genügt,  wie  schon  frtther  erwfthnt,  eine  lineare  Verbindung 

mit  disponiblen  Coefficienten  wieder  einer  völlig  allgemeinen  Haupt- 
gleichung  16). 

Unter  den  Sonderfällen  sind  ausser  den  beiden  g  =  0  und  p  =  0  noch 
die  anderen  p  +  g  =  0  und  p  —  g  ==  0  von  Wichtigkeit;  das  sind,  wie  wir 
sahen,  die  6ordan-Klein*schen  Resolventen. 

Die  Brioschi'sche  Besolvente  der  t  Iftsst  sich,  wenn  gewünscht  wird, ' 
nachträglich  dadurch  ableiten,  dass  man  die  Substitution  11)  in: 

71)  J-+-*^==1i1*J3l=:x« 

spaltet,  wo  X  ein  Proportionalitätsfactor  ist  und  hieraus  den  Werth  von  i/i 
oder  ri^  in  Hesolvente  5)  einträgt  Das  so  geschilderte  Verfahren  kann 
in  gewissem  Sinn  auch  auf  Hauptgleichungen  höherer  Orade  übertragen 
werden. 

Bei  den  Gleichungen  vom    fünften  Grade  erweist  sich  nun  der  Fall: 

p  +  g  =  0, 
das  heisst: 

als  ein  besonders  einfacher;  die  durch  ihn  bestimmte  Besolvente  flir 
i/i  —  9/2  ^^^  ^^^  Besolvente  der  W  und  führt  unmittelbar  zum  Ikosaeder 
hin.  Nachdem  ri^  —  r}^  gefunden  ist,  ergeben  sich  unter  Berücksichtignag 
von  Nr.  11  die  Werthe  17,  und  f^^i  ®^^  jeder  für  sich,  und  damit  sind 
alle  oben  genannten  Resolventen ,  sowie  die  ursprüngliche  Hauptgleichnng, 
aufgelöst 

11.   Historische  Bemerkungen. 

Bisher   bewegte   sich   unsere  Untersuchung  auf  ganz  elementarem  nnd 
algebraischem    Gebiet,    aber   auf  diesem   allein    kann   die  Auflösung  der 
Oleicbangen  fünften  Grades  nicht  volkogen  werden. 


i 
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Nachdem  Abel  die  Dnmßglichkeit  der  Auflösung  durch  Wurieheichen 
streng  erwiesen  hatte,  konnte  man  mit  um  so  grösserer  Sicherheit  eine 
Lösang  des  Problems  mittelst  bOlierer  Trans cendenten  erboffen .  und  in  der 
That  stiess  auch  gerade  in  jener  Zeit  Jaoobi  hei  seinen  Forschungen  im 
Gebiete  der  elliptischeu  Functionen  auf  eine  merkw  drei  ige  Classe  alge- 
braischer Gleichuugen,  die  Modular-  und  Multipücatorgleichungen ,  welche 
eben  durch  genannte  Transcendenten  15sbar  sind. 

Unter  den  .T  a  c  o  b  i 'sehen  Gleichungen  befinden  steh  etliche  sechsten 
Grades,  die  unter  sich  innig  zusammenhängen  und  fUr  welche  durch  die 
Untersuchungen  von  Galois  sichergestellt  war,  dass  sich  ihr  Grad  um 
eine  Einheit  erniedrigen  iKsst,  genauer  gesprochen,  dass  sie  eine  ResoWente 
fünften  Grades  besitzen  mUssen,  Hermtte  hat  zuerst  die  BrUcke  zwischen 
diesen  Einzelheiten  geschlagen,  indem  er  zeigte,  dass  die  Bring-Jerrard- 
sohe  Form:  yS  -|-  bßy  +  j-  =  0 

direct  von  der  Jacobi'schen  Modulargleicbnng  sechst«n  Grades  abhängig 
gemacht  werden  kann. 

Indessen  hatte  schon  Jacobi  darüber  Angaben  gemacht,  wie  seine 
Gleichungen  mit  einer  grösseren  Anxabl  von  Parametern  ausgestattet  werden 
konnten,  und  dies  wurde  für  BrioBcbi  und  Kronecker  der  Ausgangs- 
punkt einer  Reihe  schmieriger  aber  höchst  erfolgreicher  Untersuchungen. 
Es  gelang  diesen  Forschern  die  Form: 

!,^  +  5ay^  +  5ßy  +  y  =  0 
in  Verbindung  mit  den  allgemeineren  Jacobi'schen  Gleichungen  zn  setzen 
und  so  direct  durch  elliptische  Modulfuuctionen  zu  lösen. 

Nach  diesem  hatte  Fuchs  seine  fundamentalen  üntersuchnngeu  tiber 
die  linearen  Differentialgleichungen  begonnen,  während  Schwarz  sich 
Bpecieller  mit  der  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  be- 
schäftigte nnd  sie  auf  ihre  algebraische  Integrirbarkeit  hin  prüfte.  Beinahe 
gleichzeitig  tritt  Klein  mit  seinen  Arbeiten  hervor  und  stellt  sich  das 
Programm,  „solche  geometrische  oder  analytische  Gebilde  in  Betracht  zu 
ziehen ,  welche  durch  Gruppen  von  Äenderungen  in  sich  selbst  transformirt 
werden".  Unter  diesem  Gesichtspunkte  entwickelte  er  die  moderne  Theorie 
des  Ikosaeders,  in  welcher  fast  Alles,  was  das  Wesen  der  bis  jetzt  bekannten 
Anflösungen  einer  Gleichung  fünften  Grades  ausmacht,  ebenso  bewunderungs- 
würdig als  natürlich  verbanden  erscheint.  Inzwischen  entstand  auch  die 
schon  oft  genannte  ausgezeichnete  Gordau'sche  Arbeit,  in  welcher  nnter 
ganz  neuen  und  zwar  in  Varianten  theoretischen  Gesichtspunkten  die  Gleichung 

auf  die  Ikosaedergleichung  zurückgeführt  wird.  G  or  dan  giebt  eine 
definitive  SchlnsslÖsung  durch  Uermite'sche  Formeln  an,  während  Kleii 
nnd  Kiepert  in  ihren  parallel  laufenden  Untersuchungen  die  bequemeren 
Weierstra^s'sohen  AnsdrElcke  benutzen. 
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Ich  habe  diese  historischen  Notizen  eingeschaltet,  weil  für  unsere 
eigene  Darstellung  ein  Wendepunkt  eingetreten  ist.  Wir  mttssen  uns  ent- 
scheiden, ob  wir  die  Auflösung  der  Gleichung  fünften  Grades,  welche  abc 
auf  die  Bestimmung  der  k  hinauskommt,  durch  elliptische  Modnlfunctionen 
oder  durch  hypergeometrische  Beihen  bewerkstelligen  wollen.  Es  ist  das  Eine 
so  fundamental  wie  das  Andere,  aber  die  Einführung  von  Modalfunctionen 
wird  umständlich,  wenn  man  an  der  Forderung  einer  rein  analytischen 
Darstellung  festhält  Anders,  wenn  man  die  geometrische  AnschauiiDg 
heranzieht,  dann  wird  das  Ikosaeder  ganz  von  selbst  eine  Quelle  für  jene 
doppeltperiodischen  Functionen. 

So  wollen  wir  also  den  anderen  Weg  gehen  und  zeigen,  dass  die  l^ 
und  Aj  particulSre  Integrale  der  Differentialgleichung  der  hjpergeometrischen 
Reihe  sind.  Eben  deswegen  haben  wir  auch  die  Jacobi'schen  Gleichungen 
bei  Seite  gelassen. 


(Fortsetzung  folgt.) 
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IZ.  Independente  Darstellung  der  Bernonlli'sohen  und  Enler'schen  Zahlen 

dnrch  Determinanten. 

Für  die  unabhängige  Darstellung  der  Bernoulli'schen  und  Euler- 
sehen  Zahlen  existiren  Formeln  der  mannigfachsten  Art.  Diese,  sowie  die 
Methoden,  darch  welche  sie  erhalten  worden  sind,  hat  Herr  Saalschütz 
in  dem  zweiten  Ahsqhnitte  seiner  ,^ Vorlesungen  über  die  Bernoul  11 'sehen 
Zahlen*^  (Berlin,  Springer,  1893)  in,  wie  es  mir  scheint,  vollständiger 
Weise  zusammengestellt.  In  einer  kürzlich  veröffentlichten  Arbeit^  habe 
ich  gezeigt,  wie  sich  mit  Benutzung  von  2 g^^^  Einheitswurzeln  (wo  q  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet)  Recursionsformeln  für  dieBernoulli- 
Echen  und  Euler'schen  Zahlen  aufstellen  lassen,  in  welchen  beliebig  viele 
der,  der  gesuchten  Zahl  vorangehenden,  Zahlen  fehlen.  Alle  diese  beliebig 
stark  verkürzten  Recursionsformeln  lieferten  als  specielle  Fälle  neue  in- 
dependente Darstellungen  der  Bernoulli'schen  und  Euler'schen  Zahlen. 
Jede  Bernoulli'sche  oder  Euler'sche  Zahl  lasst  sich  aber  auch  sehr 
leicht  und  in  übersichtlichster  Form  durch  eine  Determinante,  deren 
Elemente  einfachen  Gesetzen  folgen,  independeut  darstellen.  Durch  fort- 
gesetzte Zerlegung  der  Determinante  in  Subdeterminanten  von  immer 
niedrigerem  Grade  und  durch  wiederholte  Anwendung  der  für  die 
Bernoulli'schen  und  Eul  er 'sehen  Zahlen  gefundenen  independenten 
Formeln  gelangt  man  zu  der  Mehrzahl  nach  bekannten  Recursionsformeln 
dieser  Zahlen.  So  naheliegend  diese  Darstellungsart  auch  ist,  so  habe  ich 
sie  in  der  mir  hier  zugänglichen  Literatur  nicht  finden  können;  da  sie 
wohl  nicht  ohne  Interesse  ist  und  mir  die  einfachste  zu  sein  scheint,  so 
erlaube  ich  mir  dieselbe  hier  mitzutheilen. 

Die  erwähuten  independenten  Darstellungen  der  Bernoulli'schen  und 
£]ul  er 'sehen  Zahlen  gewinnt  man  mit  Hilfe  des  Mac-Laurin'schen 
Ijehrsatzes.  Das  Verfahren  ist  im  Principe  dasselbe,  wie  das  von  den 
erren  Scherk  und  Schlömileh'^'^  benutzte;    es  unterscheidet  sich  aber 


^  Haussner,  Zur  Theorie  der  Bernoulli*Bchen  und  Euler'schen  Zahlen. 
Nachrichten  v.  d.  K.  GeseUschaft  d.  Wiss.  zu  Göttingen,  Jahrgang  1898,  S.  777. 

^  Scherk,  Mathematische  AbhandluDgeu  (Berlin  1825).  Erste  Abhandlung. 
Sohlömilch,  Neue  Formeln  zur  independenten  Bestimmung  der  Secanten-  und 
Tangenteneoefficienten.  Gmnert's  Archiv,  Bd.  16.  (1860)  S.  411.  Vergleiche 
«uch  Saalschutz  a.  a.  0.  S.  Q^. 
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von  diesem  durch  die  Art;  der  Berechnung  der  höheren  Differenüalqnotienten 
der  Functionen,  welche  den  Entwicklungen  zu  Grunde  gelegt  sind. 

Es  seien  f{pc)^  ^(^)y  ^(^)  ^'^^^  beliebig  oft  differentiirbare  Functionen 
von  Xy  welche  durch  die  Gleichung: 

M  -  ^ 

mit  einander  verknüpft  sind.  Dann  lässt  sich  bekanntlich  der  nach  x  ge- 
nommene v^  Differentialquotient  von  f  {y  irgend  eine  positive  ganze  Zabl) 
als  Determinante  (v  -f  l)^'^  Grades  folgendermassen  schreiben: 

0  0  .      .       0         w 


A)  /^^K-)-^ 


V 


V 


V 


ff 


V 


0 


V 


0 
0 


u 


.11 


wo  (    j  den  g^^  Binomialcoefficienten  von  h^  die  obere  Marke  an  /*,  u,  v 

die  Ordnung  des  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  der  betreffenden 
Function  bezeichnet  und  wo  bei  den  Elementen  der  Determinante  das 
Argument  x  fortgelassen  ist.  Die  Gleichung  A)  liefert  nun  die  unab- 
hängige Darstellung  der  höheren  Differentialquotienten  von  f(x)j  wenn 
alle  Differentialquotienten  von  u(x)  und  v(x)  independent  angegeben 
werden  können.    Dies  ist  z.  B.  möglich ,  wenn  für  f(x)  eine  der  Functionen 

tgx,  secx,  ^(|+  a?)»  ^^j'  ^^^  gesetzt  wird. 

Bezeichnet  nun  ßm  den  m^^^  Tangentencoefficienten ,  welcher  mit  der 
m^^  Bernoulli'schen  Zahl  durch  die  Beziehung 

verbunden  ist,  am  die  m^  Euler'sche  Zahl  (cTq— 1)  und  ist  ysm-i  —  j^«, 
Yim  "=  <fm}  80  gelten  für  die  oben  genannten  fünf  Functionen  die  folgenden 
Entwicklungen: 


1)  iga^^'^ßm 


m> 


(2«» -1)1 


3) 


2)  secx 


^1  X 


im 


m 


m^ao 


ßm 

2*'»-i  (2m  -  1)!' 


(2m)!' 


4) 


^l-^5-^> 


-^r_ 


,m 


o; 


"Sm 


'm 


m=3  00 


(2m)l' 


5)      tp(|  +  x)-2 


rm 


(2a;)« 
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Entwickelt   man    andererseits   die   Functionen   1)   bis   4)   n&ch    dem 
Mac-Laurin'schen  Lehrsatze: 


m-'S^if-m, 


die  Function  5)  nach  dem  Taylor 'sehen  Satze: 


Ki+')-I^^Ki) 


und  vergleicht  man  dann  in  den  beiden  Beihenentwicklungen,  welche 
man  so  für  jede  der  fünf  Fonctionen  erbalten  bat,  die  Coefficienten  gleich 
hober  Potenzen  von  x  mit  einander,  so  erhält  man  die  Bernoulli'scben 
und  Euler'schen  Zahlen  durch  die  Differentialquotienten  dieser  Functionen, 
also  nach  dem  oben  Bemerkten  independent  durch  Determinanten  dar- 
gestellt. 

Nimmt  man  znn&cbst  f(x)  ^  tgXj  so  folgen  die  beiden  Gleichungen: 

/»«-/•<•— *>(o),    0  - /'(»'")(o). 

Um  die  auf  den  rechten  Seiten  stehenden  Differentialquotienten  zu 
berechnen,  hat  man  in  der  Gleichung  A)  f&r  u^^^  und  t;^*')  die  folgenden 
Werthe  einzusetzen: 

u(«''-i)(o)-(~l)^-S     u(2^)(o)-0, 

t;(»i'-i)(o)  -  0,  f;(«»')(o)  -  (-  1)". 

Dadurch  erh&lt  man  ßm  independent  durch  eine  Determinante  2fn^^ 
Grades  dargestellt,  welche  sich  aber  leicht  auf  eine  Determinante  m^^ 
Grades  reduciren  iSsst.    Man  erh&lt  schliesslich  fOr  ßm  die  folgende  unab- 


hängige Darstellung: 


I)  ^„-(-1) 


m—l 


1 

(?) 
(?) 


0 

1 

(S) 


0 
0 

1 


( 


8m  — 8' 
1 


0 
0 
0 


1 
1 
1 


1     1 

Csm— »)     1 


')  rr)  rr) 

(' V)  CT')  (*T') 

Man  zerlege  nun  diese  Determinante  nach  den  Elementen  der  vor- 
letzten Colonne  in  die  Summe  zweier  Subdeterminanten  (m  —  1)**^  Grades 
und  beachte,  dass  die  eine  dieser  Subdeterminanten,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, gleich  ßm—i  ist;  die  andere  Subdeterminante  zerlege  man  wieder 
nach  den  Elementen  der  vorletzten  Colonne  in  die  Summe  zweier  Sub- 
determinanten (m  —  2)^°  Grades,  deren  eine,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
gleich  ßm^%  ist.     Die   andere  Determinante   zerUg^   masi  m^^^x  V^  ^« 
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angegebenen  Weise  und  setze  dieses  Verfahren  fort,  bis  der  Grad  der 
Determinante  gleich  l  geworden  ist.  Dann  erhiüt  man  schliesslich  durch  diese 
wiederholte  Anwendung  der  independenten  Formel  l)  die  bekannte  Recarsions- 
formel:  ^.^ 

la)  2(-i)^(ir=i)^^-i-o- 

Für  f{x)  -»  secx  ei^eben  sich  die  beiden  Gleichungen: 

0  «/•(»'»- »)(o),     <y,„  - /•(2"0(o). 

Hier   haben   die  Differentialquotienten  von  u{x)  und  v{x)  für  a;  — 0 
die  Werthe:  ,        „  ,^.  ^ 

t;(2»'-l)(o)  -  (-  1)^,       f;(2*)(0)  -  0. 

Die  (Tm  independent    darstellende   Determinante  2m^^   Grades    l&sst 
sich  wieder  auf  eine  solche  m^^  Grades  reduciren,  und  man  erhält: 

11  0         .         .         0  0 


n) 


ffm  — 


1 
1 


(J) 

(X) 


(S) 


0 
0 


0 
0 


1  ev)  rr')  ■    .  ar:!)    i 

1    (V)    (Y)    •      •   {.Hd  {.tu) 

Indem  man  das  früher  fdr  die  Determinante,  welche  ßm  darstellte, 
geschilderte  Zerlegnngsyerfabren  auf  die  hier  auftretende  Determinante 
mit  der  Modification  anwendet,  dass  jede  Determinante  nach  den  Elementen 
der  letzten  Colonne  zerlegt  wird,  erhält  man  die  bekannte  Recursionsformel: 


Ha) 


(-l)-apcT,-0. 


(.=0 


Wählt  man  weiter  f{x)  — 


c'+l 


-) 


so  folgt: 


und  da  u(o)  "»  0,   t;(o)  »  2   ist  und  sämmtliche  Differentialqnotienten  von 
u{x)  und  v{x)  für  a;  —  0  den  Werth  1  haben,  ergiebt  sich  schliesslich: 


III)    ßm 


2 

0 

0 

0 

1 

(D 

2 

0 

0 

1 

(_1)m-l 

(?) 

(D 

2 

0 

1 

2 

• 

• 

•                                  • 

•                           • 

• 

CT 

')  c 

m  — 
8 

*)C 

»1  — 2\ 

8   ;   • 

2 

1 

e-x" 

^)e 

m — 

^U* 

■       Vlm— W 

1 
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unter  Berücksichtigung  der  Nnlldeterminante  f^^^^(o)^0  erhält  man 
durch  die  unter  I)  angegebene  Zerlegung  und  durch  EinfCthrung  der 
Bernoulli^schen  Zahlen  an  Stelle  der  TangentencoefBclenten  die  bekannte 
Recursionsformel : 


^=rm — 1 


Illa)   (-  l)-2(2«-  -  l)B^  +2(-  1>(2'^  -  l)(lpJ5^  +  m  -  0. 


2e» 


Durch  Benutzung  von  f(x)  —  ^^  erh&lt  man: 

Nun  ist:        ^  "  /'"""''(o),     <f-»  -  (-  l^^^'-^Co). 

m(o)  -  u'(o)  - . .  -  mW(o)  - . .  -  2 

»(o)  -  2,  t/(o)  -  2,  t/'(o)  -  2«, . .,  »(»)(o)  -  2», . ., 
und  es  ergiebt  sieh: 

1  0  0  .       .        0         1 


IV)  (y„  -  (-!)■» 


2 
2» 


1 

(?) 


0 
1 


0 
0 


1 
1 


(A) 


1 
1 


2»e-i   ^j(p)2«e-»        («,e)2«?-* 

Hieraus  folgt  unter  Berttcksichtignng  der  Nulldeterminante  /'('"■- 1)  (o)  ~  0 
durch  Zerlegung  der  Determinante  nach  den  Elementen  der  vorletzten 
Colonne  die  Becarsionsformel: 

p— m  — 1 

IVa)         (- 1)«  a^  +2(-  l>(lp2«'"-^^-^  <y,  -  1  -  0, 

welche  ich  in  der  mir  zugänglichen  Literatur  nicht  habe  auffinden  können. 

SchliesBlioh  ergeben  sich  für  flj  -h  xj  ^  ig ij  +  x)  unter  Benutzung 

der    Beihenentwicklung   5)     und    der    Entwicklung    von   fij'h^)   nach 
dem  Taylor 'sehen  Satze  die  Gleichungen: 

V)  ß„.  -  2-«"'+Vf"»-'>(j),         ffm  -  2-»'»/"(»'»)(|). 

Beachtet  man,  dass 

„(>,-i)(«)  _  (_  ly-x  ^  ^2,      «c^-)  @-  (- 1)"  \  1/2, 

.(..-x)(»)  .  (_  l).  1  Y2,  .;(«')  (l)  -  (-  1)'  1  }/2 

ist,  und  setzt  man  abkürzend: 

so  ist  hier  f^^"^  (jj  definirt  durch  die  Determinante; 
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')  Hl)  - 


1 

b' 

6" 


0 
1 


(D^ 


0 
0 

1 


0 
0 
0 


1 


1       oC-») 


Durch  Zerlegung  der  Determinante /'(^Mjj  in  der  früher  geschUderfcen 

Weise  nnd  wiederholte  Anwendung  der  Formeln  Y)  gelangt  man,  je 
nachdem  man  von  der  zweiten  oder  der  ersten  der  Gleichungen  Y)  aus- 
geht, zu  den  bekannten  Becursionsformeln*: 


Ya) 


(- 


p  =  fn—  1 


(^^\^  /    8m    \  P£ 


-0, 


^=1  ^ 


+  1-0. 


Die  independenten  Darstellungen  I)  und  11)  sind  die  einfachsten,  da 
bei  ihnen  die  Determinante  nur  vom  tn^^  Grade  ist,  wfthrend  sie  bei  den 
anderen  nur  auf  eine  solche  des  (2»n  —  1)*®°  resp.  (2nt)**'^  Grades  redndrt 
werden  kann. 

Naumburg  a.  S.,  im  März  1894.  Robert  Haussnbr, 

(Würzburg.) 


X.  XTeber  die  gleitende  und  rollende  Beibnng 

bei  der  Fallmaschine. 

Ist  p  das  Grewicht  der  Hauptrolle  (62  Gramm)  mit  Einrechnung  der 
beiden  mittelst  der  gewichtlos  gedachten  Schnur  aufgelegten  je  50  Gramm 
betragenden  Gewichte,  also  bei  vorliegendem  Apparate: 

p  =  162, 

und  q>  der  Coefficient  der  Zapfenreibung,  so  ist,  wenn  q  das  kleine  üeber. 
gewicht  heisst,  welches  am  umfang  2nB  der  Rolle  gerade  hinreicht,  diese 
Reibung  zu  überwinden, 
q.R  =  p(p.r,  (r  der  Zapfenradius.) 

*  Die  Recursionsformeln  la),   IIa),   III  a)  und  Va)  sind  identisch  mit  den 
Formeln  X/Y,  Xlllf  VI,  XIX a,  XIX b  der  „Yorlesungen  über  die  Bernoulli*8cheB 
Zahlen"  Ton  Saalschutz. 
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Liegt  aber  die  Hauptrolle,  das  ist  deren  Welle  vom  ümfaDge  2r;r, 
auf  vier  FrictionsroUen  vom  Umfange  2r,  tc  und  Zäpfenradien  r,,  so  ist 
das  entsprechende  üebergewicht  c[  aus  der  Gleichung  zu  entnehmen: 


[l>9>'+  (P  +1>')9^J^  =  i^^ 


worin    tp  der  Coefficient   der  rollenden  Reibung  ist  mit  Einrechnung  des 

Divisors  m^*    Der  Winkel   or  ist  von  den  beiden  Tangenten  an  den  üm- 

f&ngen  2r^n  gebildet,  wo  dieselben  von  2rn  berührt  werden;  diese  Achse 
vom  Umfange  2rn  läuft  ja  in  der  Keilnut,  welche  von  beiden  Frictions- 
rollenpaaren  gebildet  wird.  Das  Gewicht  dieser  beiden  Paare  betrftgt  am 
Torliogenden  Apparate  ^  ^  ^^  ^^^ 

Der  Leitfaden  von  Beetz-Henrici  setzt  9'  und  ^  stiUschweigend 
gleich  Null.  Dass  diese  Annahme  hinsichtlich  p'  unzulässig,  leuchtet  also 
sogleich  ein.  Es  ist  dieser  Fehler  noch  viel  bedeutender  als  derjenige ,  dass 
man,^ie  auch  in  vielen  anderen  Büchern  geschieht |  bei  der  Formel  für 
die  durch  ein  grösseres  üebergewicht  (als  oben  q)  hervorgebrachte  Be- 
schleunigung das  Gewicht  der  Fadenrolle  als  Null  betrachtet. 

Ob  aber  der  Betrag  der  rollenden  Reibung,  in  der  dritten  Gleichung 
pfp\    gegen  demjenigen    der  Zapfenreibung    (p+p)q>'^  klein  genug  ist, 

dass  man  ersteren  vernachlässigen  kann  gegen  den  letzteren ,  das  lässt  sich 
wegen    der   schwierigen   Bestimmung   der  beiden   Coefficienten   q>'  und   q> 
schwer   entscheiden.     Von   vornherein  ist   es  zu    bezweifeln,   da  das  Ver- 
hältniss  r,  :  r^  die  Zapfenreibung  sehr  herabdrückt. 
Aus  den  Messungen  der  Durchmesser  ergiebt  sich: 

JB  c=  42,    r  =  1,6,    fj  =  45,    r ,  =  1  Millimeter. 

Wir  haben  also'tiie  Beträge  der  Reibung: 

(rollend)     (gleitend) 

162. 9^       "Z^^  Gramme. 

Diese   Beträge  sind  gemäss  der  dritten  Gleichung  zu  vergleichen  mit: 

1     42 
^.^  oder  2,8, 

da  0,1  Gramm,  auf  eines  der  50 Grammstücke  gelegt,  Bewegung  einzu- 
leiten schien  (q  =  0,1).  Es  sind  nämlich  die  beiden  50  Grammstücke  selbst 
nicht  genaa  gleich  schwer;  auf  das  eine  0,1  gelegt,  war  noch  Ruhe,  auf 
das  andere  aber  wirkte  0,1  bewegend  ein. 
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282 
Setzt  man  nun  -r^-fp  oder  6,3(^  =  2,8  unter  der  erwShnten  Voraus- 
setzung,   als   ob   die   rollende    lleibung    162  tp'   gegen  6,S(p  verschwindend 

28 
wäre,  so  ergiebt  sich  9=  ~  =  0,45,  was  augenscheinlich  viel  zu  hoch  ist 

Macht  man  die  entgegengesetzte  Annahme,  dass  die  gleitende  Reibung 
gegenüber    der    rollenden    verschwinde,     so    kommt    \62tp'  ss  2fif    oder 

g>'s=  0,017:=^,   was  viel  eher  mit   den  über  rollende  Reibung  bekannten 

Verhältnissen  stimmt. 

Also  ist  von  beiden  Annahmen  die  letztere  wohl  zutreffender  und 
somit  der  Ausspruch  gewiss  richtig: 

„Durch  die  FrictionsroUe  wird  die  Zapfenreibung 
der  Hauptrolle  in  rollende  verwandelt;  die  an  den 
Frictionsrollen  selbst  noch  vorhandene  Zapfenreibnng 
ist  gegenüber  derjenigen  am  flauptrade,  wenn  dieses 
ohneFrictionsroUensich  dreht,  bedeutend  herabgesetzt, 
nämlich  im  Verhältniss  der  beiden  Durchmesser  der 
Frictionsrollen."  ^ 

Mit  diesem  Ausspruche  denke  ich  nämlich  nicht  an  einen  der  voran- 
gegangenen extremen  Fälle,  obwohl  die  Auswahl  aus  beiden  auch  schon 
zur  Annahme,  dass  die  rollende  Reibung  nicht  vernachlässigt  werden  dürfe, 
führt,  sondern  ich  denke  an  die  mit  obigen  Ziffern  hier  wiederholte  Gleichung: 

162g)'+6,3(p  =  2,8, 

in  der  beide  Arten    von  Reibung  neben  einander  bestehen.     Für  q>  =  0,1 

wird  daraus  beispielsweise  9' =  0,014  oder  =^,  was  nicht  viel  von  dem 
Resultate  des  vorletzten  Absatzes  differirt. 

Acht  Tage  später,  nachdem  der  Apparat  im  kalten  Zimmer  gestanden, 
musste  fast  0,2  statt  0,1  Gramm  aufgewendet  werden,  um  gleichförmige 
Bewegung  zu  erzielen.*     Ich  will  nur  annehmen  0,l&^  so  käme: 

162  (p'  + 6,8  g)"  =4,2, 

wenn  angenommen  werden  dürfte,  dass  inzwischen  nur  der  Zapfenreibungs- 
Coefficient  q)  sich  auf  den  Werth  ip*  erhGht  hätte.  Durch  Abziehung  der 
beiden  letzten  Gleichungen  von  einander  wird: 

6,3(v"-9>)=l,4, 

woraus  ()p"=  0,3 ,  wenn  (p  =  0,1.  Wenn  man  diese  Verdreifachung  der 
Zapfenreibung  bezweifelt,  so  muss  auch  eine  Steigerung  der  roUenden 
Reibung  ((p')  angenommen  werden ,  etwa  durch  Zwischenlagerung  von  Staub. 

*  Beim  früheren  Versuche  waren  die  Zapfen  der  Frictionsrollen  frisdi  geölt, 
überhaupt  der  ganze  Apparat  fri&c\i  gepultV»  Nvoid^n^  beim  späteren  nicht. 
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Ich  ziehe  den  Sohlnss  der  mitgetheilten  üntersnchnng : 

1.  Ich  habe  noch  nirgends  von  einem  derartigen  messenden  Versuche, 
wenn  derselbe  auch  nur  zu  einer  ungefähren  Abschätzung  der  beiderlei 
Reibungsarten  führt  oder  führen  kann,  gelesen.* 

2.  Ausser  dem  erwähnten  Buche  wurde  ich.  bei  Gelegenheit  dieser  Ver- 
öffentlichung auch  Yon  kollegialer  Seite  auswärts  auf  drei  andere  Bücher  auf- 
merksam gemacht.  Erstens  auf  das  im  Erscheinen  begriffene  Lehrbuch 
Violles,  dessen  erster  Theil  des  ersten  Bandes  im  §  90  und  185  auf  obigen 
Gegenstand  zu  sprechen  kommt  und  die  rollende  Reibung  vernachlässigt. 
Femer  setzt  ausdrücklich  auch  die  6.  wie  die  2.  Auflage  des  Lehrbuchs  der 
technischen  Mechanik  von  Ritter  als  Moment  der  Reibung,  wenn  ich  statt 
der  dortigen  die  hiesige  Bezeichnung  wähle: 


stn^ 


Man  sieht  durch  Vergleichung  mit  obiger  dritter  Gleichung,   dass  es 

heissen  sollte: 

P 


•»»  2  J 


und  dass  also  dem  Verfasser  hierbei  eine  fatale  Verwechslung,  oder 
richtiger  gesagt,  Confundirung  der  beiderlei  Reibungsarten  passirt  ist. 
Bei  dieser  Gelegenheit  hebe  ich  auch  die  Gleichung  322  auf  S.  333  (2.  Aufl.) 
noch  heraus  für  das  Moment  der  Reibung  eines  sich  in  fester  Keilnut 
drehenden  Kreises:  a> 


WO  D  der  Druck  ist.    Diese  Gleichung  gewinnt  man  sofort  durch  Zerlegung 

von  D  in  die  zwei  gleichen  Componenten  D  durch  5m  ^,    welche   auf  den 

beiden  Seiten  der  Keilnut  senkrecht  stehen ,  als  streng  richtige  Gleich- 
ung, während  Ritter  vorher  auf  einem  umständlicheren  und,  wie  der 
Erfolg  lehrt,  nicht  richtigem  Wege  eine  andere  Gleichung  ableitet,  aus 
welcher,  „wenn  der  Reibungswinkel  sehr  klein  ist,  für  praktische  Zwecke 
hinreichend  genau**  die  erwähnte  Gleichung  hervorgehen  sollte. 

Endlich  schweigt  Voigts  „Elementare  Mechanik"  (1889),  welche  mir 
auch  genannt  worden  war,  auf  S.  195—197  gänzlich  von  der  rollenden 
Reibung,   indem  sie  nur  den  allgemeinen  Titel  „Achsenreibung*'  aufführt. 

•  fn  mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  der  soeben  in  der  Zeitschr.  f.  phys. 
und  ehem.  Unt.  erschienene  Aitikel  von  Volkmann  über  die  Falbinne  8.  161 
bis  166,  in  welcher  auch  der  CoefGcient  der  rollenden  Reibung  gemäss  messenden 
Versuchen  zu  0,004  geschätzt  wird.  Hierbei  darf  ich  auch  wohl  meinen  Apparat 
vom  Rep.  d.  Phys.  1891   8.  845  in  Erinnerung  bringen.    (Anmerk.  bei  der  Korr.) 

Augsburg.  ProL  lix.  ^\i^a.. 
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XL  Notiz  zu  meinem  Anfsats  ttbdr  die  thermischen  Capacit&ten 
(S.  124  u.  f.)  und  über  KirchhofTs  Vorlesongen  „Theorie  der  Wärme". 

Die  von  C lau  eins  angegebenen  Werthe  für  c„  (S.  126)  sind  auch  in 
den  soeben  erschienenen  Vorlesungen  Kirchhoff 's  (vierter  und  letzter 
Band)  VII  §  2  wiedergegeben  worden.  Der  Herausgeber,  Professor  Planck, 
hat  auch  vor  wenigen  Jahren  im  Vereine  mit  Pulfrioh  den  dritten  Band 
des  Werkes  von  Clausius  edirt« 

Gelegentlich  mGchte  ich  mein  Interesse  an  der  Sache  noch  damit  be- 
kunden, dass  ich  einige  Abkürzungen  der  Rechnung  andeute:  In  VI  §  10 
reicht  die  Gleichung  K^  =  y.|7t;  hin  zur  Berechnung  von  y\  die  Berechnung 
von  B  ist  erst  im  §  11  erforderlich,  wo  es  sich  um  einen  dritten  Weg 
zur  Gewinnung  von  /  handelt.  Und  hierbei  kann  man  die  numerische 
Einbeziehung  des  Factors  ^  =  981  ganz  ersparen,  da 

1033.773.^ 
273 

und  x  =  42400^,  so  dass  in  der  Gleichung 

i2  =  x.Cp.(l~-) 

das  g  fortfällt  Letzteres  kann  auch  in  VII  §  1  (am  Schlüsse)  geschehen. 
In  VIII  ist  2  b  der  Durchmesser. 

Augsburg.  Prof«  Dr.  Kübz. 

Xn.  Bemerkung  zu  dem  Artikel  „Ein  stereometrisohes  Analogen 

zum  Pythagoreischen  Satz." 

(Band  88  Seite  883  und  Band  89  Seite  64.) 

Der  von  Herrn  Dr.  Beau  mitgetheilte  Satz  findet  sich  in  ^Oamol, 
De  la  Corr61ation  des  figures  de  g6om6trie*' (Paris  1801)  S.  170 
Nr.  230  in  der  Fassung: 

„Dans  toute  P7i*amide  triangulaire  dont  les  trois  fieuies  sont 
perpendiculaires  entre  elles,  le  quarrt  de  la  quatridme  face  est 
6gale  &  la  somme  des  quarrös  des  trois  premidres**, 

und  zwar  als  Beispiel  für  die  Anwendung  des  allgemeinen  Satzes  ttber  P  oly  eder 
mit  den  Seitenflächen  a,  h,  c,... 

der  im  gleichen  Werke  (S.  169,  Nr.  227-229)  aufgeführt  ist  Die  ent- 
sprechenden Sätze  ttber  ebene  und  windschiefe  Polygone  stehen 
S.  151  Nr.  204. 

Dieselben  Entwicklungen  wurden  von  Carnot  in  seine  „G6om6trie  de 
Position  **  (Paris  1803)  aufgenommen  (S.  309— 311). 

rabingen.  K,  Piotl 
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Ueber  die  Auflösung  der  OleichungeiL 
vom  fünften  Orade. 


Von 

Dr.  W.  Heymann 

in  Ohenmitx. 


Sohlusa  de«  «reitexi  Theile«. 


12.  Die  DifferentialreBoIvente  des  Ikosaeders. 

Es    seien  f  und   H  zwei   homogene   Functionen    der  Veränderlichen 
£?!  und  z^.     Man  setze 

and    frage    nach   jener   linearen   Differentialgleichung   (Differential- 
resolvente),  welcher 

73)  ^  =  (7i)eri+ CjjEfj 

genügt,  nnter  u  die  unabhängige  Veränderliche  verstanden.     Von  welcher 
Beschaffenheit  f  und  H  sein  müssen,  damit  die  Coefficienten  der  Differential- 
resolvente  rationale  Functionen  von  u  werden,  ergiebt  sich  beiläufig. 
Aus  72)  folgt  zunächst: 


also: 

74) 
wobei 

75) 


dci  du      d«j  du        '    de^  du     dz^  du        ' 


a 


du 


df 


—  :;; — i 


(?- 


dl 

dzi 

dH 

dzi 


du  dzi 


df 


dz^ 

dH 

dz, 


2 


abermals    eine    gewisse    homogene   Function    der  z^,  z^  bedeutet.     Durch 
eine  zweite  Differentiation  nach  u  ergiebt  sich  aus  74): 

76)       GÄ  =  ff'|/^-D^,   a^^  ^^a^K  +  j),, 

^  du^  dz^         *'  du*  dZi         *' 

wo  zur  Abkürzung: 

ZeitMobrift  f.  MmtbemMiik  o.  ThyMik.  39.  Jahrg.  1894.  4. Heft.  \^ 
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A, 


dz* 


iL 

de. 


-D„ 


dG 
du 


-  ff' 


gesetzt  warde.  Es  lassen  sich  aber  die  letzten  beiden  Determinanten  auf 
eine  einzige  reduciren.  Nimmt  man  nSmlich  an,  dasB  f  eine  ganse  homogene 
Function  n**°  Qrades  sei,  so  bestehen  nach  Euler  die  Identitäten: 


d*f   ,         d*f 


* 


'de,* 


+  'i 


deibe. 


(n-l) 


d9^ 


und  löst  man  diese  nach  e^  und  jeig  auf,  so  folgt: 
unter  J^  die  neue  Determinante: 

aV      8V 


77) 


F- 


av     av 


verstanden.  i     «      *» 

Sonach  ergiebt  sich  durch  Eintragung  von  D^  und  Z),  in  Nr.  76)  und 
mit  Rücksicht  auf  Nr.  74): 

du^  du      « —  1 

du^  du      n  —  1 

welche  Gleichungen  in  der  gemeinsamen  Form: 

F 


78) 


Ott*  Ott      n  —  1 


0-0 


enthalten   sind.     Aber   es   ist   noch    gefordert,    dass  F  und  0'  raüooale 
Functionen  der  Veränderlichen  u  seien. 

Setzen  wir  jetzt  f  speciell  als  erste  Ikosaed erform  voraus,  ako  in 
obiger  Bezeichnungsweise: 

79)  /  -  z,z^{z,^^+  ll0,V-  ^2'') 

und  bilden  die  unter  75)  aufgestellte  Determinante,  so  ergiebt  sich: 

80)  F-  121  [-  {z^^+z^"^)  +  228i5i»iP2X«i'^-  h^'')-4aW'H^''\' 

Ein  Vergleich  mit  Nr.  58)  im  Abschnitt  8  zeigt,   dass    die   in  der 
Klammer   auftretende  Grösse   genau  mit  der  Ikosaederform  H  zusammen- 
fällt; es  ist  mithin: 
81)  F  =  121H. 
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Nun  mOge  yorausgeaetzt  werden,  dass  die  linke  Seite  der  Oleichnng  72  b) 
eben  jene  Function  IT (jer|y  f^)  sei;  durch  die  Bezeichnnng  ist  dies  übrigens 
alles  schon  von  vornherein  in  Einklang  gebracht. 

Für  die  Determinante  xmter  Nr.  75)  ergiebt  sich  sodann: 

82)  (? 2O[(0i«»+O+522i?i V(^i*^-^«*0-- 10005 iPi*%*«(VHV% 

und  man  bemerkt,  dass  die  Elammergrösse  genau  mit  der  im  Abschnitt  IX 
unter  Nr.  65)  aufgestellten  Ikosaederform  T  eoincidirt;  es  ist: 

83)  (?--20T5 

nur  wäre  zu  erwähnen ,  dass  statt  der  Buchstaben  ili,  A,  hier  immer  Zi^e^ 
stehen.     Endlich  sei  daran  erinnert,    dass  zwischen  /,  IT,  T  die  Identität 

41)  T*-1728f*-ir» 

statt  hat*  Der  mit  Invariantentheorie  vertraute  Leser  findet  in  obigen 
Zeilen  beiläufig,  dass  H  und  T  Covarianten  der  Form  f  sind;  H  ist  die 
flesse'sche  und  Tdie  Functional-Determinante  von/*.  Jene  Covarianten 
bilden  das  vollständige  Formensjstem  von  fy  alle  drei  Formen  sind  durch 
die  dreigliedrige  Relation  41)  mit  einander  verknüpft. 

Tragen  wir  nun  die  Werthe  für  F  und  Q  aus  81)  und  83)  in  die 
Differentialgleichung  78)  ein,  so  entsteht: 

84)  r«|i  +  r2"^  +  d5ir-0. 

oder  wegen  41)  und  weil  U'^  H.\ 

85)  (1728/'»  -  H«)  ^,  -  |ir^  +  dif ;,  -  0, 

«-1  11 

0  "■ 


4(«  -  2)«      400 

Dieses  ist  die  Differentialresolvente  des  Ikosaeders.  Sie  ist 
bereits  hypergeometrischer  Natur  und  geht  speciell  in  die  Gauss'scbe 
Gleichung  Über,  wenn  man  setzt: 

86)  1728/-»  "■  ■^' 

wo  J  die   neue  unabhängige  Veränderliche,    der   sogenannte  Ikosaeder- 
parameter  ist.     Die  transformirte  Gleich ang  lautet: 

^ß  de 

87)  J(l  -  J)jji  +  [y-(a  +  ß  +  1)^-]^ -  «ßf!  -  0, 

und  die  Elemente  a,  ß,  y  haben  die  Werthe: 

oo^  w-1         11      p  -1  1  2      ,        ,„. 

88>  " " eöTTF) " 60'  ^^W^^)  —  6Ö'  y"3'  (""^^)- 


*  Zufolge  dieser  Beziehung  ist  T',  d.  h.  (7',  eine  raUonale  Fxmic^tifiiSk^^tLU^B. 

Vi* 
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Hiermit  haben  wir  unser  Ziel  erreicht;  die  0ij  e^j  d.  h.  die  lit  X^ 
erscheinen  als  parücnlSre  Integrale  der  Gleichung  87),  mithin  als  wohl- 
bekannte hjpergeometrische  Beihen  zweiter  Ordnung.  Herr  Klein*  hat 
alle  diese  Beihen,  wie  sie  für  verschiedene  Werthe  des  Parameters  J 
erforderlich  werden,  angegeben  und  auch  die  zugehörigen  Integrations- 
constanten  bestimmt. 

üebrigens  sei  bemerkt,  dass  man  bei  der  Beihenaufstellung  betreffs 
der  Transformationstheorie  von  Gleichung  87)  gar  keine  Yorausisetzungen 
zu  machen  braucht,  es  genügt  die  Eenniniss  einer  einzigen  Integralform, 
also  etwa  die  der  gewöhnlichen  Gauss'schen  Reihe: 

89)  e  -  F(a,  ß,  y,  J). 

Die  übrigen  wesentlichen  Integrale  kann  man  durch  Transformation 
des  algebraischen  Gleichungssystems: 

mittelst  der  einfachen  Substitutionen: 

erhalten,  wo  v  derartig  bestimmt  werden  muss,  dass  die  rechten  Seiten 
der  vorigen  Gleichungen  ihre  Bedeutung  wechseln,  also  f  veränderlicli 
nnd  H  oder  T  coustant  gedacht  wird  u.  s.  f.  In  jedem  einzelnen  Falle 
existirt  dann  ein  Ansatz,  ähnlich  dem  wie  im  gegenwärtigen  Abschnitt, 
und  es  stellen  sich  Formen  (höhere  üeberschiebungen)  ein,  die  unmittelbar 
durch  die  ursprünglichen  Formen  f^  JET,  T  ausgedrückt  werden  können. 
Auf  solche  Weise  kommt  man  zu  den  bekannten  sechs  Fällen,  in  denen 
das  vierte  Element  der  Beihe  die  Gestalt 

1      jr-l  1  J 


,     .,,  J         J         7-1      jr-1 

besitzt. 

13.  Zusammenstellung  der  Besultate. 

Die  Ergebnisse    der    früheren  Abschnitte,    soweit   sie    sich    auf  eine 
Hauptgleichung  beziehen,  lassen  sich  zusammenfassen  wie  folgt: 
Einer  Hauptgleichung  fünften  Grades: 

16)  y'^+bay'+bßy  +  y^O 

wird  durch  den  Ausdruck: 

64)  ,,-MZ+£^)Z'. 

genügt,  wo  tv  und  W^  nachstehende  fünfwerthige  Ausdrücke  sind: 

*  Math.  Annalen.  XII.  Bd.  S.  514  u.  615.  —  Erwähnt  sei,   dass  Herr  Klein 
in  Beinen  in  den  Math.  Annalen  erschienenen  Arbeiten  immer  12 'ff  statt  H  nnd 
12  T  statt  J' schreibt.   Unsere  Bezeicbnvmg  (hii\.ft^i\c\i\i  d^t  neueren  im  „Ikosaeder".     , 


59) 
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60)      ty  -  «"A,«  +  2  j»»ii%  -  5«»A/V  -  öf*'*,»  V  -  2£»'iiÄ8''+ £«%«, 

I  2n  2n 

I     fcos-^  +  isin-^;    v-"0,  1,  2,  3,  4, 

wShrend  /  das  Ikosaeder: 

57)  /•-i,A,(A,'»+lU,V-V°) 
und  H  die  zugehörige  Form: 

58)  H (k^^  +  X/^)  +  228 Ai%ö  (Aji«  -  A,^<>)  -  494 A/%i<> 

repräsentirt. 

Die   Veränderlichen   it^   und  A^   sind    die    particolären    Integrale    der 
Differentialgleichung 

also  zwei  hypergeometrische  Beihen,  deren  Quotient  in  das  anter  Nr.  64) 

angegebene  y  eingeht.    Das  vierte  Element  der  Beihen,  d.  h.  der  Ikosaeder- 

parameter: 

86)  /  -  ü»  :  1728/-^ »lÄ, :  1728 

ist  bestimmt  durch  ^.^  ,., 

29^  J^  /?(3r-5y 

^  1728[0S*-«y)r  +  y«j' 

und  die  Orössen  r  and  s  werden  auf  Ghrund  folgender  Formeln  gewonnen: 

■'  2(«*+«|Sy-^») 

26)  V*  -  108aV  -  135«*/S*  +  QOu'ßy*  -  320«/?''y  +  256/3"*  +  y*, 


27)  s 


ar  —  y 


ß 
Wir   bemerken   weiter,    dass    statt   des  Ausdrucks  64)  auch  der   im 

Abschnitt  7  aufgestellte: 

50)  y,  -  e^n,(,,  -  B^-X,(i,  +  a^^X^^i,  +  a^A,^, 

die  vorgelegte  Hauptgleichung  16)  befriedigt.  Das  Yerhältniss  der  iL  folgt 
genau  wie  vorhin  aus  Nr.  29);  derselbe  Ausdruck  ergiebt  aber  auch  das 
Verh&ltniss  der  fi  und  zwar  dann,  wenn  das  Vorzeichen  von  v  üi  dem 
Werthe  ftlr  r  in  das  entgegengesetzte  umgewandelt  wird.  Man  überzeugt 
sich  hiervon,  wenn  man  zu  einem  bekannten  Specialfall,  z.  B«  zur  Besolvente 
der  W,  zurückkehrt. 

Es  ist  sehr  interessant,  den  inneren  Zusammenhang  zwischen  den 
erwähnten  Auflösnngsmethoden  zu  studiren.  Oordan*  geht  in  seiner 
Arbeit  von  der  doppeltbinären  Grundform: 

«  Math.  Amuüen  IUI.  Bd, 
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öla)  iiVf^+VAjfs'+iiVfh'-VfhfH*--« 

aus,  wendet  auf  dieselbe  die  Processe  der  InTariantentbeorie  an  und  gelangt 
so  zn  36  verschiedenen  Formen,  unter  denen  dann  gewisse  Belationen 
stattfinden.  Auf  solche  Weise  kommt  Gordan  zunächst  zu  den  einfachsten 
Besolventen  fär  f,  W  und  (^TF),  endlich  zur  Hanptgleichung  selbst. 

Klein*  scbl&gt  einen  umgekehrten  Weg  ein.  Er  vergleicht  die 
unter  Nr.  64)  und  50)  aufgestellten  Lösungen  und  berechnet  die  von  uns 
mit  r  und  8  bezeicbneten  Grössen  rückwärts  ^  d.  h.^  er  drückt  sie  in  den 
A,  \k  aus.  Hierbei  ergiebt  sich,  dass  r  und  s  proportional  ge^ssen  doppelt- 
binären Formen  werden,  eben  jenen  Formen,  die  Gordan  direct  aii£Btellt 
Endlich  sei  an  dieser  Stelle  einer  Untersuchung  gedacht,  die  als 
speciell  und  aufhältlich  in  vorliegender  Arbeit  nicht  aufgenommen  werden 
konnte,  die  aber  nicht  interesselos  ist.  Wir  meinen  die  Behandlung  der 
Besolventen  der  k\^  W  und  (^TF),  ingleichen  der  trinomischen  Formen: 

als  besondere  Fälle  der  Hauptgleichung: 

16)  y*+5ay«+5i3y  +  y-0, 

in  welcher  dementsprechend  also 

68)  3ay-4^«-0, 

36)  ay-8/3»-0, 

43)  64aV*  -  27  a'y  -  /Jy«  -  0 

oder  a  „  0, 

resp.  /J  —  0  ist 

Bestimmt  man  für  die  ersten  drei  Resolventen  die  il^,  A,,  so  konunt 
man  natürlich  auf  die  früher  mitgetheilten  Resultate  zurück.  Bevorzugen 
wir  dagegen  die  ft,  d.  h.  benutzen  wir  in  der  Rechnung  ein  y  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  (+ V  ^^^^  ~~  V)'  ^^  stellen  sich  für  den  Ikosaede^ 
Parameter  J  auf  Grund  von  Nr.  29)  ziemlich  complicirte  Ausdrücke  ein. 
Es  sind  dies  im  Wesentlichen  jene  Verbindungen,  welche  Klein**  unter 
ganz  anderen  Gesichtspunkten  in  einer  Arbeit  „üeber  lineare  Differential- 
gleichungen*' gefunden  hat,  und  deren  Existenz  schon  durch  die  ünte^ 
suchungen  von  Schwarz***  festgestellt  war,  es  erscheinen  eben  die  mit 
Xil,  XIV  und  XV  bezeichneten  Fälle  der  Schwarz 'sehen  Tabelle. 

Was  die  anderen  beiden  Sonderfälle  der  Hauptgleichung  anlangt, 
o  »  0  und  j3  »  0,  so  bekommt  man  für  J  Ausdrücke  dritten  und  vierten 
Grades,  die  sich  ebenfalls  der  Schwarz'schen  und  Brioschi'schen  Tabellef 

*  Ikosaeder  \1^^,   §  6  bis  9. 
*•  Math.  Annalen  XII.  Bd.  S.  167. 

Schwarz,  Gesammelte  mathem.  Abhandlungen  2.  Bd.  8.846. 
f  Brios Chi,  Math.  Annalen  XI.  Bd.  ^.  4<(^V 
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einordnen  und  eine  Transformation  zweiter  respective  dritter  Ordnung  vor- 
stellen. Zugleich  treten  nns  in  diesen  Aasdrücken  jene  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades  entgegen,  deren  die  Tschirnhaus-Bring'sche 
Transformation  bedarf,  wenn  die  Hauptgleichung  auf  eine  trinomische 
Form  zurtLckgefÜhrt  werden  solL  (Vergl.  auch  Klein,  Math.  Annalen 
XIL  Bd.  S.  553  und  XIV.  Bd.  S.  166.) 

So  kann  man  also  mit  Hilfe  rein  algebraischer  Betrachtungen  an  der 
Gleichung  fünften  Grades  Vorgänge  studiren  und  Resultate  reprodüciren, 
die  ursprünglich  der  Transformationstheorie  der  hjpergeometrischen  Func- 
tionen beziehentlich  der  Theorie  der  Diflferentialgleichungen  angehören. 

14.  Die  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades. 
Die  allgemeine  Gleichung 

90)  afi+  a3i^+  bx^+  cx^+  dx  +  e^^O 
kann  mittelst  der  Tsc hirnhaus -Transformation: 

91)  X*  +  mx  +  n  « 3/ 
auf  eine  Hauptgleichung: 

16)  yi+5ay«+5|3y  +  y-0 

gebracht  werden  und  hierbei  bestimmen  sich  m  und  n  durch*: 
92)  (2a«-5&)m«-(4a»-13aft+15c)w+(2a*-8a«&+10ac+36«-10d)=0, 

93)  5«-ani~o*+2&. 

Man  denke  sich  die  Substitution  91)  auf  bekannte  Weise  umgesetzt  in 

94)  aj-ay+&y+c'y«+(ry  +  e' 

und  führe  hier  an  Stelle  von  y  die  Grösse  t  ein. 
Es  war  nach  Abschnitt  5  t^  »    i 

wobei  p'  und  gf  nur  gegebene  Grössen  enthalten  ^  folglich  wird 

U 

wobei  U  eine  gewisse  ganze  Function  achten  Grades  in  t  vorstellt,  deren 
Coefficienten  sich  von  selbst  ergeben.     Spaltet  man  obiges  x  wie  folgt: 

U  1 

"""(<«- 3/)« '(e^-Sf)«' 

so  kann  man  den  ersten  Factor  auf  die  Form: 

gebracht  denken  und  dann  nachstehende  Partialbruchzerlegung  vornehmen: 
*  Vergl.  Kiepert  a.  a.  0.  S.  181. 
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95^    «_ ^_     + ^_     + ^  + ^ +  J' 

(<  -1/3/)*      (t  + 1/3/)»      « -l/Sf      <  +1/3?         ' 

d.  h.  aber  in  den  %,  i;^  ausgedruckt: 

96)  X  «  ili^i»  +  J?i?,*  +  I>Vi  +  ^%  +  ^• 

Zu  eben  diesem  Besoltat  gelangt  man  auch,  wenn  man 

in  Nr.  94)  einführt  und  beachtet^  dass  die  Glieder  %^,  Vi^Va '  •  •  %^i 
Vi^i ...  172'  einzeln  sich  durch  einen  Ansdmck  zweiten  Grades  der  i}j  dar- 
stellen lassen,  in  welchem  das  Glied  i}ji}2  ^^^^     (Vergl.  Abschnitt  3.) 

so  verschwindet  in  96)  auch  F^  falls  die  reducirte  Gleichong: 

97)  afi+  bx^+  cx^+dx  +  e'^0 
vorgelegt  wird. 

Aus  dieser  Darstellung,  die  nur  schematisch  zu  vei*stehen  ist,  geht 
hervor,  dass  der  reducirten  Gleichung  97)  ein  Ausdruck: 

98)  X  -  Äfi,*  +  Bfi,'  +  Dn,  +  En^ 

genügt,  in  welcher  die  Grössen  ^, . . .  E  sich  in  bekannter  Weise  rational  nnd 
irrational  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausdrücken  lassen. 
Aber  es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  hierbei  nur  zwei  Irrationalit&ten 
in  Frage  kommen:  erstens  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  nnd 
zweitens  jene  Quadratwurzel,  welche  durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleich- 
ung für  f»,  d.  h.      5 j^a  ^  15^^  _  (32^2  _  ^Qd)  -  0 

in  die  Rechnung  gezogen  wird.    (Vergl.  Nr.  92.) 

Während  nun  die  erste  Quadratwurzel  immer  eine  rationale  Function 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung,  nämlich  das  Differenzenprodoct 
der  Wurzeln  vorstellt,  ist  die  zweite  Quadratwurzel: 


99)  o>-=]/ 


125»-406(i  +  45c» 


206* 

nicht  durch  jene  Wurzeln  rational  darstellbar^  also  nach  Kronecker  eine 
,,a  c  c  e  s  s  0  r  i  s  c  h  e  I  r  r  a  t  i  0  n  a  1  i  t  ft  t^',  die  in  keiner  Weise  vermieden  werden  kann. 
Die  fj^  und  rj^  sind  die  Wurzeln  zweier  Besolventen^  welche  die  gemein- 
same Form: 

5)  hfi^+  20fi*+  6Ä1;  +  1  -  0 
haben,  wobei 

6)  ä-24ä--;=, 

T  und  /  bekannte  Grössen  und  wo,  dem  17^  und  tj^  entsprechend, 

fc.-+V3  bei.  IL Y3 

gesetzt  werden  muss.  »  ^ 
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16.  Andere  Darstellnng  der  Schlnsslösnng. 

Symmetrischer  wird  die  Darstellung  des  vorigen  Abschnitts,  wenn 
man  nicht  eine,  sondern  beide  Wurzeln  m  und  nJ  der  quadratischen 
Gleichung  92)  bei  der  Bechnnng  benutzt. 

Die  Tschirnhaus-Transformation  91)  repr&sentirt  sich  jetzt  in  der 
zweifachen  Oestalt: 

91)  rc*  +  mx  +  n  — y  | 

910  ^+m'x+fJ^f/y 

unter  y  und  ^  die   Lösungen    der  Hauptgleichung  verstanden,    falls  in 

deren  Coefficienten   einmal   das  «n,  dann   das   ml  eingegangen   ist.     Die 

Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  fCLnften  Grades  ergiebt  sich  nun  mit 
Eücksicht  auf  91)  und  91')  aus: 

100)  (m  -  n/)x  +  (n  -  n')  -  y  - 1/. 

Ist  die  allgemeine  Gleichung  eine  reducirte  wie  xmter  Nr.  97),  so 
hängen  n  und  fl  von  m  überhaupt  nicht  ab,  denn  es  wird  wegen  a  »  0, 
vergL  Nr.  93):  ^ 


n  —  n'  —  r-5,  d.  h.  n  — 
o 

w  —  m'—  2ai 


n' 


Oj 


ausserdem  ist 

und  sonach 

101)  2(ax  —  y  -  j/. 

Erinnern  wir  uns  der  Form  der  Wurzeln  einer  Hauptgleichung,   so 
können  wir  folgendes  Resultat  aussprechen:  Die  Wurzeln  von 

97)  a?*+&«*+c«*+eJa:  +  e-0 

sind  dargestellt  durch: 

102)  a?  -  pi^i  +  giy,  +  P^ni  +  ff'W) 

wobei  die  |>, . . .  ^  von  derselben  Beschaffenheit  sind,  wie  die  ^, ...  J^  in 
Nr.  98),  und  die  vier  17  die  Lösungen  von  vier  Besolventen  bedeuten,  die 
allesammt  dieselbe  Grundform: 

5)  hri^+  2O1;*  +  5Äiy  +  1  -  0 

besitzen.     Hier  ist  h  respecti?e  V  eine  bekannte  Grösse  und  Ä; «  ±  1/3. 
Löst  man  die  Haaptgleichung  dagegen  mittelst  des  Ansatzes 

50)  y^-  c*'Ai^  -  £«%fii+  €*U,^+  £%^ 

auf,  so  ergiebt  sich  für  die  allgemeinere  Gleichung  fünften  Grades  unter 
Nr.  97)  nachstehende  Lösung: 


103)  2iOXr  - 


.«*•'- 


.€»"  + 


.€»"  + 


.€' 


wobei  die  (^ijilj),  (f*i,fij)i  (^i'»V)j  (fh'>l^')  anf  Grund  von  vier  Ikosaeder- 
gleichungen  zu  bestimmen  sind;   deren  Farametet  ^-ua  Ql»u.  ^q%!&^^t^^ 
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der  vorgelegten  Gleichung  fünften  Grades  gebildet  werden  können,  nnd 
zwar  dermassen  durch  elementare  Procesee,  dass  ausser  rationalen  Ver- 
bindungen nur  die  beiden  vorhin  erw&hnten  Quadratwurzeln,  also  inabesondere 
auch  die  accessorische  Irrationalität  o  in  die  Bechnung  verwebt  werden. 
Man  bemerke,  dass  die  Lösungen  y  und  y  der  beiden  Haupi- 
gleichungen  stets  coi^'ugirt  zu  verbinden  sind,  also  in  der  einen  v  —  O; 
1,  2,  3,  4,  in  der  anderen  gleichzeitig  v  *»  0;  4,  3,  2,  1  zu  setzen  ist, 
und  dass  zwischen  y  und  f/  die  Beziehung 

iy-t/y+  2ai(m'y-nij/)  +  4«a)«-  0 
statt  hat 

Obgleich  nun  hiermit  schematisch  Alles ,  was  sich  auf  die  Auflösung 

einer  allgemeinen  Gleichung  f&nften  Grades  bezieht,  erledigt  ist,  und  alle 

Elemente,   welche  die  Lösung  zusammensetzen ,    einzeln  bekannt  sind,  so 

fehlt  es  dennoch  zur  Zeit   an  einem  Algorithmus,   welcher  eine  wirklieh 

hinschreibbare    und    übersichtliche    Auflösung     des     allgemeinen    FaUea 

ermöglicht.     Es  ist  zweifellos,  dass  bei  allen  bis  jetzt  bekannten  Methoden 

der  algebraische  Theil  in  zu  viele  einzelne  Schnitte  zerlegt  ist^   und  dan 

das  oft  umworbene  Problem  der  Gleichungen  fünften  Grades  in  mehr  tis 

einer  Hinsicht  noch  nicht  als  abgeschlossen  bezeichnet  werden  kann« 


(Der  zweite  Theil  dieser  Arbeit  erscheint  in  den  nächsten  Heften 

dieses  Jahrgangs). 


X. 
Ueber  relative 


Von 

Dr.  L.  Goldschmidt 

in  Goth«. 


Im  70.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  ist  von  Herrn  Victor 
Schemmel  eine  Verallgemeinerang  der  Sfttze  über  relative  Primzahlen 
gegeben  worden,  mit  deren  Beweis  wir  uns  in  den  nachstehenden  Aus- 
führungen besohttftigen  werden,  indem  wir  damit  einem  gütigen  Hinweis 
des  Herrn  Professor  Stern  Folge  leisten. 

Es  lassen  sich  aus  den  relativen  Primzahlen  einer  ungeraden  Zahl  m, 
welche  kleiner  als  diese  sind,  eine  bestimmte  Anzahl  Gruppen  von  n  auf- 
einanderfolgenden Zahlen  zusammenstellen. 

Bevor  gezeigt  werden  soll,  dass  für  diese  Gruppen  fthnliche  Gesetze 
wie  die  bekannten  für  relative  Primzahlen  bestehen,  wollen  wir  erst  den  Satz: 

in  ein  wenig  anderer  Weise  ableiten,  als  das  in  den  Lehrbüchern  zu  geschehen 
pflegt. 

Wie  üblich,  bedeutet  9(111)  die  Anzahl  der  kleineren,  zu  nt  =  a'^/'c^.. . 
relativen  Primzahlen,  wfthrend  a,  b,  c...  beliebige  Primzahlen,  a,  /?,  y... 
beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Die  zu  a  relativ  primen  ersten  a  —  1  Zahlen  der  natürlichen  Reihe 
kehren  als  Beste  moda  in  den  h  Intervallen: 

von  0  bis   a 

»    «    »  2a 

n2a    .3a 


von  (&  — l)a  bis  ha 

bmal  wieder,  wfthrend  gleichzeitig  alle  Beste  r,  in  den  je  h  Zahlen: 

A)  r„   Tp  +  a,  r,  +  2a,...r„  +  (6— l)a 

vollstSndige  Bestsjsteme  madh  durchlaufen.  Wfthrend  also  bis  zu  o  3  im 
Ganzen  {a^l)h  relative  Primzahlen  zu  a  auftreten,  finden  sich  in  den 
a— 1  Bestsjstemen  A)  ebensoviele,  das  heisst  a—1  Vielfache  von  b  vor, 
so  dass  nach  deren  Ausscheidung: 

q>ial)^(a-l)l-{a-l)  =  {a-l){i-l) 
Wird. 
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Diese  (a  — 1)(&—  l)  zu  ab  relativen  Primzahlen  finden  sich  als  Beste 

mod  a  &  in  den  c  Gruppen : 

von    0  bis   ab 

„    ah    „  2ah 

^2ab    .Sah 


von  (e—  l)ah  bis  cah 

cmal  vor,  während  gleichzeitig  alle  diese  Beste  r^  in  den  je  c  Zahlen: 

B)  rßyTß  +  ah,    r^  +  2a6,  ...r^»  +  (c  — l)a6 

wiederum  vollständige  Bestsjsteme  nach  dem  Modul  e  erschöpfen,  so  dass 
in  jeder  Beihe  B)  auch  einmal  ein  Vielfaches  von  e  enthalten  ist.  Indem 
wir  also  diese  (a  —  !)(&  —  1)  durch  c  theilbaren  Zahlen  ans  den  vorhandenen 

(a_l)(6_l)c 

zu  a&  relativen  Primzahlen  ausmerzen,  erhalten  wir  alle  kleineren,  mit 
ahe  theilerfremden  Zahlen  durch  die  Belation: 

g>(a6c)  =  (a-l)(6-l)c-(a-l)(ft-l)  =  (a-l)(fe-l)(c-l). 

So  kann  man  weiter  schliessen,  nm  zu  zeigen,  dass  ftir  eine  beliebige 
Zahl  von  Primfactoren  sich  die  Grösse  9  analog  znsammensetii,  wBhre&d 
fttr  eine  Zahl  m  =  «-W(!r... 

aus  dem  Anblick  der  Intervalle: 

von      0  bis  ahc, 

,1    ahc    ,  2ahe... 
n2ahc   jp  Sahg.,. 


von  (a«-*6^->cy-> l)a6c  bis  al'hßtr... 

die  bekannte  Gleichung: 

9>(m)  =  a—Hfl -  1)6^-H&  -  1)<^-Hc- 1)... 
folgt 

Wir  werden  nunmehr  mit  9b  (m)  die  Zahl  der  Gruppen  bezeichnen, 
welche  sich  aus  je  n  aufeinanderfolgenden ,  zu  m  theilerfremden  Zahlen  ans 
allen  den  Zahlen  bilden  lassen,  welche  kleiner  als  m  sind. 

Für  eine  Primzahl  a  giebt  es  a  —  i»  solcher  Gruppen ,  deren  erste  mit 
1  beginnt  und  mit  n  schliesst,   deren  letzte  dag^^  ans  den  Elementen: 

a  — fi,  a  — #»  +  l,...a— 1 
besteht    Offenbar  wiederholen  sich   diese  Gruppen   in   nach  dem  Modal  a 
congruenten  Zahlen  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Viel&chen  von  «• 
Gehen  wir  bis  ab,  so  sind  von  den 

(a  -  fi)  6 
Gruppen  diejenigen    auszuschliessen ,   welche  h  oder  ein  Vielüaches  von  i 
enthalten. 
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Alle  diese  Omppen  entsprechen  den  folgenden  Formen: 

l+ha,       2+ ha,  3  + ha, n  +  h.a 

2  +  ha,       3  +  ha,  4  +  Äa, n  +  l  +  ha 

a  —  n+ha,  a  — n+l+Äa,  a— n+2+Äa,  ...a— l+Aa, 

in  welchen  h  die  Zahlen  Ton  0  bis  5  —  1  durchläuft,  so  dass  in  jeder 
dieser  Formen  einmal  ein  Vielfaches  von  h  an  erster,  einmal  an  zweiter  etc. 
Stelle  stehen  wird  und  somit: 

O'-n  Ghruppen,  deren  erste  Zahl  =  0  modb, 

a-^n        „  „     zweite    „     =0    „    &, 

a  —  n  Gruppen,   deren  n^®  Zahl  =  0  «nod  ib, 

im  Cranzen  n{a^n)  auszuschliessen  sein  werden. 

Damit  keine  der  Gruppen  zugleich  an  verschiedenen  Stellen  ein  Viel- 
faches von  h  enthalten  könne,  ist  es  nur  erforderlich,  a  als  die  kleinste 
von  den  in  Frage  kommenden  Primzahlen  anzusehen,  was  die  Allgemein- 
heit der  üntersiibhung  nicht  stört,  während  einleuchtend  ist,  dass  in  n 
aufeinander  folgenden  Zahlen  nicht  mehr  als  höchstens  einmal  ein  Vielfaches 
einer  grossen  Zahl  erscheinen  kann. 

Wir  können  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung: 

fpniflV)  =  {a"^n)'b'^n{a^n)  =  (a  —  n){fi'-'n) 
aufstellen. 

Diese  (a  —  n)(&  —  n)  Gruppen  finden  sich  in  Zahlen ,  welche  beziehungs- 
weise nach  dem  Modul  ah  congruent  sind,  immer  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Vielfachen  von  ah  Tor,  wenn  wir  zu  dem  Product  ahc  über- 
gehen,  also:  (a-n)(ft-«)c mal 

vor  und  um  q>n{cLhc)  zu  finden,  muss  ich  Ton  diesen  diejenigen  Gruppen 
abziehen,  in  welchen  durch  die  Primzahl  c  theilbare  Elemente  auftreten. 

Wiederum  werden  an  jeder  einzelnen  Stelle  dieser  Gruppen  vollständige 
Bestsjsteme  modc  erschöpft,  so  dass  die  den  vorigen  analogen  Schlüsse  zu 

q>n{flhc)  =  (a—  fC){h'-n)c^n{a  —  n)(Jb  —  n)  =  {a'-n){Jb  —  n){C''n) 
ftihren. 

Indem  wir  so  fortfahren  und  in  Bezug  auf  die  Zahl  ntaa^b^c)^... 
bedenken,  dass  immer  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Vielfachen  von 
ahc...  sich  die  den  (a  —  n)(&  — n)(c  — n)...  Gruppen  .entsprechenden  in 
relativen  Primzahlen  zu  a  b  e . .  •  vorfinden  müssen ,  dass  femer  a^^^W^^tf^K.. 
solcher  Intervalle  bis  m  vorkommen,  erhält  man  den  von  Herrn  Schemmel 
aufgestellten  Satz: 

t;p„(m)  =  a«-H«-w)5^-->(&"-w)cy-Hc-w)..., 

welcher  für  n==l  in  den  zunächst  für  q>{ni)  abgeleiteten  übergeht  Wie 
ans  diesem  für  zwei  theilerfremde  Zahlen  m  und  m\ 
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9(111111')  BS  (p(m)(p{m')f 
80  folgt  aus  dem  allgemeineren  unmittelbar: 

(Pn  (mm)  =  g>n  (m)  g>n  (m ). 
Ein  einfaches  Beispiel  soll  hier  eingefügt  werden.    Ist  a&s=5.7  und 
nehmen  wir  ns=3,   so    giebt   es  2.4  &=  8  Gruppen  der  gekennieichneten 


Art,  nSmlicb: 

nioä. 

5 

moäl 

12    3 

T 

2 

3 

12    3 

2    3    4 

2 

3 

4 

2    8    4 

11  12  13 

1 

2 

3 

4    5    6 

16  17  18 

1 

2 

3 

2    3    4 

17  18  19 

2 

3 

4 

3    4    5 

22  23  24 

2 

3 

4 

1    2    3 

31  32  33 

1 

2 

3 

3    4    5 

32  33  34 

2 

3 

4 

4    5    6. 

Wie   man   sieht,   geben  die 
7  — 3s4mal  die  der  Zahl  fünf 

)  Zahlen,   nach  dem   Modul  5  betrachtet, 
eigenen  Gmppen: 
12    3 

2 

3 

4 

nach   dem  Modul  7  betrachtet  £ 
Gmppen: 

1 

3» 
2 

2  mal  die  der  Zahl  sieben  eigenen 
3 

2 

3 

4 

3  4    5 

4  5    6 

wenn  auch  in  anderer  Ordnung.  So  ist  es  allgemein.  Bis  zur  ZaU 
m  =  a^b^cP^,..  lassen  sich: 

j/»-i(6-n)cr-«(c-.n)...raal 

die  zur  Zahl  a"  gehörigen  a'^^^^a—n)  Gruppen  der  Zahl  a  nachweisen, 
wenn  man  alle  Zahlen  mod  a  betrachtet ,  femer: 

a«-^(a  — n)cy~ '  (c  —  n). .  .mal 

die  zur  Zahl  b^  gehörigen  hP''^{h'-n)  Gruppen  der  Zahl  &,  wenn  man 
alle  Elemente  mod  h  betrachtet  u.  s*  f. 

Für  den  besonderen ,  zunächst  behandelten  Fall  Iftsst  sich  die  Formel: 

dahin  interpretiren ,  dass  alle  kleineren,  mit  m  theilerfremden  Zahlen  ebenso 
vielmal  alle  Beste  von  1  bis  a  —  1  mada  erschöpfen,  als  alle  Facioren  Ton  ^(«i) 
ausser  (a  ^  1)  dies  angeben  und  entsprechend  ist  es  für  die  übrigen  Prim- 
factoren  von  m, 

Dass  hierauf  der  Beweis  der  Formel  in  den  Disquisiüonea  arithmeUeM 
beruht f  weicher  combinatorisch  ^orgchl^  \>^daxC  kaum  der  Erwähnung. 
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Ist  k  eine  beliebige  relative  Primzahl  za  m,  so  stimmeni  wie  bekannt, 
die  Prodncte:  ^^    2*,    3»,    4*,...(m-l)Ä 

in  Bezug  auf  den  Modul  m  mit  den  ersten  m » 1  Zahlen  bis  auf  die  andere 
Beihenfolge  völlig  fiberein.  Daraus  ergiebt  sich ,  dass  jenen  ^  (m)  Gruppen 
immer  ebenso  viele  andere  entsprechen ,  deren  Glieder  sich  nicht  um  eine 
Einheit»  sondern  um  h  Einheiten  unterscheiden. 

So  entsprechen  fttr  unser  Beispiel  den  8  Gruppen  die  folgenden,  deren 
Elemente  um  die  Zahl  11  verschieden  sind: 

1     12    23 


2 

13 

24 

11 

22 

33 

12 

23 

34 

16 

27 

3 

22 

33 

9 

26 

2 

13 

32 

8 

19 

Es   heisse  irgend  ein  Divisor  von  m  d^  so  ist  derselbe  in  der  Form 
a  'h^i/ ...  enthalten,  während  die  Exponenten: 

etc. 
sein  mflssen.    Dem  ftlr  diese  Divisoren  bekannten  Satze: 

£q>{S) «  m 
entspricht  im  vorliegenden  allgemeineren  Falle  die  Beziehung: 

welche  unter  Vermeidung  des  Bruches  rechter  Hand  auch 

geschrieben  werden  kann. 

Bildet  man  nSmlich,   analog  wie  bei  dem  Beweise  ffir  den  speciellen 
Fall,  die  Summen: 

Wg>i.(l)  +  w— «g>,(a)  +  n— 2t;p„(a«)+  .. .  +  t?)„(a«), 

80   entspricht  das  Product  aller  der  linken  Seite  der  zuletzt  geschriebenen 
Gleichung,  während  für  die  erste  Summe  aus: 

oder  aus: 
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nach  leichter  Rechnung  a'  ebeneo,  wie  für  die  folgenden  beziehnngBweise 
^,  &  etc.  und  also  ftlr  das  Product  aller  der  Werth  m  folgt. 

Es  bleibt  hierzu  nur  zu  bemerken,  dass  man  entweder  9a(l)  ein-  f&r 
allemal  es  1  zu  setzen  hat,  oder  dass  man  die  Definition  der  6r(^e  ^mi^ 
dahin  abftndert,  dass  sie  die  Zahl  derjenigen  nicht  grösseren  und  zu  m 
relativen  Primzahlen  angiebt,  welche  Gruppen  von  je  n  aufeinander 
folgenden,  mit  m  theilerfremden  Zahlen  eröffnen  können. 

Die  Verallgemeinerung  der  Sätze  über  relative  Primzahlen ,  mit  welcher 
wir  uns  beschäftigt  haben,  erhält  ein  besonderes  Interesse  durch  folgenden 
eleganten  Satz,  welchen  Herr  Schemmel  aufstellt: 

„Wählt  man  aus  jeder  der  9>n(f»)  Gruppen  das  A^  Glied  und  bildet 
aus  diesen  Gliedern  das  Product,  welches  ich  mit 

bezeichnen  will ,  wo  "k  die  Differenz  je  zweier  aufeinander  folgenden  Glieder 
in  einer  Gruppe  bedeutet,  so  erhält  man  fttr  dieses  Product  im  Falle 
n=l  den  Wilson 'sehen,  wenn  dagegen  n>  1,  folgenden  Satz: 

wo  die  Facultäten  (il  —  1) !  und  (n  —  X)!,  wenn  A  =  1  oder  il  =  n  wird,  durch 
die  Einheit  zu  ersetzen  sind.*' 

Betrachtet  man  zunächst  die  Gruppen: 

1  2  3  ...l n 

2  3  4  X  +  1  ...n  +  1 


a—n^  a— n+1,  a— n  +  2..,a— n  +  A  — l...a— 1 
und  bezeichnet  man  das  Product: 

A.il  +  l...a  — n  +  A— 1  miil  Iri^ 

80  ist  nach  dem  Wilson 'sehen  Satze: 

(A-l)lJJ"^ri(a-n  +  A)(a-n  +  A  +  l)...(a-l)  =  -l  modo, 

oder,  wenn  ich  ftlr  den  auf  I  I  ^ri  folgenden  Theil  des  Ausdrucks  linker  Hand 


a 


die  kleinsten  Beste  nehme,  nachdem  der  Factor  (—  1)"*A  herausgezogen  isi^ 
so  folgt:  (.i)„.^(;^,lj,  (n-A)!fJ^ri--l»iO(la 

a 

und  nach  Mnltiplication  mit  —  1 : 

(-l)n-(x-i)(x-.l)!  (w-A)!  JJ  n  =  lfnoda. 


a 


Von  Dr.  L.  Goldsohmidt.  209 

Durch  Erheben  zar  (a  —  n)*^  Potenz  ergiebt  sich  weiter: 
{(-l)«-a-t)(A-.l)!  (n-;i)!}«-«rJ]["^rT""=l  moda, 

wofür  man  auch  schreiben  darf: 

K- 1)1- «(1-1)!  (♦»-l)!}'-"r/J/i]°""=l  moda, 

wie  eine  leichte  üeberlegung  zeigt.  Das  Vorzeichen  linker  Hand  hängt  von 
dem  Producte :  [»  _  (i  _  1)]  (a  -  „) 

ab,  welches  in  seinem  Verhalten  als  gerade  oder  ungerade  Zahl  mit 

und  ebenso  mit  ,,        -.,  . 

(A  -  l)(a-w) 

übereinstimmt.  Ist  nämlich  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  ich  es  ohne 
Weiteres  unterdrücken,  ist  n  dagegen  ungerade,  so  ist  der  zweite  Factor 
a  —  n  und  somit  auch  das  Product  immer  gerade,  gleichviel,  ob  n  im  ersten 
Factor  steht  oder  nicht. 

Dass  für  (X— 1)!  die  Einheit  zu  setzen  ist,  wenn  man  die  erste 
Colonne  der  Beste  zu  Factoren  des  Products  11  nimmt,  ist  ebenso  ein- 
leuchtend, als  es  für  (n^il)I  erforderlich  ist,  wenn  ils=n  gewählt  wird. 

Nach  dem  Fermat^schen  Lehrsatze  gilt  die  Congruenz: 

Setzt  man  also  auf  der  rechten  Seite  der  zuletzt  aufgestellten  Beziehung 
ftlr   die  Einheit   ff  /  ^^1  "  und    dividirt  man  auf  beiden   Seiten,   was 

zulässig  ist,  mit  \  1  I  ^il*"",  80  ergiebt  sich: 

C)  {(_l)i-i(A_l)!  (n-A)!l«-"  =  rJJ/i>-'tm)da. 

Die  analoge  Congruenz  gilt  natürlich  für  jeden  Primzahlmodul  und 
ich  gelange  so  zu: 

j(_l)l-.(i_l)I(„_i)!}(a-«)(»-nKc-»)...^rjJ^,.J»-'><*-''''«-"'-„,^da, 

{(_l)2-i(A_l)l  («_i)!}(«--)(»--)(«-")-=rjJ^r2T"-'"'-"''"-"'-„,odb, 
{(_l)i-i(l_l)l(n_A)l|(.-.)(»-»)(o-n)...  =  r]Y^rlJ"-'><"-"^'*-"'-,^^ 

welche  Beziehungen  durch  entsprechende  Potenzirung  von  C)  und  der  nach 
den  Moduln  &,  c  analogen  Congruenzen  entstanden  sind. 

Zeitfobiül  t.M»tiiem»tik  n.  Pbjaik.  39.  Jahrg.  1894.  4.Hett.  Y^ 
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Nach  unseren  früheren  Bemerkungen  sagt  aber  der  Ausdruck: 

(6— n)(c  — n). .. 


[ij."] 


dass  die  an  k^^^  Stelle  stehenden  Elemente  der  zu  a  gehörenden  a-^n  Gruppen 
zum  Product  vereinigt  (&  ~  n)  (c  —  n) . .  •  mal ,  das  heisst  so  oft  als  Factor 
gesetzt  sind,  als  sie  überhaupt  unter  den  q)n(ahc...')  nach  dem  Modul  a 
betrachteten  Gruppen  sich  vorfinden.    Bezeichnen  wir  also  mit 

das  Product  aller  in  allen  Gruppen  in  l^  Stelle  überhaupt  auftretenden 
Zahlen,  so  erhalten  wir  die  Congruenz: 

und  analog: 


(a  — n)(6  — n)... 

=  UnAx  modc^ 


Substituiren    wir    den  Ausdruck  rechts  in  den  Congruenzen  D),  so 
ergiebt  sich  sowohl  nach  dem  Modul  a,  als  nach  h,  c  etc.: 

woraus  diese  Congruenz  auch  ,    , 

folgen  muss. 

Aus  der  Gleichung: 

a 

welche   einer  früher  abgeleiteten  Congruenz  entspricht,  erglebt  sich  durch 
Erheben  zur  a°  ""*  *®^  Potenz : 

und  also  auch: 

{(-iy-'(i-l)!(»-A))""-<''-">[]7„r.]'"-'<'-"'=l«od«- 

während   analoge  Congruenzen    auch    für  jede    andere  Primzablpotenz  als 
Modul  gelten. 

Nach  dem  allgemeinen  Format 'sehen  Satze  ist  aber: 

SO  dass  ich  die  zuletzt  aufgestellte  Congruenz  auch  ^Tchreiben  kann : 
{(-l)^~i(A-l)!   (n-i)!}«"-'^'  "f2Y„rz>"^«-»)=rJY^n> 
aus  welcher  wiederum: 
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{(-  iy-(A-  1)!  (n-  AJ!}-"-''-  -'=rj7„'-^>-<-'>moda- 
folgt.  ^   '        -■ 

Durch  entsprechende  Potenzirnng  erhalte  ich  somit  das  folgende  STstem 
von  Congruenzen: 

{(_iy-.(X_l),  („_A)j}^.'")^r/7^r.]''-''""»^''<*-'""'"'-'- -modo«, 
{(_l)a-.(i_l),  („_i)j)».M=r]7^,,-] «*■•(-■•)««-'{- ..)cr-'(c.,,...^j^^ 

während   sich  wieder  wie   in  dem   besonderen   Falle   der  Zahl  ahc...  auf 
Grund  der  früher  angestellten  Betrachtungen: 

ergiebt,   wobei  IlnAx   das  Product   aller  in   allen   Gruppen  an  A^'  Stelle 
befindlichen  Zahlen  bedeutet 

Ersetze   ich   in  den  Congruenzen  E)  die  rechts  befindlichen  Ausdrücke 
durch  dies  Product  und  verbinde  ich  sie  alle  mit  einander,  so  ergiebt  sich: 

{ (-  1)*"^  (A  -  1) !  («  -  A)!  1  v«''")=  [n^Ax]"-^  modm 
als  Resultat. 

Für  den  Fall,   dass  die  einzelnen  Glieder  einer  jeden  Gruppe  um  den 
Werth  h  differiren,  folgt  aus: 

{(-iy-»(A-l)!  (n-A)!}  jTJ/zJka-i^lmoda, 
wegen :  " 

a  a 

und    wenn    ich   die  übrigbleibende    Potenz   ä*'"*"<**~"J=ä;"""*  mit   in   die 
Klammer  aufnehme: 

{ (-  iy-i(A  -  1) !  (n  -  A) !  k"-^  ]  ^"^"^  YJ^n  =  lmoda, 

a 

während  im  weiteren  Gang  des  geführten  Beweises  alle  Schlüsse  dieselben 
bleiben  würden. 

Damit  ist  also  der  von  Herrn  Schemmel  aufgestellte  Satz: 

{72»J2it}"""'={(-iy-'Ä;"-KA-l)!   (n-A)ll'^-^'"^  wodm 
als  richtig  erwiesen. 


212  üeber  relative  Primzahlen.    Von  Dr.  L.  Goldsohhidt. 


Derselbe  würde  natürlich  mannigfache  Specialisimngen  zulassen.  Für 
h=lj  ^=1,  ti  =  2  ergiebt  sich ,  dass  das  Prodnct  derjenigen  relativen 
Primzahlen,  welche  um  1  vergrössert  wiederum  zu  m  relativ  prim  sind, 
=  1  ist  modm. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  kurz  bemerken,  dass  sich  eine  noch  all- 
gemeinere als  die  behandelte  Function  aufstellen  iSsst,  welche  ebenfalls 
der  9>- Function  ähnliche  Eigenschaften  zeigt. 

Oreift  man  aus  der  Reihe  der  Zahlen: 

1  2  3...a-l, 
1  2  3. ..6-1, 
1    2    3...C-1 


beziehungsweise  a  —  Va^    &  —  v» ,    c  —  i/« . .  •    beliebige  Zahlen   heraas,  so 
sagt  die  Gleichung: 

wieviel  es  bis  zu  m  Zahlen  giebt,  welche  zugleich  einer  der 

a  —  va  Individuen  moda^ 

O  —  Vc  n  I»      C 


congruent  sind. 


Erklärung. 

Ich  habe  im  zweiten  Hefte  des  38.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  einen 
einfachen  Beweis  des  Euler 'sehen  Satzes  über  die  Pentagonalzahlen  ver- 
öfifentlicht,  den  ich  für  neu  gehalten  habe.  Wie  ich  aus  der  jüngst  er- 
schienenen Abhandlung:  „Beiträge  zu  einer  additiven  Zahlentheorie''  von 
Dr.  K.  Th.  Vahlen  ersehe,  ist  derselbe  Beweis  bereits  im  92.  Bande  der 
Comptes  rendus  von  Herrn  J.  Franklin  gegeben  worden. 


XI. 

Einige  metrische  Eigenschaften  der  cubischen 

räumlichen  Hyperbel. 

Von 

Dr.  Ernst  Heinrichs 

In  KOln. 


Hierzu  Tafel  IV»  Fig.  1-7. 


Im  Folgenden  ist  der  Versuch  gemacht  worden,  ausgehencL von  einer 
bestimmten,  an  der  cubischen  räumlichen  Hyperbel  auftretenden  Ebenen- 
confignration  zu  metrischen  Eigenschaften  dieser  Cunre  zu  gelangen.  Die 
zur  rascheren  Begründung  einzelner  Resultate  stellenweise  mitbenutzten 
analytischen  Hilfsmittel  führten  zu  einer  parametrischen  Darstellung  der 
Curve,  welche  wegen  ihrer  Beziehung  auf  orthogonale  Coordinaten  viel- 
leicht geeignet  ist,  dififerentialgeometrischen  Untersuchungen  zum  Ausgangs- 
punkte zu  dienen. 

1«  Die  Baumcurve  dritter  Ordnung  hat  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  drei  Punkte  gemein.  Die  Schmiegungsebenen  a^,  a,,  ce^  der  Curve 
in  diesen  drei  Punkten,  oder  die  Äsjmptotenebenen  der  Baumcurve  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene;  sie  umschliessen 
daher  einen  dreiseitig  -  prismatischen  Raum  A. 

Alle   Go^  Raumcurven   dritter  Ordnung  (^'),    welche  drei  in 
prismatischer  Stellung  gegebene  Ebenen  (ofi)  zu  Asymptoten- 
ebenen   haben,    liegen  auf  demjenigen  Cylinder  dritter  Ord- 
nung, y^f  der   die  drei  Ebenen  zu  Wendeasymptotenebenen  hat 
und  eine  Doppelerzeugende,  s^  besitzt. 

Es  ist  nämlich  eine  zweifache  Bedingung  für  jede  Baumcurve,  eine 
l)6stimmte  Ebene  zur  Schmiegungsebene  zu  haben.  Also  ist  es  eine  sechs- 
fache Bedingung  für  die  Curven  h\  die  drei  Ebenen  a,  in  irgend  welchen 
I'ankten  zu  osculiren.  Die  Ebene  der  drei  Osculationspunkte  [h^,  a,]  geht 
^nn  aber  durch  den  unendlich  fernen  Schnittpunkt  Äaa  der  Ebenen  a«-  und  kann 
^aher  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen.  Soll  sie,  wie  in  unserem  Falle, 
«üe  unendlich  ferne  Ebene  selbst  sein,  so  erhöht  die  Zahl  der  Bedingungen 
^Ür   die  Baumcurve   aioh   somit   um    zwei.    Also    gve\>t  ^^  \v.\i\föt   ^^tl  «^"^ 
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cubischen  Raumcnryen  des  Baumes  oo^,  \velche  die  drei  Ebenen  «<  za 
Asymptotenebenen  haben.  Eine  beliebige  unter  den  Curven  A'  wird 
aus  dem  Punkte  Äaa  durch  einen  Cylinder  dritter  Ordnung,  y^^  projicirt, 
der  die  Ebenen  at  zu  Wendeasymptotenebenen  hat  und  ausserdem  eine 
Doppelerzeugende  besitzt.  Derselbe  ist  durch  die  hierin  liegende  neunfache 
Gesammtbedingung  (bei  festliegendem  Scheitelpunkte^«)  eindeutig  bestimmt 
Also  liegen  auf  ihm  alle  oo*  Curven  (ä'). 

2.  Die  Doppelerzeugende  8  des  Cylinders  y',  oder  die  ge- 
meinsame Bisekante  aller  Curven  des  Systemes  {h^)  ist  die 
Schwerpunktsachse  des  prismatischen  Raumes  A. 

Beweis.  Eine  beliebige  Ebene  e  schneidet  den  Cylinder  y^  in  einer 
ebenen  Curve  dritter  Ordnung ,  c?^  seine  Doppelerzeugende  s  in  dem  Doppel- 
punkte 0  und  seine  Wendeasymptotenebenen  a^  in  den  drei  Wende- 
asymptoten iOi  dieser  Curve.  In  einem  (hier  und  für  die  Folge  immer 
rechtwinkeligen)  Coordinatensysteme  der  Ebene  £,  dessen  Anfangspunkt  der 
Doppelpunkt  0  sein  möge,   sollen   die  Geraden  Wi  durch  die  Gleichungen: 

dargestellt  sein.     Dann  hat  die  Curve  c?  die  Gleichung: 

Weil  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunkt  der  Curve  ist,  so  haben  die 
Coefficienten  der  Glieder  nullter  und  erster  Dimension  in  der  Gleicbiug 
den  Werth  Null.     Demnach  ist: 

1)  -l+,»  =  0, 

also:  ^^1. 

2)  U,  +  M,  +  «3  =  0 

"°^  f.  + 1»,  +  »,  =  0. 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt  als  Form  der  Curvengleichung : 

aus   den    Gleichungen   2)    ergiebt   sich,    dass    die    Coordinaten   des  zon 
Dreieck  der  drei  Geraden  tCi  gehörigen  Schwerpunktes,  nämlich: 

den  Werth  Null  haben.     Denn  die  hier  vorkommenden  Nenner  haben 
gleicheD  Werth  d,  den  wir  später  noch  verwenden  werden: 

II)  d  =  w^ Vj  —  u^v^  Hl  u^v^—  H^^t^  ^"^x""  ^v^\* 
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^-^--v  A  •. 


Also  ist  der  Coordinatenanfangspunkt ,  das  heisst  der  Doppelpunkt  der 
Curve  c^,  zugleich  der  Schwerpunkt  des  Wendeasymptotendreiecks  dieser 
Carve,  and  somit  ist  femer,  da  £  eine  beliebige  Ebene  war,  die  Doppel- 
erzeugende $  des  Cylinders  y^  die  Schwerpunktsachse  des  Wende- 
asjmptotenprismas  A  dieses  Cylinders. 

Wir  nehmen  für  die  Folge  an,  dass  die  drei  Ebenen  at  sämmtlich 
reell  sind.  Dann  sind  alle  Curven  des  Systems  {h^)  cubische  räumliche 
Hyperbeln.  —  Die  Schnittcurven  c^  der  oo'  Ebenen  des  Baumes  mit  dem 
Cylinder  y^  sind  offenbar  ausgeartete  Curven  des  Systems  {h% 

3.  Eine  cubische  räumliche  Hyperbel  des  Systems  {h^) 
wird  eindeutig  bestimmt  durch  ihre  in  zweien  der  drei 
Asymptotenebenen  beliebig  gegebenen  Asymptoten  (Fig.  1). 

Die  Geraden  otj^s«  ^s'^n  ^i^s  mögen  bezw.  mit  p^,  p^,  p^  bezeichnet 
werden.  Bestimmt  man  in  den  Ebenen  «i  und  a^  ^^^  Geraden  a^  bezw.  a^, 
welche  den  Strahl  p^  in  den  Punkten  Ä^^  und  ^1^3  schneiden  mögen,  zu 
Asymptoten  einer  Curve  {h^)  und  zieht  durch  den  Punkt  Ä^^  die  Gerade 
hiWa^  und  durch  Äi^  die  Gerade  Z^jHag»  so  bildet  die  Gesammtheit  der- 
jenigen cubischen  Raumcurven,  welche  die  Ebenen  a^  und  otj  zu  Asymp- 
totenebenen,  die  Geraden  a^  und  a^  zu  Asymptoten  haben,  einen  Bündel, 
für  dessen  Curven  (&')  das  durch  die  Ebenen  hj^a^j  ^g^n  ^i^  ^2  g^hildete 
Tetraeder  in  bestimmter  Zuordnung  ein  gemeinsames  Schmiegungstetraeder 
ist  Ich  habe  nun  an  anderer  Stelle  bewiesen  *,  dass  eine  beliebige  Ebene 
des  Raumes  von  nur  einer  Curve  dieses  Bündels  osculirt  wird;  und  zwar 
liegt  der  Osculationspunkt  auf  dem  in  der  betreffenden  Ebene  enthaltenen 
Treffdtrahle  der  Kante  ^3  und  der  dieser  gegenüber  liegenden,  hier  unend- 
lich fernen  Kante  des  Tetraeders.  Demgemäss  osculirt  die  Ebene  a^  eine 
einzige  Curve  b^  und  zwar  in  einem  Punkte  ihrer  unendlich  fernen  Geraden; 
das  heisst  die  Ebene  a^  ist  Asymptotenebene  für  nur  eine  der  Curven, 
welche  die  Asymptotenebenen  or^  und  er,,  die  Asymptoten  a^  und  a^  haben. 

4.  Die  drei  Strecken,  welche  auf  den  Kanten  pi  des  pris- 
matischen Baumes  A  von  den  Asymptoten  einer  Curve  h^  ab- 
gegrenzt werden,  sind  gleich  und  liegen  bezw.  in  jeder  der 
drei  Asymptotenebenen  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  in 
derselben  enthaltenen  Asymptote  (Fig.  1). 

Das  ergiebt  sich  aus  der  Construction  der  in  der  Ebene  ^3  enthaltenen 
Asymptote  a^  der  durch  ihre  Asymptoten  a^  und  »2  bestimmten  Curve  h\ 
Man  erhält  nämlich  als  Schnittpunkt  A^^  (bezw.  ^3,)  der  Asymptote  a^  mit 
der  Ebene  ct^  (bezw.  a^  den  durch  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  p^  und 
p^  {hezYT.Pi)  und  den  Punkt  Äi2  vom  Punkte  Jö^j  —  JP2^i(^®2^' -^si^JPi^s) 

*  In  meiner  Dissertation:  üeber  den  Bündel  derjenigen  cubischen  Raum- 
curven, welche  ein  gegebenes  Tetraeder  in  derselben  Art  zum  gemeinsamen 
Schmiegungstetraeder  haben  (Münster  1887)  S.  11  und  11 . 
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harmonisch  getrennten  Punkt*  Da  der  Punkt  Pjj}^  (bezw./^sfi)  unencllich 
fem  liegt,  so  sind  die  Strecken  A^i^Ai^  und  Ä^^B^^  bezw.  AgiA^^  und  A^B^ 
gleich«  Wegen  des  Parallelismus  der  Geraden  a^  und  5|  bezw.  a^  und  6, 
sind  aber  die  Strecken  A^^B^^  und  iigi^sj  gleich  der  Strecke  ^^j,; 
also  folgt:  A    A    ^  A    A    ^A    A 

Die  im  Satze  angegebene  Lage  der  drei  Strecken  zu  den  Asymptoten 
zeigt  sich  bei  der  Construction  sofort.  Wenn  also  drei  in  den  Ebenen 
at  liegende  Geraden  a,-  eine  solche  Lage  zu  einander  haben, 
dass  sie  auf  den  Kanten  des  Prismas  A  gleiche  Strecken  ab- 
schneiden, welche  in  jeder  der  drei  Asymptotenebenen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  in  dieser  enthaltenen  Geraden 
äi  liegen,  so  sind  dieselben  die  Asymptoten  einer  Curve  des 
Systems  (ä'). 

Wir  wollen  die  Länge  der  drei  auf  den  Kanten  abgegrenzten  Strecken  ^li^iliA 
die  Asymptotenweite  a  (oder  Asymptotendistanz,  Asymptoten- 
abs t  a  n  d)  der  betreffenden  Curve  h^  nennen.  Die  ebenen  Curven  c*  des  Cylinders 
/  sind  solche  Curven  des  Systems  (^^),  deren  Asymptotenweite  gleich  Null  ist 

5.  Die  durch  die  Mitten  M^^  M^j  M^  der  Strecken  A^^A^^^  A^A^^ 
^13  ^23  gelegte  Ebene  fA  halbirt  offenbar  auch  die  auf  den  Asymptoten  Oj 
durch  die  Geraden  pi  abgegrenzten  Strecken.     Die  Halbirungspunkte  seien 

N^  aufil^sAs)  ^^2  ^^^  -^23-^211  -^8  ^^^^31-^32*  Der  Puukt  If ,  in  welchem 
die  Schwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  die  Ebene  fA  durchbohrt,  ist  der 
Schwerpunkt  des  Dreiecks  d=.M^M^M^,  In  ihm  schneiden  sich  also  die 
drei  Geraden  MiNi  (Fig.  2  und  3). 

Auf  jeder  der  drei  Mittellinien  MiNi  des  Dreiecks  i  liegt 
ein  Punkt  der  Curve  ^^,  nämlich  bezw.  5^,  S^y  8^^  in  derjenigen 
Entfernung  SiM  vom  Schwerpunkte  jSf,  welche  der  Länge  und 
dem  Eichtungssinne  nach  gleich  MiNi  ist. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  legen  wir  durch  die  Geraden  &|  und  h^  (vergL 
Fig.  1)  die  zur  Asymptote  Og  parallelen  Ebenen ,  welche  bezw.  den  Strahl  jPi 
in  J?i,  den  Strahl  j^g  iu^^s  schneiden  mögen.  S^i  sei  der  Schnittpunkt  derersteren 
Ebene  mit  der  Geraden  &2>  ^^^  ^^12  ^^^  Schnitt  der  anderen  Ebene  mitb}. 
Der  Strahl  S^^S^i  ist  sodann  der  Asymptote  a^  parallel,  enthält  also  den 
auf  letzterer  befindlichen  unendlich  fernen  Punkt  der  Curve  Ä*.  Nun  be- 
findet sich  aber;  nach  einem  Cromo na^scben  Satze  über  das  Schmiegnngs- 
tetraeder,  den  wir  auf  das  oben  beschriebene  Schmiegungstetraeder  der 
Curve  h^  anwenden  wollen,  auf  jedem  der  Curve  h^  in  einem  Punkte  be- 
gegnenden Trefifstrahle  der  Tetraederkanten  h^  und  6,  noch  ein  zweiter 
Punkt  derselben  Curve,  harmonisch  getrennt  vom  ersten  durch  die  beiden 
Treffpunkte    des   Strahles    mit  ^j^   und   b^J^*     Der   erste    Begegnnngspunki 

*  A.  a.  0.  S.  17  c§  11,  3). 
**  Cremona,  Journal  für  Mat\iema.\i\t  B^.tÄ  ^.\iV 
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{Si^S^i,  h^)  liegt  unendlich  fern  auf  Si^S^i^  der  zweite  daher  in  der  Mitte 
8^  der  Strecke  S^^S^^,  Eine  einfache  Betrachtang  der  Ebene  Si^S^^a^  läset 
leicht  erkennen,  dass  der  Punkt  8^  auf  der  Verlängerung  der  Mittellinie 
M^N^  des  Dreiecks  Ö  liegt.  Durch  analoge,  die  Asymptoten  a^  bezw.  o^ 
bevorzugende  Betrachtungen  erhält  man  den  Nachweis,  dass  auch  auf  den 
beiden  anderen  Mittellinien  MiN^  und  M^N^  je  ein  Punkt  der  Curve,  8^ 
bezw.  S^i  sich  befindet.    Es  ist  femer  an  der  Figur  ersichtlich: 

^1"^18  •  ^M-"21^^  ^n-^JS  •  "21  -^1  ^^  "^18  "^28  *  "21  "l   =  1  I  4. 

Nun  ist  aber  auch 
und 

Unter  Benutzung  der  hieraus  sich  ergebenden  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

ÄjjSjjJlfg  und  Ä^^A^iM^ 


erhält  man  leicht: 
Folglich  ist: 


8qM^:8^N^=:^  1  :  4. 


8oM=M.N., 
und  ebenso: 

6.  Die  in  den  Punkten  8i  an  die  Curve  Abgelegten  Tangenten 
Si  sind  parallel  den  gegenüber  liegenden  Asjmptotenebenen 
der  Curve.  Die  Schmiegungsebenen  a^^  a^^  a^  derselben  in 
jenen  Punkten  schneiden  sich  im  Schwerpunkte  M  des 
Dreiecks  J,  welcher  somit  in  dem  durch  die  Curve  erzeugten 
linearen  Nullsjsteme  der  Nullpunkt  der  Ebene  n  ist. 

Nach  einem  Satze  über  das  Schmiegungstetraeder*,  den  wir  wieder 
auf  das  mehrfach  benutzte  Schmiegungstetraeder  der  vorliegenden  Curve  h^ 
anwenden  wollen,  liegt  die  Tangente  eines  Curvenpunktes  in  der  Ebene 
der  vom  Curvenpunkte  nach  den  Kantenpaaren  a^ ,  o,  und  b^ ,  h^  gezogenen 
Treffstrahlen.  Wenn  nun  R^  und  B^  die  Schnittpunkte  der  durch  den 
Strahl  8^2 '^n  P&i^lel  zur  Ebene  a^  gelegten  Ebene  mit  den  Tetraeder- 
kanten a^  und  Oj  sind,  so  erweisen  sich  leicht  die  Diagonalen  des  Parallelo- 
gramms B^ 8^2^2821  als  die  vom  Punkte  ^3  der  Curve  h^  ausgehenden  Treff- 
strahlen der  genannten  Kantenpaare.  Die  in  8^  an  die  Curve  h^  gezogene 
Tangente  s^  ist  also  parallel  zur  Asymptotenebene  a^j  weil  sie  gemäss  dem 
angeführten  Satze  in  der  zu  a^  parallelen  Ebene  22i5,2^'^2i  ^^^S^* 

Nach  einem  weiteren  Satze  über  das  Schmiegungstetraeder^*  gehen 
die  Schmiegungsebenen  der  beiden  Punkte  der  Curve  h\  welche  auf  eineim 
Treffstrahle  der  Kanten  h^  und  63  liegen,  durch  einen  diesem  zugeordneten 

*  Bewiesen  in  meiner  Dissertation  §11,  5. 
*•  A.  a.  0.  §  23. 
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Treffstrahl  derselben  Tetraederkanten.  Die  Gerade  Si^S^i  hat  mit  der 
Curve  h^  den  Punkt  S^  und,  weil  sie  zur  Geraden  a^  parallel  ist,  ihren 
unendlich  fernen  Punkt  gemein.  Da  nun  die  Schmiegungsebene  a,  des 
letzteren  Curvenpunktes  die  Geraden  &|  und  h^  in  J^i,  bezw.  B21  schneidet, 
so  ist  ^3^12^21  die  Schmiegungsebene  a^  der  Curve  h^  im  Punkte  S^. 
Die  Gerade  B^^B^i  enthält  ersichtlich  den  Punkt  ^3;  daher  geht  die  Ebene 
03  durch  die  Mittellinie  M^N^  des  Dreiecks  6,  also  auch  durch  dessen 
Schwerpunkt  M.  Die  analogen  Betrachtungen  lehren ,  dass  die  Schmiegungs- 
ebenen  der  Curve  in  den  Punkten  S^  und  82  die  beiden  anderen  Mittel- 
linien des  Dreiecks  8  enthalten.     Nebenbei  zeigt  sich  an  der  Figur: 

Die  von  der  Schmiegungsebene  a,-  und  der  Asymptote  a^ 
auf  den  in  der  Asymptotenebene  ai  enthaltenen  Kanten  des 
Prismas  A  abgeschnittenen  Strecken  werden  durch  die  beiden 
anderen  Asymptoten  der  Curven  h^  halbirt  und  sind  daher 
gleich  dem  doppelten  Asymptotenabstande  a  der  Curve. 

Für  die  Folge  wollen  wir  die  Punkte  Si  die  Scheitel,  die  Ebene  ^ 
die  Median-  oder  Centralebene,  die  Geraden  itf^^^  die  Medianen, 
den  Punkt  M  den  Mittel-  oder  Schwerpunkt  der  Curve  A' nennen. 

Die  vierfache  Mannigfaltigkeit  der  Curven  des  Systems  h^  zeigt  sieh 
hier  nochmals,  indem  man  jeden  Punkt  der  Schwerpunktsachse  p  des  Pris- 
mas A  zum  Mittelpunkte  (x^),  jede  durch  ihn  gelegte  Ebene  zur  Median- 
ebene  einer  Systemcurve  annehmen  (00')  und  dann  noch  die  Länge  der 
Asymptotendistanz  beliebig  {cc^)  festsetzen  kann.  Dann  ist  die  Corve 
bestimmt,  aber  zweideutig,  weil  die  Enden  der  Asymptotendistanzstrecken 
in  zweifacher  Weise  durch  die  Asymptoten  verbunden  gedacht  werden 
können.  Setzt  man  nur  die  Stellung  der  Centralebene  und  die  Lfinge 
des  Asymptotenabstandes  fest,  so  erhält  man  zwei  einfach  unendliche  Systeme 
unter  einander  congruenter  Curven  h^. 

7«  Die  Centralebene  jn  der  cubischen  Systemcurve  h^  ent- 
hält die  Mittelpunkte  aller  (or.>)  Flächen  zweiter  Classe, 
welche  dem  Schmiegungsebenentorsus  der  Curven  h^  ein- 
beschrieben werden  können.  Die  Mittelpunkte  der  von  der 
Tangentendeveloppablen  von  h^  in  die  Schmiegungsebenen 
dieser  Curven  eingeschnittenen  Hyperbeln  (h^)  liegen  in  der 
Centralebene  fi  auf  derjenigen  Ellipse  6^,  welche  den  Mittel- 
punkt M  von  h^  zum  Mittelpunkte  hat  und  die  Asymptoten- 
ebenen 0|-  der  Curve  in  den  Mitten  JV^  der  Seiten  des  Dreiecks 
6  berührt* 

Herr  Reye  erwähnt  in  einer  vor  einiger  Zeit  erschienenen  Abhandlnng* 
eine  „Centralebene  6**  der  cubischen  Raumcurve,  welche  dadurch  charakterisirt 

*  „Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Eeuntniss  der  cnbischen  Raumcorren, 
übereicbtUch  dargestellt/*  in  der  Festschrift  der  mathexnatiBchen  Geeellichaft  in 
Hamburg  1890  S.  54. 
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isty  dass  in  ihr  die  Mittelpunkte  der  dem  Schmiegangsebenentorsns  der 
Cnrve  einbeschriebenen  Flächen  zweiter  Classe  liegen  —  und  zwar  die 
Mittelpunkte  der  zu  Kegelschnitten  ausgearteten  in  einem  Regelschnitte, 
der  für  die  cubische  Hyperbel  eine  Ellipse  ist.  Wir  haben  daher  nur  noch 
zu  beweisen,  dass  unsere  ^ Medianebene  ft^  mit  der  Reje'schen  „ Central- 
ebene  6**  identisch  ist,  und  dass  die  in  ihr  enthaltene  Mittelpunktsellipse  ^ 
die  in  obigem  Satze  angegebene  Lage  hai 

Die  in  der  Asymptotenebene  or^  enthaltene  Hyperbel  l?  hat  die 
^'-Asymptote  a^  ebenfalls  zu  einer  Asymptote,  und  die  Prismenkanten 
l>2  und  JP3  sind  parallele  Tangenten  derselben.  Daher  liegt  der  Mittelpunkt 
dieser  Hyperbel  }?  in  der  Mitte  der  Strecke  ^12^,3,  also  im  Punkte  ^, 
auf  der  Medianebene  \k.  Ebenso  liegen  die  Mittelpunkte  der  in  den 
Asymptotenebenen  a,  und  03  enthaltenen  Hyperbeln  1^  in  den  Punkten 
^2  bezw.  ^3.  Folglich  ist  \k  die  von  Herrn  Reye  als  „Centralebene  6" 
charakterisirte  Ebene. 

Die  Geraden  53  und  ^^12^21  ^^^^  parallele  Tangenten  der  in  der 
Schmiegungsebene  03  enthaltenen  Hyperbel  A',  und  zwar  berührt  letztere 
dieselben  in  den  Punkten  ^8^3  bezw.  .^3  —  in  ^3 ,  weil  durch  diesen  Punkt 
die  Asymptote  a^  der  Ebene  1X3  geht.  Somit  liegt  der  Mittelpunkt  der  in 
03  enthaltenen  Hyperbel  (^^)  in  der  Mitte  L^  der  Strecke  S^^^,  Da  aber, 
wie  früher  bewiesen,  8^1^^^  ^MT^^  ist,  so  ist  Xjitf  =  Jlf  J^/g.  Aehnliches 
Iftsst  sich  bezüglich  der  Mittelpunkte  der  in  den  Ebenen  0^  und  0,  ent- 
haltenen Hyperbeln  (/»^  zeigen.  Diese  Mittelpunkte  mögen  L^  und  L^  heissen. 
Somit  enth&it  die  Mittelpunktsellipse  e^  die  sechs  Punkte  Li  und  'Ni^  und 
der  Punkt  itf  ist  ihr  Mittelpunkt. 

Die  parallelen  Sehnen  ^i-^s  und  L^L^  der  Ellipse  e^  werden,  wie 
aus  der  Configuration  ersichtlich,  yon  dem  Durchmesser  ^3^3  derselben 
halbirt.  Daher  berührt  die  Ellipse  im  Punkte  ^3  die  zu  diesen  Sehnen 
parallele  Seite  MiM^  des  Dreieckes  S.  Analog  lässt  sich  zeigen,  dass  sie 
in  den  Punkten  N^  und  ^2  ^^®  beiden  anderen  Seiten  des  Dreiecks  ö 
berührt. 

Aus  den  a.  a.  0.  von  Herrn  Reye  angeführten  Eigenschaften  der 
Centralebene  fi  ergiebt  sich  für  unsere  Systemcurven  noch  Folgendes: 

Der  Mittelpunkt  M  der  Curve  h^  ist  die  reelle  Mitte 
der  beiden  conjugirt  imaginären  Punkte,  in  welchen  die 
Scbwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  der  Curve  h^  begeg- 
net. Die  beiden  imaginären  Schmiegungsebenen  der  Curve 
in  jenen  Punkten  gehen  durch  die  unendlich  ferne  Gerade 
der   Ebene  (i. 

Die  Bisecante  |)  der  Curve /»^  ist  also  der  unendlich  fernen 
Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  in  dem  der  Curve  zu- 
gehörigen linearen  Nullsysteme  zugeordnet,  nnd  di^  M.^4\^tl- 


ebene   (t   ist   der   unendlich    fernen    Ebene    in   Bezog  saf 
Cur7e  fi'  conjugirt.* 

8.  Die  Tangente  Si    der    Cnrve  h^   im    Scheitelpunkte   Si    ist   zagleicli 

Tangente  des  Cylinders  y^  in  demselben  Punkte.  Nacb  den  Sätzen  deE 
§  6  ist  tUber  die  Tangentialebene  dieses  Cylinders  ISnga  derjenigen  seiner 
Erzeugenden,  welche  den  Punkt  Si  enthält,  parallel  zur  gegenüber  liegenden 
Ebene  dus  Prismas  A.  Die  drei  so  bevorzugten  Erzeugenden  des  Cjlinder«, 
welche  in  den  die  Kanten  pj  des  Prismas  mit  dessen  Scbweriiunktsachse  p 
verbindenden  Ebenen  enthalten  sind,  wollen  wir  die  Scheitelenengenden 
desselben  nennen.  Auf  ihnen  liegen  die  Scheitelpunkte  aller  Cnrven  des 
Systems  {ft").  Schneiden  wir  das  Prisma  A  und  den  Cjlinder  y'  durch 
eine  beliebige  Ebene,  so  ergiebt  sich  für  die  Scbnittcurve  c^,  die  wir  schon 
oben  als  aasgeartete  Curve  (h^)  bezeichnet  haben,  Folgendes: 

Auf  jeder  der  drei  Mittellinien  des  Äsymptotendreiecks  i 
einer  Curve  c^  (allgemein  gesprochen:  einer  ebenen  unicnrsalen 
Curve  dritter  Ordnung  mit  drei  reellen  Wendeasymptoten) 
liegt  aasser  dem  im  Schwerpunkte  JU  dieses  Dreiecks  befind- 
liehen Doppelpunkte  der  Curve  noch  ein  weiterer  Punkt 
(Scheitelpunkt)  Si  derselben  so,  dass  der  Abstand  S,M  oacb 
Länge  und  Richtung  gleich  der  betreffenden  Mittellinie,  ge- 
mesKeDvom  Droieckspunkte  nach  der  gegenüber  liegenden  Seile 
hin,  ist.  Die  Tangente  S/  der  Curve  cMra  Punkte  S,-  ist  parallsl 
der   gegenüber    liegenden  Wendeaaymptote    derselben  (Fig.  4). 

Die  Curve  <^  besteht  als  Doppelpunktscurve  dritter  Ordnung  ans  einem 
einzigen  Znge,  Da  derselbe  keine  der  drei  Wendeasymptoten  im  end- 
lichen Gebiete  der  Ebene  durchschneiden  kann,  die  Punkte  Si  aber  innec- 
halb  der  Scheitelwinkel  des  Dreiecks  6  liegen,  so  folgt,  dass  die  gesammte 
Curve  c*  —  abgesehen  von  ihrem  isolirten  Doppelpunkte  M  —  in  drei 
Zweigen  innerhalb  dieser  Scheitelwinkel  liegt.     Daraus  ergiebt  sich: 

DerCylinderj'^  also  auch  jede  Curve  des  Systems  (A'}  liegt 
innerhalb   der   drei   zum  Prisma  A  gehörigen  Scheitelwinkel- 

9.  Zu  jeder  cubischen  Banmcurve  erhält  man  bekanntlich  ein  1 

Nullsystem,  wenn  man  jeder  Ebene  denjenigen  ihrer  Funkte  znordnet,-^ 
welchem  sich  die  drei  von  der  Ranmcurve  innerhalb  der  Ebene  oscnlirten 
Ebenen  schneiden.  Das  Nullsystem  erzengt  durch  die  in  ihm  sich  selbät 
zugeordneten  Strahlen ,  zu  welchen  u.  A,  die  Tangenten  und  Scbmiegung»- 
strahlen  der  Raumcurve  gehören,  einen  linearen  Coroplex.  Die  Haupt- 
achse dieses  Complexes  geht  durch  den  Nullpunkt  der  unendlich  ferB«n 
Ebene,  also  durch  den  nnendlich  fernen  Schnittpunkt  der  drei  Asymptoten- 
ebeoeo    m   einer  Curve  h'.     Sie    ist   daher   den    Schnlttstrablen   pi  dieser 


winkel^^ 
■  lü^^l 
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Ebenen  parallel.  Wabrend  BOmit  die  Bichtung  der  Haaptachse  für  alle 
L  unseres  Systems  (/i^)  dieselbe  ist,  ändert  sieb  ihr  Ort  je  nach  der 
Ricbtnog  der  Asymptoten  a^  der  Curven  {k^).  Denn  bekanotüch  ist  die 
senkrechte  Entfernung  q  der  Hauptachse  von  eiaem  der  Leitstrablen  des 
Nullsystems ,  also  speoiell  von  den  Asymptoten  der  Curve  (A')  durch  die 
Gleicbuag; 

III)  q  lang  7>  =  c* 

mit  der  Tangente  desjenigen  Wiukels  qj  verbunden,  den  der  betreffende 
Leitstrabl  mit  der  Bicbtnng  der  Hauptachse  bildet,  c  ist  eine  ntr  das 
Nallsystem  und  den  Coniplex  charakteristische  Constante,  mit  der  wir  ans 
noch  wiederholt  bescbüftigen  werden.  Wir  wollen  die  Hauptachse  des 
mit  der  vorliegenden  Curve  des  Systems  (W)  verbundenen  Compleaes 
als  Hauptnullacbse  h  dieser  Curve  bezeichnen.  Es  ist  also  zunächst 
festgestellt : 

Die  Hauptnullachse  h  der  Curve  h"  ist  parallel  zu  den 
Kanten  und  der  Schwerpunktsachse  des  Prisinas  A. 

Nimmt  man  den  Ort  der  Hauptachse  und  die  Constante  c  als  gegeben 
an,  so  kann  man  eine  zugehörige  Curve  des  Systems  h^  successive  ent- 
stehen lassen,  sobald  man  einen  ihrer  Punkte  kennt.  Man  legt  in  letzterem, 
auf  dem  Cjlinder  y^  gegebenen  Punkte  P,  die  Tangentialebene  x  an  den 
Cylinder,  bestimmt  deren  Abstand  q  von  der  Hauptachse  h  und  sodann 
nach  der  obigen  Formel  die  Bichtung  der  in  t  enthaltenen  Tangente  t  der 
Curve  h^.  Die  Tangente  liefert  den  nächstfolgenden  Punkt,  P',  der  Curve. 
Von  diesem  gehen  wir  nun  in  derselben  Weise  zum  zweit  folgenden  Pnnkte 
Ober  u.  s.  f. 

Die  sfimmtlicben  in  der  Tangentialebene  i  des  Cylinders  y^  enthaltenen 
Parallelen  zur  Tangente  t  sind  Leitstrahlen  des  Nullsystema.  Denn  da  die 
Ebene  i  zur  Hauptnullachse  h  parallel  ist,  so  liegt  ihr  Nullpunkt  unendlich 
fern.  Denkt  man  sich  nun  in  der  angegebeneu  Weise  die  s&mmtUchen 
Leitstrahlen,  welche  in  allen  Tangentialebenen  des  Cylinders  y^  enthalten 
sind,  conatruirt,  nnd  reibt  man  dann  die  Schnitte  je  zweier  in  beu^b- 
barteu  Tangentialebenen  liegender  Leitstrablen  fortschreitend  an  einander, 
so  erhält  man  ausser  der  ersten  Curve  ft'  noch  unendlich  viele  weitere, 
welche  alle  der  ersten  congruent  sind  (man  kann  sich  dieselben  auch  durch 
Verschiebung  der  ersten  Curve  auf  dem  Cylinder  in  der  Bichtung  seiner 
Erzeugenden  entstanden  denken).  Da  nun  die  Verbind  ungsehene  zweier 
aufeinander  folgenden  Taegenten  einer  Baumcurve  die  letztere  im  Scbnitt- 
punkte  der  beiden  Tangenten  oscalirt,  und  da  andererseits  die  Tangenten 
hier  Leitstrahlen  des  Nullsystems  sind ,  ihr  Schnittpunkt  somit  der  Null- 
pnnkt  ihrer  Verbindungsebene  ist,  so  folgt: 


I 


I 


'  Reye,  Geometrie  der  Lage  II.  Theil  10  Vortrag. 
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Durch  das  Nailsjstem  einer  Carve  des  Systems  h^  werden 
auch  die  einfach  unendlich  vielen  ihr  congruenten  Carven  des 
Systems  in  sich  selbst  transformirt,  undmankann,  nm  das  Null- 
System  der  ersteren  Curve  zu  erhalten,  von  einer  beliebigen  der 
letzteren  ausgehen. 

Die  Hauptnullachse  kann,  da  ihre  Richtung  beim  Systeme  (^)  be- 
stimmt ist,  noch  zweifach  unendlich  viele  Lagen,  die  Constante  c  einfach 
unendlich  viele  Werthe  annehmen,  und  zu  jedem  bestimmten  unter  den 
hiernach  in  dreifach  unendlicher  Mannigfaltigkeit  auftretenden  Nullsystemen 
gehören  einfach  unendlich  viele  congruente  Curven  h^.  Damit  ist  nochmals 
erwiesen,  dass  es  oo*  Curven  h^  auf  dem  Cylinder  y'  giebt 

10.  Zwischen  der  Länge  a  der  Asymptotenweite  einer 
Curve  {h?)  und  der  Constante  c  des  zur  Curve  gehörigen  Nnll- 
systems  findet  die  einfache  Beziehung  statt: 

IV)  3a. c  =  2/, 

wo  J  den  Flächeninhalt  desjenigen  Dreiecks  bedeutet,  in 
welchem  das  Prisma  A  von  einer  beliebigen,  zu  seiner  Kanten* 
richtung  senkrechten  Ebene  durchschnitten  wird. 

Q  sei  ein  beliebiger  Punkt  der  Hauptnullachse  h  einer  Curve  (V), 
und  ^j,  ^2)  ^3  seien  die  senkrechten  Abstände  dieses  Punktes  von  den 
Seitenflächen  des  Prismas  A,  den  Asymptotenebenen  aj.  Das  Dreieck  c, 
in  welchem  die  Ebene  der  drei  Lothe  das  Prisma  schneidet,  habe  die 
Seitenlangen  Z^,  ^21  ^-  ^^^  ^^^^  Asymptoten  •  Distanzstrecken  (§  4)  bilden 
mit  den  von  ihnen  auf  den  Asymptoten  Oi  selbst  abgegrenzten  Strecken, 
deren  Längen  wir  vorübergehend  mit  Oi  bezeichnen  wollen,  einen  ge- 
schlossenen Streckenzug.  Als  positiven  Richtungssinn  setzen  wir  für  die 
Strecken  li  und  at  denjenigen  fest,  welcher  sich  bei  der  XJmlaufung  des 
Dreiecks  bezw.  Streckenzuges  nach  der  Folge  des  Indices  ergiebt;  dagegen 
mögen  die  Asymptoten  weiten ,  deren  absolute  Länge  mit  a  bezeichnet 
werden  soll,  bei  solcher  ümlaufung  negativ  werden.  Daraus  folgt  dann 
sofort,  dass  die  Summe  der  Projectionen  der  drei  Strecken  Oi  auf  eine 
der  Kanten  des  Prismas  auch  dem  Vorzeichen  nach  gleich  3a  ist: 

ttj  cos  g^i  +  Oj  C05  g?2  +  a^  cos  9^3  =  3a. 

q>i  sei  der  Winkel,  welchen  die  Strecke  a^  mit  den  ihr  anliegenden 
Asymptoten  -  Distanzstrecken  bildet. 

Die  Strecke  q^  ist  gleich  dem  Abstände  der  Asymptote  Oj  von  der 
Hauptnullachse.     Daher  besteht  die  Formel  (§  10): 

Qi,  tangq>i  =  c, 

und  wir  können  somit  die  obige  Gleichung  in  folgende  umwandeln: 

q^(iiCOsq>^tangq>^  +  q^02C0sq>^tangq>^  '\'  qz^cosq>^tangip^=:^  3ae, 

au8  welcher  sich  ergiebt; 
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oder :  ^ 

ft.^i  +  Qi'h  +  Qs'h  =  3oc. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  den  doppelten  Inhalt  J  des 
Dreiecks  c  dar.     Demnach  haben  wir: 

2jr=  3ac, 

aus  welcher  Formel  sich  ergiebt,  dass  die  Asymptotenweite  einer 
Curve  des  Systems  (ft^)  nur  von  der  Gonstante  des  dieser  Carve 
zugehörigen  Nullsystems  abhängig  ist. 

Denn  der  Inhalt  des  Dreiecks  £  ist  eine  für  das  ganze  vorliegende 
System  (h^)  constante  Grösse.  Bei  der  Verwendung  der  gewonnenen  Gleichung 
werden  die  über  die  Vorzeichen  oben  gemachten  Bemerkungen  zu  berQck- 
sichtigen  sein. 

II,  Die  Curve  h^  wird  aus  ihren  unendlich  fernen  Punkten  durch  drei 
hyperbolische  Cylinder  zweiter  Ordnung  projicirt.  Die  Achsen  dieser  drei 
Cylinder  sollen  die  Centralen  a't  der  Curve  ^^  genannt  werden,  weil  die 
drei  Schnittpunkt«  der  Curve  mit  einer  beliebigen  durch  eine  solche  Achse 
gelegten  Ebene  gleichen  Abstand  von  der  Achse  haben. 

Jede  der  drei  Centralen  a'i  der  Curve  h^  begegnet  zweien 
von  den  drei  Asymptoten  a^  der  Curve.  Die  Treffpunkte  der 
Centralen  mit  den  Asymptoten  theilen  die  von  den  Kanten  jp,* 
des  Prismas  A  auf  letzteren  abgegrenzten  Strecken  in  drei 
gleiche  Theile.    Die  Centrale  a'i  ist  der  Asymptote  ai  parallel 

(Fig.  5). 

Beweis.  Die  Centrale  a\  ist  der  Schnitt  der  beiden  Asymptotenebenen 
desjenigen  Cy linders,  der  die  Curve  h^  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Asymptote  a|  projicirt  Damit  ist  der  letzte  Theil  des  Satzes  bewiesen. 
Jene  Asymptotenebenen  sind  nun  die  durch  die  Asymptoten  a^  und  a^ 
parallel  zu  Oi  gelegten  Ebenen.  Die  erstere  derselben  schneide  a^  in  C^^, 
|)^  in  2>2,  die  letztere  a^  in  C^^,  p^  in  D^.  Dann  ist  CgiCgi  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen,  also  die  Centrale  a\.  Betrachten  wir  an  der 
Figur  die  Dreiecke  A^^^^^^^  und  Ä^iÄ^iC^i^  so  finden  wir  leicht,  dass 

also: 

und  bei  Betrachtung  der  Dreiecke  A^^D^C^i  und  ^3,^21^21»  ^^^^ 

Ä^^D^  =  2^23  ^^3  =  2^31^21« 
also: 

ist.  Ebenso  ergeben  sich  als  die  beiden  anderen  Centralen  der  Curve  h^ 
die  Geraden  a\=i  C^Ci^  und  a\=  C^^C^y  wo  unter  Cgj,  C^^y  0^^,  C^ 
diejenigen  auf  den  Asymptoten  a/  gelegenen  Punkte  zu  verstehen  sind, 
welche  den  Bedingungen  genügen: 
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len  Hyperbel.  ^^M 


J„C,3  =  2C,3  J„,     J^Cgj  =  2C^A^. 

12.  Wenn  ein  ebeDSB  Feld  a  in  seiner  Ebene  durch  eine  Drehung  t 
180^  um  einen  beliebigen  seiner  Punlite  in  die  neue  Lage  a  gebracht 
wird,  so  sind  die  Felder  o  und  o'  congruent  und  perspectiv! sc b.  llire 
CoUineationsachse  liegt  unendlich  fern  nnd  ihr  Collinetttionacentrnm ,  nSin- 
licb  der  Drehpunkt,  ist  die  Mitt«  zwischen  je  zwei  entsprechenden  Punkten. 
Construirt  man  nun  zu  einem  dem  Felde  a  angehörenden  Dreieclce  ä ,  dessen 
Schwerpunkt  M  im  CoUincationscentrum  liegt,  das  entsprechende  Dreieck  &' 
im  anderen  Felde,  so  zeigt  sich,  dass  die  entsprechenden  Seiten  der  beiden 
Breiecke  parallel  sind,  und  dass  jede  Seite  des  einen  Dreiecks  von  den 
beiden  sie  durcbschueidenden  Seiten  des  anderen  in  drei  gleiche  Strecken 
zerlegt  wird.  Den  Schwerpunkt  und  die  Scbwerpunkttransvorsalen  haben 
die  beiden  Dreiecke  gemeinsam.  Wir  wollen  zwei  in  solcher  gegenseitiger  Lage 
befindliche  Dreiecke  6  und  d',  bomocentrale  Dreiecke  nennen.  Die 
ebenen,  unicursalen  Curven  dritter  Ordnung  c^  und  c'^  deren  Wende- 
asymptotendreieck  d  bezw.  6'  und  deren  Doppelpunkt  M  ist,  sollen  cod- 
jngirte  Curven  heisseu.  Sie  sind  als  entsprechende  Curven  der  beiden 
Felder  congruent,  und  auf  jedem  durch  ihren  gemeinsamen  Doppelpunkt  if 
gelegten  Strahle  Hegt  der  Doppelpunkt  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden 
weiteren  Schnittpunkten  des  Strahles  mit  den  Curven  (Fig..4). 

Durch  Projection  der  Gesammtfigur  aus  einem  nnendlich  fernen  Ponklc 
des  Banmes  erbalten  wir  zwei  homocentrale  Prismen,  A  und  A',  and 
die  dazu  gehörenden,  zu  einander  conjugirten  cubischen  Cylinder 
/*  und  y'^.  Offenbar  ist  der  Punkt,  in  welchem  die  gemeinsame  Schwer- 
punktsachse p  der  beiden  Prismen  von  irgend  einer  Geraden  getroffen 
wird,  die  Mitte  zwischen  den  beiden  weiteren  Schnittpunkten  dieser  Geraden 
mit  den  Cylindern  y^  und  y'^.  Die  homoeentralen  Prismen  und  die  za- 
gehörigen  conjugirten  Cylinder  werden  von  jeder  Ebene  in  zwei  homocentralw 
Dreiecken  und  den  diesen  zugehörigen  conjugirten  Carven  geschnitten.  — 
Legt  mau  durch  die  Centralen  a's  (§  11)  der  Curve  h^  die  zu  den  gegen- 
tiberliegenden  Asymptoten  ebenen  at  dieser  Curve  parallelen  Ebenen,  a'i,  lo 
erhält  man,  wie  aus  dem  in  §  11  Gesagten  leicht  folgt,  das  zum  Wende- 
asymptotenebenen- Prisma  A  der  Curve  h^  bomocentrale  Prisma  A'.  Auf 
dem  zu  diesem  gehörigen,  dem  Cylinder  j-^  conjugirten  Cylinder  /*  befindet 
sieb  das  vierfach  unendliche  System  (A'°)  derjenigen  cubischen  rSnmlichen 
Hyperbeln,  welche  die  Ebenen  des  Prismas  A'  zu  Asymptotenebenen  baba. 

Jeder  cubischen  Hyperbel  des  einen  dieser  beiden  System« 
ist  eine  cubische  Hyperbel  des  anderen  in  der  Art  zugeordnet, 
dass  die  Centralen  der  erateren  Curve  die  Asymptoten  dtr 
letzteren  sind,  nnd  omgekehrt.  Zwei  in  solcher  wechselseitiger 
Beziehung  stehende  cubische  Baum-Hyperbeln,  welche  wir 
aJs  coBJngirte  bezeichnen  wollen,  haben  dieselben  unendliehj 


fernen   Ponkte  und  glaicbe  Äsymptotenweite  a.    Die  Scbwer- 
panktaachse  p    der   homocentralen   Prismen    ist    offenbar    für 

beide  eine  ideelle  BiEekante. 

Um  den  Satz  zu  beweisen,  haben  wir  nnr  die  asymptotische  Lage 
der  Geraden  a'i  auf  dem  Prisma  A'  nachznweisen. 

Die  Ebene  t,  i',  ist,  weil  a',  ||a,  und  a^\]ä^,  parallel  zur  Ebene  a\a^. 
Die  beiden  Ebenen  Echneiden  auf  dem  Strahle  p^  die  von  den  Asymptoten 
Qj  und  o,  eicgeBchlofisene  Asymptoten  weite  der  Curre  h^,  auf  dem  Schnitt- 
strahle  p\  der  Ebenen  «',  und  a\  des  Prismas  A'  aber  die  70n  den  Geraden 
a'i  und  a\  begrenzte  Strecke  ab.  Wegen  des  Farallelismus  der  Geradon 
p^  nnd  p\  sind  diese  beiden  Strecken  gleich.  Ebenso  sind  die  von  den 
Geradenpaaren  a'^,  a\  und  a^,  a,  auf  dea  Kanten  ji'j  und  p  ^  abgegrensten 
Strecken  gleich  den  von  den  Asymptoten  paaren  a^,  a^  bezw.  Oj,  a^  auf 
den  Kanten  p,  und  p^  eingeschloasenea  Asymptoten -Distanzstrecken  der 
Cnrve  Ä^  Da  nun  die  drei  AsymptotendJs tanzen  der  letzteren  Curve  gleiche 
LSnge  a  haben,  so  sind  die  auf  den  Kanten  des  Prismas  A'  durch  die 
Strahlen  a'i  abgegrenzten  Strecken  untereinander  und  mit  der  Asymptoten- 
wette a  gleich.  Mau  ersieht  ferner  leicht  an  der  Figur,  dass  jene  Strecken 
in  jeder  der  drei  Ebenen  a'j  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  in  denselben 
enthaltenen  Centralen  a',-  liegen.  Demnach  haben  letztere  auf  dem  Prisma 
A'  asymptotische  Lage;  das  heisst,  es  giebt  auf  dem  Cylinder  /'  eine 
cubische  Baum ' Hyperbel  A'^,  deren  Asymptoten  sie  sind.  Die  Asymptoten 
der  beiden  Cnrven  Ä''  und  Ü*  sind  paarweise  parallel;  also  haben  die  ge- 
nannten Curven  Ihre  unendlich  fernen  Punkt«  gemein.  Da  alle  hier  auf- 
tretenden Beziehungen  zwischen  den  Cuiven  h"-  und  U^  ersichtlich  wechsel- 
seitig umkehrbare  sind,  so  sind  die  Asymptoten  ai  der  Curve  t^  zugleich 
die  Centralen  für  die  Curve  h'^. 

13.  Zwei  conjugirte  cubische  Raum-Hyperbeln  7i*  und  A'^ 
haben  die  Centralebene  (t,  den  Mittelpunkt  3f  und  die  von  den 
Mittelpunkten  der  in  ihren  Schmiegungsebenen  enthaltenen 
Kegelschnitte  erzeugte  Ellipse  e*  gemeinsam.  Ihre  sechs 
Scheitelpunkte  liegen  auf  einem  in  der  Ebenejit  befindlichen, 
die  Cylinder  y^  nnd  y'^  auf  deren  Seheitelerzeugenden  be- 
rührenden Kegelschnitte  f\  der  den  Punkt  M  zum  Mittel- 
punkte hat,  sich  paarweise  diametral  gegenüber. 

Eb  lasst  sich  an  der  im  §  1 1  benutzten  Figur  5  leicht  nachweisen ,  dass 
die  Centralebene  fi  der  Curve  K''  durch  die  Mittelpunkte  der  Strecken 
C,j(7g3,  CjjCjj,  C;,  Cji  geht.  Aus  der  homoceutralen  Lage  der  Pri amen  A 
und  A*  folgt  aber,  dass  diese  Punkte  zugleich  die  Mittelpunkte  der  auf 
den  Geraden  a'i  von  den  Strahlen  p',-  abgeschnittenen  Strecken  sind.  Nach 
dem  zu  Anfang  des  §  5  Gesagten  ist  daher  die  Ebene  fi  auch  die  Central- 
ebene für  die  Curve  /i",  nnd  der  Spurpnukt  M  der  gemeinsamen  Schwer- 
punktsachse der  beiden  Prismen  in  der  Ebene  ^  ist  der  gemeins,&ina  U.\^tiäc _ 
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pnnkt  der  beiden  conjugirten  Raum  -  Hfperb ein.  Die  drei  Bomit  ebeofallj 
in  der  Ebene  (i  liegenden  Scheitel  der  Gurre  A'*  mögen  mit  8'i  beseictinet 
werden.     Aus  der  homocentralen  Lage  der  beiden  Dreiecke:  ^^| 

d  =  M,MjMs    nnd    6'=M',M\M\,  "H 

in  welchen  die  Ebene  fi  von  den  Prismen  A  und  A'  geschnitten  wird, 
ergiebt  eich  sodann  unter  Berücksichtigung  des  im  g  5  über  die  Scheitel- 
punkte Gesagten  leicht,  dass  die  eechs  Scheitel  fi,  und  S  t  paarweise  den 
Fnnkt  Jtf  in  die  Mitte  nehmen.  Legen  wir  daher  durch  die  drei  Punkte 
8i  den  Kegelschnitt  f*,  der  den  Punkt  M  lum  Centrum  hat,  so  nimmt 
derselbe  auch  die  Punkte  S't  auf.  Die  Tangente  des  Kegelschnittes  f^  in 
einem  der  ersteren  Scheitelpunkte,  etwa  iui^, ,  ist  nun  bekanntlich  parallel 
den  Sehnen  von  f^,  welche  auf  dem  Durchmesser  5,S',  des  Kegel schnitlea 
ihren  Mittelpunkt  haben.  Zu  diesen  Sehnen  gehören  ersichtlich  die  zu  den 
Ebenen  Oj  und  a\  parallelen  Geraden  S^S^^  und  S\S\.  Demnach  sind 
die  Tangenten  des  Kegelschnittes  f*  in  den  Punkten  S^  und  8"^  pamllel 
zu  den  gegenüber  liegenden  Asymptoten  ebenen  der  Ranmcorven;  sie  Hegen 
in  den  Scheitelberübrnngs ebenen  der  beiden  Cjlinder  y'  und  y'*  —  folglich 
berOhtt  auch  der  Kegelschnitt  selbst  die  Cjlinder  in  den  Seh  eitel  piuikt«a 
S^  tmd  B\,  nnd  ebenso  In  den  vier  anderen  Scheitelpunkten  von  JH 
und  ft''. 

14i  Die  Osonlationsebeuen  oi  and  a'j  gegenüber  liegender 
Scheitel  der  beiden  conjngirten  cnbischen  Hyperbeln  A'  und 
h'^  falten  zusammen  und  die  Tangenten  der  Cnrven  in  diesen 
Punkten  sind  parallel.  Daher  werden  die  beiden  CnrTen  ang 
ihrem  gemeinsamen  Mittelpunkte  M  durch  ein  und  denselben 
Kegel  dritter  Ordnung,  F,  der  die  gemeinsame  Seh werpunkt«- 
achse  p  der  Prismen  A  und  A'  zur  isolirten  Doppelgeraden 
hat,  projicirt. 

Die  Schmiegnnge ebene  der  Curve  h^  im  Scheitelpunkt  S^  ist  nach  §  5 
diejenige  die  Mittellinie  M^Ni  des  Dreiecks  S  enthaltende  Ebene,  welche 
mit  der  Asymptote  a^  auf  den  von  letzterer  getroffenen  Kanten  p^  und  p, 
des  Prismas  A  Strecken  von  der  doppelten  Lfinge  des  Asymptotenab^tandH 
abschneidet,  Die  so  bestimmte  Ebene  a^  geht,  weil  sie  die  Linie  M^S^ 
enthält,  welche  unter  der  Bezeichnung  M\N\  zugleich  Mittellinie  d« 
Dreiecks  6'  der  Ebene  fi  ist ,  durch  den  Mittelpunkt  der  auf  der  Äsymptoie 
a,  von  den  Kanten  p\  und  p'^  des  Prismas  A'  abgeschnittenen  Strecke,' 
Da  nun  die  Asymptote  a\  parallel  der  Asymptote  a,  ist,  und  da  die  mf 
den  Kanten  p'j  und  p^  (oder  auf  p\  und  p.j)  gelegenen  Asymptoten  -  Distani- 
strecken  gleiche  Lange  nnd,  von  den  Asymptoten  a,  und  a',  aus  gerechnet 
gleiche  Richtung  haben,  so  schneidet  die  Ebene  o,  auch  auf  den  Kanteo 
p'f  und  jj'j  mit  der  Asymptote  a ,  Strecken  von  der  doppelten  Lllnge  ia 
Äs^mptotenweite  ab.    Sie  ist  daher  b.ucIl  die  Schmiegungsebene  a\  des  ^1 
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der  Mittellinie  M\N\  gelegenen  Scheitelpunktes  S^^  der  Carve  h'^.  Ana- 
loges gilt  von  den  beiden  anderen  Scheiteloscnlationsebenen  der  Carve  h\  — 
Die  sechs,  zn  je  zweien  zusammenfallenden  Schmiegnngsebenen  ^i  und  o\ 
schneiden  sich  alle  im  gemeinsamen  Mittelpunkte  l/L  der  beiden  conjagirten 
Hyperbeln.  Nun  wird  aber  der  Kegel  dritter  Ordnung,  welcher  eine  der 
beiden  Curven  aus  dem  Mittelpunkte  M  projicirt,  durch  die  Bedingungen, 
die  drei  Ebenen  er,*  =  di  längs  der  Mittellinien  des  Dreiecks  f  zu  Wende- 
berührungsebenen zu  haben ,  und  einen  Doppelstrahl  zu  besitzen ,  eindeutig 
bestimmt.  Daher  ist  er  der  Projectionskegel  für  die  Curven  }f  und  }i^ 
zugleich. 

Auf  jeder  Erzeugenden  des  gemeinschaftlich  enProjections - 
kegeis  der  beiden  conjugirten  cubischen  Raum-Hjperbeln  liegt 
der  Mittelpunkt  If  in  der  Mitte  zwischen  den  von  der  Erzeugen- 
den fjfetroffenen  Curvenpunkten. 

Die  Tangenten  Si  und  s  i  der  Cnrven  }?  und  }{^  in  den  gegenüber 
liegenden  Scheitelpunkten  derselben  sind  die  Schnitte  der  Ebene  Ci  =  a^ 
mit  den  parallelen  Berühungsebenen  der  Cylinder  y^  und  y^  längs  gegenüber 
liegender  Scheitelerzengender  der  letzteren.    Daher  sind  sie  selbst  paralleL 
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Eine  neue  Ableitung  des  Satzes  von  Cayley-Brill 
über  Punktsysteme  auf  einer  algebraisolien  Cnrve. 

Von 

Benedict  Spoeee 

in  Stattgart. 


In  folgODder  Arbeit  geben  wir  auf  Qrund  einfacher  geometrischer 
Betrachtangen  eine  nene  Ableitnng  des  oben  genannten  Satzes  über  Punkt- 
systeme auf  algebraischen  Curven^.  Wir  gehen  dabei  wesentlieh  davon 
ans,  dass  wir  irgend  eine  Corve  als  einem  Büschel  angehörig  ansehen  und 
die  üntersnchung  auf  Punktsysteme  auf  den  Curven  eines  Büschels  ausdehnen. 
Wir  erhalten  dadurch  geometrische  Oerter,  deren  Schnitte  mit  einer  einzelnen 
der  Curven  uns  dann  auf  die  gewünschten  Resultate  führen. 

L 

Die  Punkte  einer  Ebene  seien  so  aufeinander  bezogen,  dass  jedem 
Punkt  X  derselben  die  Punkte  einer  Curve  vom  Grade  r,  Y^  entsprechen, 
und  dass  umgekehrt  jedem  Punkte  Y  wieder  die  Punkte  X  einer  Corve 
vom  Grade  8^  X*  zugeordnet  sind. 

Lassen  wir  den  Punkt  X  eine  Curve  vom  Grade  n  und  dem  Geschlecht  p, 
0*p ,  durchlaufen ,  so  werden  die  Punkte  dieser  Curve  einander  so  zugeord- 
net sein,  dass  jedem  Punkte  X  der  Curve  r,n  —  y  Punkte  Y  und  jedem 
Punkte  Y  wieder  8,n—y  Punkte  X  entsprechen,  wobei  y  angiebt,  wie 
viele  Punkte  die  zu  den  Punkten  X  und  Y  gehörigen  Curven  Y^  und  T 
in  den  Punkten  X  und  Y  selbst  mit  der  Curve  C^p  gemein  haben.  Weiter 
mögen  unter  den  obigen  r,n—y  und  ns-^y  Punkten  noch  a  und  h  feste 
Punkte  der  Curve  ö"p  sein,  durch  die  alle  Curven  Y*"  resp.  X*  für  Pole 
auf  C^p  hindurchgehen.     Sind  also: 

so   entsprechen  jedem   Punkte  X  auf   C^pcc  veränderliche  Punkte  Y  nnd 
ebenso   j^em    Punkte  Y  wieder  ß  veränderliche  Punkte  X,    oder  auf  der 

*  Den  Satz   fand  Cayley  darch    Induction  (Comptes  rendus  Bd.  62  S.  658). 

Herr  Brill   bewies   ihn  zuerst  (Mathem.  Annalen  Bd.  6  S.   33;  Bd.  7  8.607  and 

Bd.  31  S.  374).    Betreffs  der  weiteren  Literatur  verweisen  wir  auf  Herrn  Zenthen*! 

Abhandlung  über  diesen  Satz  in  Mathem.  Annalen  Bd.  40  S.  99.    Zu  dieser  Arbeit 

eelbat  wurden  wir ,  was  wir  nicht  unetviäVint  laaaeu  wollen ,  von  Herrn  Brill  angeregt 


Corre  selbst  ist,  wie  wir  uns  knrz  ansdrUcken  wollen,  eine  CorreBpondeoz 
{a,  ß)  von  Punkten  X  und  Y  bestimmt. 

Ausserdem  können  wir  annehmen,  daas  die  Curven  T""  nnd  X'  alle- 
mal die  zugehörigen  Punkte  X  und  J"  zu  yTachen  Punkten  haben.  Wäre 
dem  nicht  so,  so  könnten  wir  nämlich  z,  B.  jede  Curve  Z*"  durch  eine 
solcbe  vom  Grade  r  +  r, ,  y^  '•,  mit  X  als  yfachem  Punkte,  ersetzen,  die 
jetzt  fiaf  der  Curre  C"^  dieselben  veränderlichen  und  festen  Punkte  bestimmen 
würde,  wie  F"",  aber  ausserdem  noch  durch  n.r,  weitere  feste  Punkte  der- 
selben ginge,  die  zudem  noch  auf  einer  festen  Curve  vom  Grade  r^,  i^' 
gelegen  wilren*.  Und  zwar  ist  dies  immer  möglich,  indem  wir  nur  r, 
hinreiche ud  gross  zu  wäblen  haben. 

Weiter  wollen  wir  festsetzen,  dass  sich  dies  Entsprechen  nicbt  anf  die 
Punkte  einer  einzelnen  Curve  allein  beziehe,  sondern  dass  diese  Zuordnnng 
auf  die  sämmtlichen  Curven  eines  Büschels  ausgedehnt  sei,  und  dass  also 
jedem  Punkte  X  der  Ebene  durch  eine  ihm  zugehörige  Curve  Y'  a  Punkte, 
Y  der  durch  X  gehenden  Curve  C"  des  Büschels  und  umgekehrt  ebenso 
jedem  Punkte  Y  wieder  ß  Punkte  X  entsprechen. 

II. 

Ein  Punkt  X  bewege  sich  auf  einer  Geraden  G,  dann  bestimmt  alle- 
mal die  au  jedem  Punkt  X  gehörige  Curve  F'  auf  einer  zweiten  Geraden  H 
rPunkte  Yg  und  durch  jeden  Punkt  X  sind  also  auch  r  Geraden  XYg 
bestimmt,  die  im  Allgemeinen  von  G  verschieden  sind.  Die  Gerade  XTj, 
kann  aber  auch  attf  die  Gerade  G  selbst  zu  liegen  kommen  und  zwar  ge- 
schieht dies  für  jeden  Punkt  X^,  der  dem  Schnittpunkte  Ä  von  G  und  H 
als  Punkt  Y  entspricht.  Da  es  s  —  y  solche  Punkte  giebt,  so  fSllt  also 
XYg  auch  (s  — )')mal  anf  G  selbst.  Ebenso  kommt  XY,}  auch  r  — j-mal 
auf  H  zu  liegen  und  zwar  ebenfalls  für  den  Punkt  A.  aber  diesen  Punkt 
als  Punkt  X  angesehen.  Durch  jeden  Punkt  X  auf  G  geben  also  immer 
(r-i-s—y)  Geraden  XYg,  von  denen  aber  nur  r  von  G  selbst  verschieden 
sind,  während  die  übrigen  auf  6  zu  liegen  kommen. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Der  Ort  der  Geraden  XIJ,  ist  eine  Curve  von  der  Classe 
(r+-s  —  y)  mit  den  Geraden  ff  und  fl  als  (s  —  y)- nnd  (j-  —  )') fachen 
Tangenten. 

Drehen  wir  jetzt  die  Gerade  H  um  den  Schnittpunkt  Ä  mit  ff,  so 
wird  sich  zwar  der  Ort  der  Geraden  X  Y^  verändern ,  aber  die  Classe  der- 
selben wird  uuveritnJert  bleiben.  Diea  wird  auch  dann  noch  so  sein, 
wenn  der  Winkel  beider  Geraden  sehr  klein  wird,  oder  aber,  wenn  er 
ganz  verschwindet.  Nun  treten  aber  zwei  Fälle  auf,  je  nachdem  y^O, 
y  >  0  ist. 


•  Vergl,  auch  ZeutLen,  Mathem,  Auoalen  Bd.  40  S 
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I.  Fall:  y  =aO.  Die  Curve  zerftllt  in  lauter  Corren  der  ersten  Classe 
oder  in  r  +  3  Punkte,  die  alle  anf  G  liegen.  Für  jeden  aolcbea  Punkt 
gebt  aber  die  Curve  J'',  die  ibm  als  Funkt  X  lugebSrt,  durch  ibreu  Pol 
X  selbst,  oder  wir  finden  für  diesen  Full: 

Ist  y  =  0,  ao  liegen  auf  jeder  Geraden  G  r  +  s  Punkte  X,  fOr  die 
die  Curve  T'  durch  ihren  Pol  X  selbst  geht,  oder  der  Ort,  der  Funkte  I 
(oder  T),  für  welche  die  Curven  Y'  (oder  X')  durcb  den  Punkt  X  (oder 
Y)  selbst  gehen,  ist  eine  Curve  vom  Grade  r  +  5,  R'+'. 

II.  Fall:  y  >  0.  Die  durch  jeden  Punkt  X  auf  ß  gebenden  Geraden 
XT^  werden  theils  zu  Taugenten  an  die  y  durch  den  Punkt  X  gehende 
Zweige  der  Curve  7'  und  zwar  ist  die  Anzahl  derselben  gleich  Yi  theila 
aber  fallen  sie  mit  <?  selbst  zusammen.  Durch  jeden>Piinkt  X  auf  G 
gehen  also  nur  noch  y  von  G  verschiedene  Geraden  X¥„,  wfihrend  die 
Übrigen  r-i-s  —  2f  auf  Cr  selbst  zu  liegen  kommen;  und  wir  erhalten  alw 
den  Satz: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  auf  einer  Geraden  G  nnd  ziebeu 
wir  an  jeden  der  y  durcb  ihn  gehenden  Zweige  der  ihm  in- 
geordnetea  Curve  Y''  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort  dieser 
Tangente  eine  Curve  von  der  Classe  r  +  a- j-,  S'  +  '-r,  mitGals 
(r  +  s  — 2j')fftcber  Tangente.  ^^B 

Ziehen  wir  in  den  m  Schnitten  einer  Curve  C",  welche  einem  BlUebel 
von  Curven  durch  n*  Grundpunkte  angehört,  mit  einer  Geraden  G  an  die 
Curve  C"  die  Tangenten,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangenten  allemal  eine 
Curve  der  (iJn  — 1)""  Classe  ff'"-  ',  mit  G  als  (2n-2)facher  Tangente". 
Diese  Curve  hat  mit  der  oben  genannten  Curve Ä''+'  —  i'  ausser  derGeradeaS 
selbst  noch 

(2t.-l)(r  +  s-y)-(2n-2)(r  +  s-2y)  =  r  +  s  +  j.(2n-3) 
Tangenten    gemein.     Einer  jeden    solchen  Tangente    entspricht   aber   eiM 
Curve  Y',  die  von  der  durch  den  Pol  X  gebenden  Curve  C "  des  BQscheli 
Ifinga  eines  der  /  Zweige  von   Y'  berührt  wird.    Auf  jeder  Geraden  liegen 
also  ancb  r-fs  — y{2«  — 3)  solche  Funkte,  oder  wir  erhalten: 

Soll  die  Curve  T""  in  dem  zugehörigen  Punkte  X  die  durcb 
diesen  Punkt  gehende  Curve  des  BUscbels  mit  einem  Zweige 
be rubren,  so  ist  der  Ort  dieses  Berührungspunktes  eine  Curve 
vom  Grade  r  +  s  +  x(2«  — 3),  fi-'  +  '  +  X««-«. 

Wählen  wir  den  Funkt  X  so ,  dass  er  in  einen  der  Ornndpunkte  du 
BUscbels  zu  liegen  kommt,  so  wird  jeder  der  y  Zweige  der  Cnrve  T',  & 
lu  diesem  Punkte  X  gehört,  im  Grundpunkte  von  einer  Curve  des  BOschek 
berührt,  oder: 


•  Vergl,  diese  ZeiUehrift  Bd.  31  S.W. 
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Jeder  Grundpunkt  des  Büschels  ist  )^facher  Punkt  des 
Ortes  i2''+'+y(2»»-3) . 

Fällt  aaf  die  Gerade  G  ein  Doppelpunkt  einer  einzelnen  Curve  des 
Büschels,  so  zerföllt  für  diese  Gerade  die  obige  Curve  G*""^  in  diesen 
Doppelpunkt  und  eine  Curve  von  der  Classe  2n  — 2,  ff^"-'.  In  dem 
Doppelpunkt  wird  nämlich  jede  durch  ihn  gehende  Gerade  zur  Tangente 
an  die  Curve  C",  welche  diesen  Doppelpunkt  enthält,  und  zwar  zählt 
dieser  Punkt  als  Curve  erster  Classe  nur  einfach ,  was  schon  ein  bestimmtes 
Beispiel,  etwa  n  =  2,  zeigt.  Die  so  erhaltene  Curve  G^"~~^  hat  mit  der 
obigen  Curve  i2''+'"'y  ausser  der  Geraden  ©  selbst  noch 

(r  +  5-y)(2»-2)-(r  +  5-2y)(2n-3)  =  r  +  5  +  y(2n-.4) 

Tangenten  gemein.    Durch  den  Doppelpunkt  sind  also  y  solcher  Tangenten 
absorbirt  worden,  oder  wir  finden: 

Die  Ortscurve  jB''+«+y(2a-3)  hat  die  3(n-l)«  Doppelpunkte 
einzelner  Curven  des  Büschels  zu  ^fachen  Punkten. 

Da  weiter  jeder  mehrfache  Punkt  als  Grenzfall  einer  bestimmten  An- 
zahl von  Doppelpunkten  aufgefasst  werden  kann ,  so  folgt  auch  noch ,  dass 
in  ihm  die  zugehörige  Curve  (7"  mit  der  Ortscurve  auch  2ymal  soviel 
Punkte  gemein  hat,  als  er  Doppelpunkte  vertritt.  Ist  ebenso  ein  Punkt 
der  Geraden  G  ein  BUckkehrpunkt  einer  einzelnen  Curve  C"  des  Büschels, 
so  ist  ausserdem  jede  der  y  durch  ihn  gehenden  Tangenten  an  die  y  Zweige 
eine  der  Curve  y,  die  dem  Bückkehrpunkt  als  Punkt  X  zugehört,  einmal  als 
eigentliche  Tangente  einer  C"  mitzuzählen,  wenn  das  unten  gegebene 
Theorem  allgemein  giltig  sein  soll,  da  jetzt  die  Ortscurve  die  Bückkehr- 
tangente mit  y  Zweigen  berührt. 

Hierbei  haben  wir  bis  jetzt  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  y  >  0 
ist,  indem  wir  für  y  =  0  das  hierher  gehörige  Besultat  bereits  in  IL  aus- 
gesprochen haben. 

IV. 

Der  Satz  von  Cayley-Brill. 

Durch  die  Curven  Y^  und  X*  ist  auf  einer  Curve  Cp  vom 
Grade  n  und  vom  Geschlecht  p  eine  Correspondenz  (a,  ß)  von 
Punkten  X  und  Y  bestimmt  und  es  kommt  dann  allemal 

«  +  i^  +  2yp  mal 

vor,  dass  ein  Punkt  X  mit  einem  seiner  conjugirten  Punkte  Y 
zusammenfällt. 

Beweis.  I.  Fall  y  =  0.  Wir  sahen  in  IL,  dass  für  diesen  Fall 
der  Ort  der  Punkte  X,  für  die  die  zugehörige  Curve  F''  durch  den  Punkt 
X  selbst  geht,  eine  Curve  vom  Grade  r  -f-  5,  22''+'  ist.  Diese  Curve  hat 
mit  irgend  einer  Curve  C"p  des  Büschels  n{r  +  8)  Punkte  gemein,  und 
jedem  solchen  Punkt  X  entspricht  ein  Punkt  F,  der  mit  X  ^a&amm!^wfik\ki. 
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Geht  die  Curve  T^  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve  C7"p,  so  geht  f&r 
diesen  Punkt  als  Punkt  X  auch  die  zu  ihm  gehörige  Curve  7^  durch  den- 
selben oder  dieser  Punkt  gehört  ebenfalls  der  Ortscurve  B'"^'  an,  und  zwar 
ist  dieser  Punkt  als  uneigentliche  Lösung  von  den  n{r  +  s)  Punkten  ab- 
zuziehen. Da  es  a  solche  Punkte  auf  der  Curve  giebt,  und  ebenso  auch 
h  Punkte,  durch  welche  alle  Curven  X'  für  Punkte  T  auf  C7%  gehen,  so 
ist  die  Anzahl  der  obigen  Punkte  nur  noch: 

wr  +  ti5  —  a  —  6  =  a  +  j5. 

II.  Fall:  y>0.  Die  oben  gefundene  Curve  jB'-+«+y(2»-3)  \^^  „^jt 
jeder  einzelnen  Curve  C""p  des  Büschels  von  Curven  C"  durch  n*  Grund- 
punkte ausser  den  Grundpunkten  und  den  S  Doppelpunkten  noch 

n(r  +  s)  +  wy(2ti-3)-yn2-2yd  =  (nr-y)  +  (n5-y) 

+  y  (n»  -  3n  +  2  -  2  d)  =  a  +  /5  +  2yi) 

Punkte  gemein,  wobei  wir  nr—y^ay  n8  —  y  =  ß  gesetzt  haben.  Gebt 
auch  hier  die  Curve  Y'"  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve  C^p ,  so  haben  wir 
nur  den  Punkt  X  sich  dem  festen  Punkte  nähern  zu  lassen,  bis  er  mit 
ihm  zuletzt  zusammenfallt;  wodurch  ohne  Weiteres  folgt,  dass  in  diesem 
Punkt  die  Curven  y  und  C^p  (y  +  1)  Punkte  gemein  haben;  oder  aber, 
dass  dieser  Punkt  ebenfalls  auf  der  Ortscurve  gelegen  und  dass  ftlr  ihn 
die  obige  Anzahl  a  +  j?  +  2yp  um  eins  zu  verkleinem  ist  Und  zwar 
ist  es  gleichgiltig ,  ob  der  Punkt  von  Anfang  an  ein  fester  Punkt  der 
Curven  Y**  war,  oder  ob  er  es  erst  durch  die  in  I.  erwähnten  Aenderungen 
geworden  ist.  Gleiches  gilt  für  feste  Punkte  der  Curve  C^p ,  durch  welche 
die  Curven  X'  gehen  müssen,  das  heisst,  die  obige  Formel  hat  aneb 
ihre  Giltigkeit,  wenn  die  Anzahlen  der  veränderlichen  Punkte  X  und  7, 
die  sich  gegenseitig  entsprechen, 

a  =  nr-'Y  —  af    ß  =  ns-^y—  h 
sind. 

V. 

Wir  erhielten  die  Anzahl  cc  +  ß  +  2  y p  zusammenfallender  Punkte 
X  und  T  als  Schnitte  der  Curve  C^p  mit  einer  Ortscurve  vom  Grade 
r  +  s  +  y(2n  — 3),  welche  die  Grundpunkte  des  Büschels  zu  y  fachen 
Punkten  hatte  und  auch  durch  die  Doppelpunkte  einer  einzelnen  Car?e 
C*p  ging.  Die  Grundpunkte  der  Curven  C"  können  wir  aber  als  auf  j 
anderen  Curven  des  Büschels  gelegen  ansehen,  das  heisst,  wir  finden,  dass 
die  n^y  gemeinsamen  Punkte  der  Ortscurve  mit  der  Curve  C"p  in  den 
n'  Grundpunkten  als  auf  einer  Curve  vom  Grade  n,y  gelegen  angesehen 
werden  können.  Daraus  folgt  jedoch,  dass  die  übrigen  nr-J-n 5 -J-ny(n- 3) 
gemeinsamen  Punkte  der  Curve  C^p  mit  der  Ortscurve  allemal  auf  einor 
Cürve  vom  Grade  r  +  «  +  y  (n  -  S")  gd^^^u  Au^V  ^^^^  * 
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Die  erhsLlienen  tt  +  ß  +  2pYl^ unkte  X^  die  mit  einem  Punkte 
Y  zusammenfallen,  liegen  mit  den  a  und  h  festen  Punkten  auf 
der  Curve  (7"p  und  deren  Doppelpunkte  allemal  auf  Curven 
vom  Qrade  r  +  «  +  y(n-3)*, 

VI. 

Die  Punkte  X  und  T  einer  Ebene  seien  einander  in  der  oben  fest- 
gesetzten  Art  durch  Curven  7^  und  X*  mit  den  zugehörigen  Punkten  X 
und  Y  als  y  fachen  Pankt^n  zugeordnet.  Ebenso  seien  die  Punkte  X  und 
Z  derselben  Ebene  einander  durch  Curven  Z''>  und  X*^  mit  den  Punkten 
X  und  Z  als  y^  fachen  Punkten  conjugirt.  Irgend  einem  Punkte  X  ent- 
sprechen alsdann  zwei  Curven  ^  und  Z^>  mit  dem  Punkte  X  als  y-  und 
als  y^fachem  Punkte.  Ausser  dem  Punkte  X  selbst  haben  beide  Curven 
noch  weiter  r.fi^y.y^  Punkte  gemein.  Nehmen  wir  wieder  zwei  Gerade 
G  und  H  an  und  lassen  den  Punkt  X  sich  auf  der  Geraden  Q  bewegen, 
so  bestimmt  die  zu  ihm  gehörige  Curve  Y'*  auf  der  Geraden  H  allemal 
r  Punkte  Yq,  und  der  Ort  der  Geraden  X  Y^  ist  jetzt  eine  Curve  von  der 
Classe  (r  +  s  — y),  22'*+ '"y,  mit  ff  und  jBTals  (s  — y)-  und  als  (r—  y)  fachen 
Tangenten.  Ebenso  bestimmen  die  zum  Punkte  X  auf  ff  gehörigen  Curven 
Z'*«  auf  H  Punkt  Zq^  so  dass  der  Ort  der  Geraden  XZq  eine  Curve  von 
der  Classe  t'j+tfi  — yj,  B'"»+*»""y«  ist  mit  ff  und  H  als  (»i  — yi)-  nnd 
(r, —  yi)  fachen  Tangenten.  Beide  Curven  haben  ausser  der  Geraden  ff 
und  H  selbst  noch 

(r  +  «-y)(r|  +  5i-y,)-(r-y)(ri-yi)-(5-y)(5-yi)«rSi  +  riS-yyi 

Tangenten  gemein.  Auf  jeder  Geraden  H  liegen  also  auch  rSi  +  r^s  —  yYi 
Punkte,  welche  zugleich  auf  je  einer  Curve  Y^  und  einer  Curve  Z''«  liegen, 
die  einem  und  demselben  Punkte  X  auf  ff  conjugirt  sind ,  oder  wir  finden : 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  auf  einer  Geraden  ff,  so  ist  der 
Ort  der  übrigen  (ffi  — yyi)  Schnittpunkte  (ausser  X  selbst) 
der  beiden  ihm  conjugirten  Curven  f  und  Z^^  eine  Curve  vom 
Qrade  r«i  +  ri5  — yyi,  B'^«» +''»•-//.. 

Halten  wir  umgekehrt  die  Gerade  H  fest  und  lassen  die  Lage  der 
Gerade  ff  sich  verändern,  so  folgt  in  ganz  gleicher  Weise: 

Bestimmen  wir  zu  jedem  Punkte  der  Geraden  H  die  zu 
ihm  gehörigen  Curven  X*  und  X%  so  ist  der  Ort  der  übrigen 
{88i  —  y/i)  Schnitte  beider  Curven  eine  Curve  vom  Grade 
r^j+fjS  — yy,,  2J''*i+''»«-y)'«,  indem  auf  irgend  einer  beliebigen 
Geraden  ff  so  viele  gemeinsame  Punkte  solcher  Curven  X'  und 
X*^  für  dieselben  Pole  auf  H  gelegen  sind. 

Die  80  erhaltene  Curve  hat  mit  irgend  einer  Curve  des  n^^  Grades 
'^(^^i  "^^1^  "^Y^i)  P^i^^te  gemein,  oder,  lassen  wir  den  Punkt  X  auf  einer 


*  Mathem.  Annalen  Bd.  7  S.  616. 
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Cnrve  des  n^^^  Grades  (7"  sich  bewegen,  so  liegen  anf  irgend  einer 
Geraden  H  auch  M(f5|  +  r| 5  —  7/1)  Punkte,  die  zugleich  als  Pankte  7 
und   Z  denselben  Punkten  auf  C^  entsprechen;  das  heisst  wir  finden: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  auf  einer  Curve  des  n^°  Grades  C", 
so  haben  die  zu  ihm  gehörigen  Curven  f  und  Z''^  ausser  dem 
Punkt  X  noch  allemal  (fr|  — y/i)  Punkte  gemein  und  der  Ort 
dieser    Punkte    ist    eine    Curve    vom    Grade    nirs^  +  r^s  —  yy^), 

VII. 

Wie  wir  oben  sahen  ist  der  Ort  der  Tangenten  an  die  y  Zweige  der 
zu  einem  Punkte  X  gehörigen  Curve  Y^  für  Punkte  X  auf  einer  Geraden 
Q  eine  Curve  von  der  Classe  (r  +  5  — y),  !?''+•">',  mit  (?  als  (r  +  5  — 2/)- 
facher  Tangente.  Ganz  ebenso  gehört  zu  dem  System  von  Curven  Z**«  f&r 
Punkte  X  auf  derselben  Geraden  eine  Curve  der  Classe  (t*x  +  ^  —  /iX 
2J''i +  •»—/«,  mit  G  als  (r^  +  5|  —  2y|)facher  Tangente.  Diese  beiden  Caryoi 
haben  jedoch  ausser  der  Geraden  G  allemal  noch 

(r  +  5-y)(r, +Si-yi)-(r  +  5-2y)(ri  +  Si-2yi)=y|(r  +  5) 

Tangenten  gemein.  Jeder  solchen  gemeinsamen  Tangente  entspricht  aber 
ein  solcher  Punkt  X  auf  G ,  in  dem  die  zu  ihm  gehörigen  Carven  7'  und 
Z'^i  sich  mit  je  einem  Zweige  berühren,  oder  in  dem  sie  y/i  +  1  Punkte  mit 
einander  gemein  haben,  oder  wir  finden: 

Soll  in  einem  Punkte  X  die  zu  ihm  gehörige  Curve  Y''  die 
zu  demselben  Punkte  gehörige  Curve  Z''^  mit  einem  Zweige  be- 
rühren,   so   ist   der  Ort  des  Punktes  X  eine  Curve  vom  Grade 

VIII. 

Setzen  wir  ferner  zunächst  wieder  voraus  die  Curven  F*",  X',  Z^»  mid 
X'»  gehen  für  Punkte  X,  Y  und  Z  auf  einer  Curve  des  #!*•■  Grades  C% 
durch  keine  festen  Punkte  auf  dieser  Curve  und  diese  selbst  habe  keine 
mehrfachen  Punkte ,  dann  ist  allemal: 

a=:nr-'y,       /3=>5  — y, 
und 

Die    in    VI.  gefundene   Ortscurve   JB»('^»i+''i«-yy»)   schneidet   nun  die 

Cnrve  C"«  in  «,        ,  v 

n^irs^  +  r^s-yy^) 

Punkten;   die  sich  aus  folgenden  Punktgruppen  zusammensetzen,  nSmlieb: 

*  £8  ist  dies  eine  der  Curven,  welche  in  Clebsch-Lindemann:  „Vo^ 
leauDgen  über  Geometrie"  mit  Xy  bezeichnet  werden  (Bd.  1  8.  733),  w&hiend  die 
in  VI,  gefundene  Curve  JR»»(rti-Vr,i-YYv^  doit  M^  hftiwL 
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1 .  ♦»  [y  (^1  +  i?i )  +  y  1  (r  +  5)  -  3  y  y  J 

Pankten  X^,  in  denen  je  die  zugehörige  Cunre  Y^  die  Cnrve  Z^^ 
mit  je  einem  ihrer  Zweige  berührt,  and  zwar  sind  dies  die  Schnitt- 
punkte der  Curve  JBy<'-»+'*)+y»<''+«>-»y>'«  mit  CV    (VII.) 

2.  (nr-y)(n5i-yJ  +  (firi-yi){w5-y)-2yyi(fi«-3n  +  2) 

weiteren  Pankten  ^  womit  die  Anzahl  gemeinsamer  Paukte  beider 
Curven  gerade  erschöpft  ist.    Dies  giebt  uns  folgenden  Satz: 

Liegen  auf  einer  algebraischen  Cnrve  C\  (zunächst  ohne 
Doppelpunkte)  zwei  Correspondenzen  (o/3)  and  {o^ß^  von 
Pankten  X  und  F  resp.  X  und  Z,  so  kommt  es  allemal 

(«/5i  +  «i/5  — 2yyjp)mal 

vor,  dass  ein  Punktepaar  (X,  Y)   mit  einem  Punktepaar  (XZ) 
zusammenfSllt.* 

Geht  die  Curve  Y''  durch  einen  festen  Punkt  auf  der  Qrundcurve  Cp, 
80  fällt  [s^  n  —  Yi)  mal  ein  Punkt  Y  in  ihn ,  der  mit  einem  Punkte  Z  ver- 
einigt ist,  und  die  beide  demselben  Punkte  X  auf  der  Basis  zugehören,  und 
zwar  ist  dies  der  Fall  für  die  Punkte  X,  welche  X'«  für  den  festen  Punkt 
als  Punkt  Z  auf  der  Curve  C"p  ausser  dem  festen  Punkt  selbst  noch  aus- 
schneidet. Für  jeden  festen  Punkt  auf  C*p,  durch  den  die  Curven  Y^ 
gehen  müssen,  verkleinert  sich  also  obige  Anzahl  um  (ft^^  —  y)  Einheiten; 
das  heisst,  die  obige  Formel  ist  auch  noch  giltig,  wenn  wir  für  a  einen 
Werth  einsetzen ,  der  gleich  der  Anzahl  von  veränderlichen  Punkten  Y  ist, 
welche  X  entsprechen.  Analoges  gilt  auch  für  den  Fall,  dass  die  anderen 
Curven  X%  Z*"*,  X'»  durch  feste  Punkte  auf  der  Curve  C"p  gehen. 

Hat  die  Curve  C^p  einen  mehrfachen  Punkt,  und  zwar  zunächst 
einen  Doppelpunkt,  so  wird  durch  diesen  kein  Einfluss  auf  obige  Formel 
ausgeübt  und  es  ist  also,  wenn  die  Bedeutung  von  p  aufrecht  erhalten 
werden  soll,  für  jeden  Doppelpunkt  2 yy^  abzuziehen,  oder  die  Formel  geht 
für  diesen  Fall  über  in 

«A  +  «i/^-2yy,p-2yyi«.« 

In  einem  Doppelpunkte  der  Curve  C^p  ist  nämlich  im  Allgemeinen 
kein  Punkte  Y  mit  einem  Punkt  Z,  die  denselben  Punkten  X  entsprechen, 
vereinigt,  indem  wir  nicht  annehmen  können,  dass  demselben  als  Punkt 
Y  resp.  als  Punkt  Z  zwei  Curven  X'  und  X'^  entsprechen,  die  einen 
weiteren  Schnittpunkt  auf  C^p  haben.  Will  man  aber  doch  die  obige 
Formel : 


•  Brill  a.  a.  0. 
*^  Clebsch-Lindemann,  „Vorlesungen  über  Qeometti^^^  ^^A^.*l*^^>xA'^^, 
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aufrecht  erhalten,  so  muss  man  in  jedem  Doppelpunkte  2yYi  Pnnktepaare 
XY  fallen  lassen,  die  in  ihm  mit  2yYi  Punktepaaren  XZ  vereinigt  sind, 
also  als  uneigentliche  Lösungen  für  ihn  mitzählen.  Gleiches  gilt  für  mehi^ 
fache  Punkte  auf  0%. 

Ist  7  =  0,   oder  y^  =  0,  so  erleidet  die  Ableitung  des  zweiten  Satzes 
unwesentliche  Aenderungen. 


Hiermit  haben  wir  die  uns  gestellte  Aufgabe  erledigt;  eine  weitere 
daran  sich  anknüpfende  Kritik  der  einzelnen  möglichen  Fälle,  die  auftreteo 
können,  anzuschliesen ,  unterlassen  wir,  da  dieselbe  doch  nur  auf  Wieder- 
holuDgen  bereits  bekannter  Betrachtungen  führen  würde. 

Stuttgart,  im  Februar  1893. 


xm. 

Ueber  die  Darstellung  der  Fundamental  -Invarianten 

eines  Systems  linearer  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  mit  eindeutigen  Coefficienten. 

Von 

Dr.  E.  Grünpeld 

in  NikolBbarg  (Mfthren). 


Das  Problem,  die  sogenannten  „Fundamental -Invarianten"  der  linearen 
Differentialgleichung  n*^  Ordnung: 

das  ist  die  Coefficienten  der   nach  Potenzen  von  od  geordneten,  zu  dieser 
Differentialgleichung  gehörigen  Fundamentalgleichung: 


2) 


«Ij  —  09     aj2  •••Clin 

«■1  «n2  .•.«»n  —  W 


=  0 


als  Functionen  der  Coefficienten  jp^,..., jPn  darzustellen,  ist  fElr  den  Fall, 
dass  diese  letzteren  eindeutige  Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen  x 
sind,  zuerst  von  Herrn  Hamburger  (Journal  für  die  reine  und  angewandte 
Mathematik  Bd.  83  und  84)  und  später  von  Herrn  Poincar6  (Acta 
mathematica  t.  4)  behandelt  worden.  In  neuerer  Zeit  hat  sich  Herr  Mittag- 
Leffler  mit  demselben  Gegenstände  beschäftigt  (Acta  mathematica  t.  15} 
und  für  die  erwähnte  Darstellung  der  Fundamental-  Invarianten  als  Functionen 
der  Differentialgleichung  1)  zwei  Methoden  angegeben,  welche  gewisse 
Beschränkungen,  unter  denen  die  Methode  der  Herren  Hamburger  und 
Poincar6  Giltigkeit  hatten,  beseitigen  und  als  allgemeine  Lösungen  des 
erwähnten  Problems  betrachtet  werden  können. 

Die  analoge  Aufgabe,  die  Fundamental -Invarianten  eines  Systems 
linearer  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  eindeutigen  Goeffi- 
cienten: 
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3)  ^W "^^^ ^" (^)^i  +  ö«(«) w»  + H aiH{x)uu    t  ==  1,  2,...,fi, 

welchem  bekanntlich  gleichfalls  eine  Fundamentalgleichung  von  der  Art 
der  vorstehenden  2)  zugehört,  als  Functionen  der  CoefBcienten 

a(fl:),  0^1  («),..., afti(aj) 

darzustellen ,  ist  von  mir  im  XXXYI.  Bande  dieser  Zeitschrift  insoweit  be- 
handelt worden,  als  ich  nach  der  erwähnten  Methode  des  HermHamburger 
gezeigt  habe,  wie  die  in  der  Fundamentalgleichung 2)  vorkommenden  Grössen 

a/ib(t=l,...,w;  Ä=l,...,n) 

als  Functionen  der  Coefficienten  aik{x)  für  die  Punkte  eines  gewissen 
Bereiches  dargestellt  werden  können.  Die  Oiltigkeit  dieser  Darstellung  war 
jedoch  an  gewisse  Bedingungen  geknüpft ,  denen  der  Badius  dieses  Bereiches 
genügen  musste.  Im  Folgenden  will  ich  nun  zeigen,  wie  man  sich  von 
diesen  Beschränkungen  befreien  und  eine ,  für  alle  Punkte  eines  Ereisringes 
giltige  Darstellung  sowohl  der  Grössen  cc/kj  als  auch  der  von  diesen  in 
ganzer  rationaler  Weise  abhängenden  Fundamental  -  Invarianten  erbalten 
kann,  wenn  man  ein  Verfahren  anwendet,  welches  der  zweiten  von  Herrn 
Mittag-Leffler  angegebenen  Methode  analog  ist. 

Die  Coefficienten  a{x)  und  aik(x)  von  3)  sind,  wie  erwähnt,  ein- 
deutige Functionen  der  unabhängig  Veränderlichen: 

4)  x  =  Qe^v     \x\  =  g 
und  insbesondere  sei: 

g^  ^^g  a(a?)«=(a?-ai)(a?-a8)...(a?-a^), 

die  singulären  Punkte  des  Differentialgleichungs  -  Systems  3)  vorstellen. 

Es  bezeichne  C  einen  Kreisring,  der  von  zwei  Ejreisen  begrenzt  ist, 
die,  vom  Punkte  x  =  0  aus  beschrieben,  durch  einen  oder  mehrere  der 
singulären  Punkte  5)  hindurch  gehen ,  ohne  dass  einer  dieser  Punkte  inner- 
halb G  selbst  liegt. 

Es  sei  Xq  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern  von  C.  Auf  der  Geraden, 
die  durch  diesen  Punkt  und  den  Punkt  x=^0  geht ,  nehme  man  innerhalb  C 
zwei  Punkte  x^^  x^  an,  so  dass  |^i  |<  |  ^ol^^l^sl*    ^^^  kann  dannsetien: 

6)                                  iCi  =  rtoC-*,    a?2  =  iro-^» 
also:  _-/ 

Xq  —  r  X^X^f 

WO  h  die  positive  Grösse  bezeichnet: 

7)  »=i%J- 

J  Xt 

Es  bezeichne  ferner  X  einen  Kreisring,   begrenzt  von  zwei  Kreisen, 
die  vom  Punkte  x  =  0  aus  mit  beziehungsweise  den  Halbmessern  |  Xj  |  nni 
/a^gl  beschrieben  werden,  und  welcher  daher  ganz  innerhalb  C  liegt 
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Setzt  man: 

8)  x^Xq^ 

80  wird  der  Ereisring  X  der  x  Ebene  auf  einen  Streifen  8  in  der  w  Ebene 
abgebildet,  der  von  zwei  parallelen  Geraden  gebildet  wird,  die  in  den 
Abständen  h  und  —  ^  vom  Ursprünge  auf  der  reellen  tr  Achse  senkrecht 
stehen.  Jedem  Punkte  w  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  von  8  entspricht 
ein  und  nur  ein  Werthepaar  ^,  q>j  durch  welches  ein  Punkt  x  im  Innern 
oder  auf  der  Grenze  von  X  bestimmt  wird ,  und  umgekehrt :  Jedem  Werthe- 
paare  p,  9,  welches  einen  Punkt  x  im  Innern  oder  auf  der  Grenze  von 
X  bestimmt,  entspricht  ein  einziger  Punkt  im  Innern  oder  auf  der  Grenze 
von  8.    Dem  Punkte: 

9)  x^Xq^Qq^p^' 

insbesondere  entspricht  der  Punkt  k;  =  0  und  umgekehrt. 

Das  durch  die  Substitution  8)  in  w  transformirte  Dififerentialgleichungs- 
Sjstem  3)  besitzt  in  der  Umgebung  des  Punktes  tr  =  0  eine  Lösung  (siehe 
diese  Zeitschrift  Bd.  XXXVI  S.  22): 

:0"ÄT' 


■»)  -=5'(l^)...5 -=i:'(0X=, 


so  dass 


11)  (wi)m,=o=  Cj,...,     (w„),„_o=C|,, 

wo  C|,...,<^  beliebig  gegebene  Werthe  bezeichnen,  und  es  ist  femer: 

12)  Ui{w,  XQ):=CiUii{fV,  Xo)  +  C^Ui2{w,   ^Cq)  +  ' ' '  +  ^  «*/„  (w,  Xq) 


wo: 


13) 


KT*     /i  =  l,,,.,n 


•*.(.,  ^-2.rt.wS  G:;;:::;:) 


ein  System  von  n  linear  unabhängigen  Lösungen  desselben  Differential- 
gleichnngs- Systems  vorstellt.  In  demselben  sind  die  f^ik{x^  Quotienten, 
deren  Zähler  additiv  und  multiplicativ  aus  den  Ausdrücken: 

at)ö'a  Wf    ^o(^"ik{xo), . . .,  ix^oa^ik{xo)     a\k{x^  =  V"~d^^ — Jx-x 
xnsammengesetzt  sind ,  und  deren  Nenner  eine  Potenz  von  a  (Xq)  ist ;  überdies  ist : 

14)   A.W=1    ^^d    A*K)  =  0,     wenn    i'^Jc     (^j^Zi\[\''l)' 

Da  innerhalb  des  Streifens  8  kein  singulärer  Punkt  sich  befindet,    so 
ist  der  Badius  des  Convergenzkreises  der  Reihen  13)  die  Grösse  7): 

7')  »  =  5%?' 

vorausgesetzt  jedoch,  dass  von  den  beiden  Punkten  x^  und  x^  wenigstens 
der  eine  auf  der  Grenze  des  Ringes  C  liegt.    Dieser  Badius  ändert  «Ifibi 
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nicht,  wenn  x^e^^  statt  Xq  gesetzt  wird,  wo  u  eine  beliebige  reelle  OrOsse 
bezeichnet.  Wird  aber  x^e^*  an  Stelle  von  Xq  gesetzt;  so  verwandelt  sich 
der  ans  8)  sich  ergebende  Werth  von 

^  X    ,         ,  X 


Xr 


Xr 


'0  '^'O 

woraus  hervorgeht,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

1=  l,t.*,fi^ 


15) 


/i=i,...,n\ 


ein  System  linear  unabhängiger  Lösungen  des  in  tv  transformirten  Gleichungs- 
systems  3)  bilden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  sowohl  die  Ausdrücke: 


13') 


U/ib 


(to^£.      Xo)> 


X 


wo  log—  =  1  für  ^  =  (>o  ^iid  9>  =  9o;  ^^^  auch: 


X, 


15') 


^'*(^^^'    ^«^'") 


X 


wo  log — ■j^=  1  für  ^  =  ^0  ^^^  9^  =  <3Po  "f"  **  ^®*»  J®  ®^^  System  linear  nnab- 

Xq^ 

hängiger  Lösungen  des  ursprünglichen  Gleichungssystems  3)  repräsentireo. 
Es   bezeichne    nunmehr  g    eine  ganze   positive  Zahl;    die  hinlänglich 
gross  ist,  auf  dass 

16)  —<h 

9 

sei,  wo  h  durch  Gleichung  7')  bestimmt  ist. 

Alsdann  liegt  der  Punkt  w  =■ jedenfalls  noch  im  Convergenzgebiete 

der  Reihen  13)  und  es  ist  daher: 


17) 


•"(^.'.)=2''-^'m'-ft.> 


9  '  0 

ferner  ist  zufolge  der  Gleichungen  12): 

2n% 


Wfll '  XqJ  =  Cj/3nl  +  "-  +  Cn/^nii. 

Bewegt  sich   daher  die  unabhängig  Veränderliche  vom  Punkte  v=0 
hia  w  = >    so  finden  die  den  Beziehungen  12)  analogen  statt: 
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U^[iV 


2ni 
9 


2ni 


)  =  (^J  ftl  H h  C«  ^\  n)  Wii  H 


-( 


2n% 


2ni 


W-i >  x^e      g 


)  =  (^iftlH \rCnß\n)^nl+- 


oder: 


+  (<^l  /5«1  H +  CnPmnjU 


nn 


18) 


/         2ni         -.?!^\ 

**n(^«^  +  — '   »0«       ^  j  =  (ft,ttnl  +  --  +  iS„,tt„„)c,  +  ... 

+  (/5l«U„i  H 1-  /3„„tt„n)Cn. 

Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  12): 


19) 


+ 


Cn^ln\^ 


W  + 


9 
2ni 


2ni 

>    XnC         9 


) 


/     .  2ni        _!£< 


2n%  «!lf\ 


1    ÄqC       9    j  +  " 


2ni  ^2*1 


>    äCaC       ^ 


)■ 


ler  gelten  zufolge  18)  and  19)  die  Beziehungen: 


(- 


2ni 


2ni 


^k\W  +  '-—1  x^e      9 


9 


j  =  ßxkUiX  (Wj  »o)  +  •  •  •  +  ßnkUin{w,  Xq) 


(i=sl,.,.,w;  ^=l,...,n). 


^^5i                                             2n% 
Setzt  man  x^e    9    anstatt  Xq  und  daher  ir anstatt  w^  so  gehen 

86  Beziehungen,  wenn   noch   statt  der  ßi^   ihre  Werthe  aus  17)  gesetzt 
rden,  über  in: 

/       ,         .             (2n%       \        (         2n%  2*.x 

Wi*  W  x^  =  wi  A I xA  Ui\\w —%  XqC  9  ] 


20) 


/2«i       \        /        2ni         l^\  , 

+  t**2t\^ »     «oj   W<2\^«^ — '    Xoe   9   J  +  '' 


/2ni         \        (         2n% 


2ni 

f  x^e  9 


9        '^      ^  9 

(i  =  1, . . . ,  w  I  Ä  =  1 , . . . ,  w). 

Zeitschrift  £MaibeiaMtiku.Pby§ik.  8i)  J»hig.  1894.  4.  Heft. 
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Aus  diesen  Qleichapgen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden: 


21) 


Uik  iiv  — 


'  XqB  9 


Uik\W  - 


o2«i   ^  jt'^Jli 


x^e    g 


)  =  u.*( 


—  >  x^e  9 

2ni         !fLi 
>  X^^e  g 


2ni  2^ 

>  aJyC    g 


9 

2n%        2?^ 
— 1  «0«   ^ 

2jri        ,?iL' 


)• 

'\ 


t^jtl XqC    g   ltt|„l  fr-3 


/        ,       ^.2ni  (^-i;?i^\  /27rt  (^-l)i*/\       /        o     .         u\ 


+  Wiiit\^ »  a?o«  ir   lurf„^^«7-2Äf,  Ä^e*  1 


Setzt  man: 


und   bemerkt,   dass    wegen  a;j,e'*»=  a?Q,   f\k{Xf^^^^)^f\k{x^^  also,  wie 
aus  13)  hervorgeht: 

wa(t^'i  Äoß^''0  =  t*a(«^',  x^, 

so   ergiebt  sich  aus   den  Gleichungen   20)  und  21),    wenn   wieder  ¥>  statt 
HO   geschrieben  wird,  die  Beziehung: 


22) 


-^'  a;^,jWi„(«;,iCo)       (t=l,....n;  ä=1,...,»i). 


/2»i        \ 
In  derselben  bedeuten  die  Grössen  ttikK 1  xA  die  Coefficienten  der- 

jenigen  Substitution,   welche   erhalten  wird,    wenn   man  nach  einander  die 

Substitutionen,  deren  Coefficienten: 

l2ni         \             /2ni         llLi\ 
Uik\ »  a?ol,    u,k{ »  XqC  9  j> 


(2ni  2ii^'\  (2ni 

^ik\—-^     ^qC      ff   Ji  "-iUik\-— 


'  x^e 


sind,  anwendet;  es  ist  also,  wenn  Sn  die  Substitution: 

f          (27ii          ,lll\                 (2ni         xiüJX 
tt,i  ^ 7X^6    9    U.,*,Uin\ »  aj^e    g  j 


,(,-.)'-fj 


t4nl(^ 


2ni     ^im 

«  XqC      9 


\  (2ui  ,2«,x 


x  =  0,  1 ,  ..,g  —  1 


and  üS^  die  Substitution: 


Von  Dr.  E.  ObOhfbld. 


243 


r  '-    -^  -•-     --  .- 


\.^\^*^   ^N 


bezeichnet: 


/  (2n%       \  (2ni  .     \ 

(2ni       \  (2ni        \ 

8a  ^=  SqS^.  ,  .Sgmmlm 


Da   aber,    wenn    die    Variable    to   vom    Pankte    w=^0   zum    Punkte 

w  = )    vom    Pankte    w  =  nach    to  =^  Z »     von   da   nach 

9  9  9 

«;  =  3 u.  8.  w.  und  schliesslich  zum  Punkte  w=sg  • ^=2ni   sich 

9  9 

bewegt I  die  Variable  x  vom  Punkte  x^  ausgehend  einen  geschlossenen  Um- 
kreis K  beschreibt,  der  vollständig  innerhalb  des  Kreisringes  C  liegt  und 
daher  dieselben  siDgalSren  Punkte  wie  dieser  umfasst,  so  folgt,  dass  die 
Elemente  der  Lösungen  IS'): 

Uix{x)  =  Uix\log—  '  XqJ,    Ui2{x)t=zui2\logji  a?o)»  •••> 


Uin{x)  =  Uin{l0g^^  Xq) 

\         Xq  / 


die  dem  Punkte  x=^Xq  für  Xq  =  g^ef^^^  entsprechen,    sich  bei  diesem  Um- 
laufe von  X  in  andere  Elemente  mit  Hilfe  der  Substitution  Sa  verwandeln. 

Die   Coefficienten   dieser  Substitution:    oral «  ^o)  k^Q°OQ)  ^^  wie  aus 

17)  sich  ergiebt: 


Uik  y 


2ni 
9 


2*1 
>    XqC     9 


-2 


"i  /•^gog'T^)/2««Y 


A!  \    g 

U 

(x  =  0,  1,...,^— 1) 
ist,  in  der  Form  dargestellt  werden: 

23)         „,,(^,  ,,y%  ,,*,,(,^)(2^y, 

wo  die   q>^ik{pc^  in  unmittelbar  ersichtlicher  Weise  aus  den  f\k\XQe*~9^) 
hervorgehen. 

Diese    Grössen   aik  dienen   zum   Aufbau   der   dem   Umkreise   K  ent- 
sprechenden Fundamentalgleichung  (siehe  diese  Zeitschrift  Bd.  XXXVI  S.  25) : 

27ti 

»  ÄA  I  —  00...  «inl  - 


(2iii       \  (2n%        \ 


9 
2%i 


(2%i        \  (2%i        \ 

«nl^— — »  «oy  ..«n«^— —  »  XqJ  — 


OD 


0. 


vv 


CO» 
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Schreibt  man  letztere  in  der  Form: 

+  ^.(^.  Xo)  «"-  + ^,(^'' «'.)»"-»  +  ••  •  +  ^-(~  *.)  =  0. 
80  sind  die  Coefficienten: 

die  eingangs  erwähnten  ,|InYarianten^,  und  diese  können,  wie 
ans  23)  hervorgeht,  in  der  Form  dargestellt  werden: 

24)  ^m(^)=2'*^'"'^^'>^(¥/     (^  =  1,2.....«). 

WO  die  F^gik{x^  anmittelbar  ans  den  fp^kip^  erhalten  werden. 

Für  ^=1  fallen  die  Aasdrücke  23)  für  die  Snbstitntions- 
Coefficienten  aa  <iiit  denjenigen  zusammen,  welche  ich  aaf 
Seite  24  des  citirten  Aafsatzes  nach  der  Methode  des  Herrn 
Hambarger  entwickelt  habe.  Diese  letzteren  convergiren  aber 
nar  dann,  wenn  die  Grösse  h  in  7')  hinlänglich  gross  ist,  auf 
dass  man  in  16)  ^  =  1  annehmen  kann.  Und  das  ist  es,  wodarch 
die  Allgemeinheit  der  dortigen  Entwickelangen  der  a^  be- 
schränkt wird. 

Da  die  Aß[ j  von  x^  unabhängig  sind,  so  hat  man  zur  Beradi- 

nang  der  F^^^^x^  von  den  Grössen  «,*( »  x^U  daher  auch  von  den 

9\k[x^  und  den  f\h\?^Q^  9  )  nur  die  von  a^  freien  Glieder  beizubehalten, 
denn  hierdurch  fallen  alle  mit  a?^  multiplicirten  Glieder  in  den  "F^^yS^ 
weg  und  es  redaciren  sich  diese '  letzteren  Grössen  auf  die  von  x^  freien 
Glieder  derselben.     Werden  diese  mit  2^yjt(0)  bezeichnet,  so  ist  also: 

^'•(^)=2*^'*(^K¥-)'    (»'  =  1.2,...,«) 

die  eingangs  erwähnte  Darstellung  der  Invarianten.  In  der- 
selben bezeichnet  g  eine  ganze  positive  Zahl,  die  blos  der  Be- 
dingung unterliegt:  2n       1  ,     Ä, 

y<2^^?'     ■ 

wo  i?2  =  |^|und2^  =  |d;||  dieHalbmesser  der  beiden  den  Kreis- 
ring C  bildenden  Kreise  bezeichnen. 
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xm.  üeber  die  Kegelschnitte  nin  und  in  ein  Fünfeck. 

(Zar  ErgänznDg  des  Artikels  aaf  S.  117  des  39.  Jahrg.) 

I.  Die  von  mir  angegebene  Constraction  des  darch  fünf  Pankte 
a,  hf  c,  d,  e  bestimmten  Kegelschnitts  kommt  darauf  hinaus,  das  Fünf- 
eck ahcde  in  das  Viereck  ahcd  und  in  das  Dreieck  ace  zu  zerlegen  und 
die  Figur  so  zu  projiciren,  dass  AB  CD  ein  Rechteck  und  ACE  ein  bei 
E  rechtwinkliges  Dreieck  wird.     Des  Folgenden  wegen  empfiehlt  es  sich, 

Fig.  l 


die  Durchschnitte  der  Gegenseiten  von  ahcd  mit  p  und  g,  die  Schnitte  von 
pq  mit  ea  und  ec  durch  a  und  c  zu  bezeichnen  (Fig.  1),  so  dass  der 
Durchschnitt  der  Halbkreise  iXher  pq  und  aV'das  Projectionscentrum  0  giebt. 
Statt  des  Dreiecks  ace  über  der  Vierecksdiagonale  ac  kann  man  auch 
das  über  der  anderen  Diagonale  hd  stehende  Dreieck  hde  nehmen,  dessen 
Seiten  eb  und  ed  die  Polare  pq  in  h'  und  (f  treffen;  das  Projections- 
centrum ist  dann  der  Durchsphnitt  der  Halbkreise  über  pq  und  Vd^,  Da 
nun  die  Aufgabe  nur  eine  Lösung  hat,  so  müssen  die  Halbkreise  über 
pq^  a'c   Vi  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 
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Dieses  Ergebniss  lässt  sich  in  der  folgenden  bemerkenswerüien  Form 
aussprechen:  Wenn  das  Viereck  ahcd  zu  einem  Vierseit  mit  den 
Diagonalen  ac,  bd,  pq  ergänzt  wird,  und  wenn  die  Ecken  a,  h, 
c,  d  mittelst  eines  beliebigen  Projectionscentrums  e  auf  pq 
projicirt  werden,  wodurch  die  Punkte  a\  h\  e',  cT  entstehen, 
so  besitzen  die  Kreise  überpg,  aV,  h'i  eine  gemeinschaftliche 
Potenzlinie. 

Fig.  a. 


IL  Um  in  das  Fünfeck  ahcde  (Fig.  2)  den  angehOrigen  Kegel- 
schnitt zu  construiren,  möge  wie  früher  durch  Verlängerung  von  ae 
und  cd  das  Viereck  ah cf  gebildet  werden,  dessen  Gegenseiten  sich  'm p 
und  q  schneiden,  und  dessen  Diagonalen  ac  und  hf  der  Geraden  pq  iu 
$  und  t  begegnen.  Nimmt  man  p  q  zum  Horizont  und  wählt  das  Projections* 
centrum  willkürlich  auf  dem  Halbkreise  über  st,  so  entspricht  dem  Vier- 
ecke ahcf  der  Rhombus  Ä B CF  (Fig.  3).  Um  weiter  zu  kommen ,  habe 
ich  auf  S.  120  den  Berührungspunkt  der  Tangente  de  und  des  eingeschrie- 
benen  ICegeischnitts  bestimmt  und  du2.vi  ^lueu  Specialfall  des  Brianchon- 
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sehen  Satzes  benatzt;  nach  einer  brieflichen  Bemerkung  des  Herrn  Pro- 
fessor Pelz  (an  der  technischen  Hochschule  in  Graz)  lässt  sich  aber  die 
Constmction  viel  einfacher  zu  Ende  führen  mit  Hilfe  des  elementaren  Satzes: 
,1  Werden  an  einen  um  den  Mittelpunkt  M  beschriebenen  Kreis  zwei  parallele 
Tangenten  gelegt  und  diese  von  einer  dritten  Tangente  in  den  Punkten 
X^  T  geschnitten,  so  stehen  MX  und  MT  senkrecht  auf  einander.^ 
Als  parallele  Tangenten  kann  man  zunächst  die  Rhombusseiten  ÄB^  CF 
betrachten  und  als  Transversal tangente  die  Fdnfecksseite  DE^  welche  jene 
Tangenten  in  D  und  G  schneidet;  das  Perspectivbild  des  rechten  Winkels 
DMQ  ist  dann  dmg.  Bezeichnen  d*  und  g*  die  Punkte,  in  welchen  md 
und  mg  den  Horizont  treffen,   so 

muss    das    Projectionscentrum    auf  ^^'  ^ 

dem  Halbkreise  über  d*g*  liegen, 
also  der  Durchschnitt  der  Halbkreise 
über  st  und  d*g*  sein.  Dem  analog 
lassen  sich  AFxmABO^X^  Parallel- 
tangenten ansehen,  welche  von  ED 
in  E  und  H  geschnitten  werden. 
Im  Perspectivbilde  mögen  nun  me 
und  mh  den  Horizont  in  e^  und  h* 
schneiden,  der  Durchschnitt  der 
Halbkreise  über  st  und  e*h*  giebt 
dann  das  Projectionscentrum  0. 

Dieses  Resultat  gestattet  auch 
folgende  Fassung: 

Wenn  durch  das  Viereck 
ahcf^  dessen  Diagonalen  sich 

in  m,  und  dessen  Gegenseiten  sich  in  p  und  q  schneiden,  eine 
Transversale  gelegt  wird,  die  af  in  e,  cf  in  d,  ab  in  g  und  bc 
in  h  begegnet,  und  wenn  ferner  die  Qere^depq  mit  den  Strahlen 
ma^  mbj  mdj  me,  mg,  mh  der  Reihe  nach  die  Durchschnitte  Sy 
tf  d*t  e*^  g*y  h*  bildet,  so  besitzen  die  Kreise  über  den  Durch- 
messern st^  d*g*^  e*h*  eine  gemeinschaftliche  Potenzlinie. 

SCHLÖMILCH. 


XIV.  üeber  die  Frojeotion  von  ftlnf  Punkten  einer  Ebene 

in  fünf  Funkte  eines  Kreises. 

Von  der  im  Titel  bezeichneten  Aufgabe  hat  der  Herr  Herausgeber 
dieser  Zeitschrift  auf  Seite  118  dieses  Jahrganges  eine  ausserordentlich 
einfache  und  besonders  dadurch  ausgezeichnete  Lösung  gegeben,  dass  sie 
gar  keine  Lehrsätze  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  voraussetzt.  Einer 
Aufforderung  des  Herrn  Herausgebers  entsprechend,  will  ich  die  Ausführungen 
desselben  durch  den  Beweis   vervollständigen,  dass  jene  Conatruction  bei 
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jader  Lage  der  fünf  Punkte  darcfafBbrbar  sei.  Sind  nKmlich  a,  t,  c,  d,  e  die 
fünf  Funkte,  ff  =  {aJ>,  cd),  h={ad,  &e),  i  =  {ae,  gh)  und  ifcc=(ee,  gh), 
BO  wird  die  Aufgabe  daroh  dictjenige  Perapective  gelOat,  bei  welcher  einer 
der  beiden  Schnittpunkte  der  Kreise  ttber  gh  nnd  ik  als  Darchmesseni  Pro- 
jectionscentrnm,  gh  Horizontlinie  und  irgend  eine  dieser  parallele  Gerade 
Qrandlinie  ist;  denn  sie  verwandelt  aied  in  ein  Beobteok  nnd  aec  ia 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Hypotennse  ac  eine  Disgonile  dei 
Becbtecks  ist.  Soll  aber  dieee  LOaung  eine  reelle  sein,  so  ist  hierftlr 
nothwendig  nnd  hinreichend,  dass  die  Pnnkte  g  nnd  h  der  Horisontliote 
darch  %  nnd  h  getrennt  werden.  Das  wird  bei  beliebiger  Annahme  nnd 
Anordnung  der  gegebenen  ftknf  Punkte  nicht  immer  der  Fall  sein,  «ia 
sehen  werden.  Verwandeln  wir  n&mlich  mit  Hilfe  irgend 
einer  ParspectiTe, 
bei  welcher  gh 
Horisont  und  ii^ 
gend  Mn  Punkt 
anf  dem  Kreise 
Aber  ;  A  als  Durch- 
mesaer  Proje^ 
tionaoentmin  ia^ 
das  Viereck  aiei 
in  ein  Bechteek 
a'&'e'(f,  wobei  j 
nnd  A  nach  ^«  and 
As  fallen,  so  wer- 
den i  und  %  dann 
nnd  nar  dum 
durch  g  nnd  A  g» 
trennt  sein,  wenn 
das  Bild  e'  nn  e 

in  einen  der  vier  Süsseren  Fltlcbenrfinme  i%llt,  welche  an  die  Seiten  dsi 
Bechtecks  anatoasen;  denn  dann  and  nnr  dann  werden,  wie  aus  der  Figir 
leicht  ersichtlich  iat,  die  Strahlen  ea  nnd  ee'  in  Beziehung  anf  die 
Parallelen  eg»  und  e'A«  dnrcb  e  zn  den  Seiten  des  Bechtecks  in  Neben. 
winkeln  liegen.  Liegt  aber  e  %.  B.  innerhalb  des  Dreiecks  mb'e,  wo  m 
die  Mitte  des  Bechtecks  ist,  ao  achneidet  e'a  die  m'A^  immer  obsriialb 
von  m'  in  [',  e  b',  dagegen  unterhalb  in  n'.  Ea  eind  demnach  auch  in  der 
nraprtlnglichen  Figur  m  nnd  A  durch  I  und  n  getrennt,  die  beiden  Knin 
Ober  mh  und  In  als  DnrchmeGSem  werden  sieb  in  zwei  Punkten  trefien, 
nnd  jede  Perspective,  deren  Projectionacentrum  einer  dieser  Punkte  nnd 
deren  Horizontlinie  mh  iat,  wird  das  Viereck  abcd  in  ein  Rechteck  <u>d 
daa  Dreieck  eab  in  ein  rechtwinkliges  verwandeln,  dessen  Hypotennse  «na 
Diagonale  des   Bechtecks  iat.     Ganz  ebenao  kann  mau  verhhren,  wenn  t 
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innerhalb  des  Dreiecks  amäy  nnd  der  Scheitelwinkel  der  Winkel  dieser 
beiden  Dreiecke  bei  b\  c\  i  und  d  liegt,  wie  das  in  der  Figur  durch 
Schraffimng  angedeutet  ist«  Liegt  endlich  e  innerhalb  der  beiden  Dreiecke 
a'h'nC  nnd  c  im  oder  der  Scheitelwinkel  ihrer  Winkel  bei  a\  &\  c  und 
d\  so  wird  man  das  Viereck  ah  cd  in  ein  Bechteck  und  das  Dreieck  ehe 
in  ein  rechtwinkliges  verwandeln  können ,  dessen  Hypotenuse  eine  Diagonale 
des  Bechtecks  ist  In  jedem  Falle  also  wird  man  der  Lage  des  Punktes  e 
entsprechend  die  übrigen  vier  Punkte  so  anordnen  können,  dass  die  von 
Herrn  Schlömilch  angegebene  Construction  ausführbar  ist.  £s  ist  natür- 
lich nicht  schwer,  die  jedem  der  Felder,  in  welche  die  Ebene  durch  die 
sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  ah  cd  eingetheilt  wird,  entsprechende 
Anordnung  dieser  Punkte  direct  anzugeben,  doch  glaubten  wir  durch  obige 
Beduction  grössere  Anschaulichkeit  erreichen  zu  können. 

Aachen.  F.  Sohur. 

X7.  BoBtimmung  des  Häherungswerthes  bez.  Orenzwerthes 

eines  Produotes. 

Es  soll  der  Näherungswerth  des  Productes  Ui 

worin  a  eine  beliebige  positive  Zahl  >  2  nnd  m  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  für  grosse  Werthe  von  m  gefunden  werden. 
Wir  setzen:  11^ 

so  dass  a  nnd  ß  positive  echte  Brüche  sind,  dann  ist: 

dadurch  nimmt  Z7',  welches  m  —  1  Factoren  besitzt,  die  Form  am: 
4)  17'  -  (1  +  «)•»-»  U"  U'", 

^^  ^ 2:1  ...(2in-2)' 

''  \       2w»-l/\       2»n-2/      \       »»  +  1/ 

Heben  wir  im  Zshler  nnd  Nenner  von  U"  die  gleichen  Factoren  fort 
und  multipliciren  dann  oben  nnd  unten  mit  1 .  3  .  5 . . .  m,  falls  m  ungerade, 
und  mit  1.  3  .  5. . .  (m  —  1),  falls  m  gerade  ist,  so  erhalten  wir  in  beiden 
F&lleu: 
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7N  77" -9m    l»3.5...(2m~l) 

^  cy        ^    "2. 4. 6. ..(2m) 

und  folglich,  wie  durch  epeciellere  Betrachtung  des  Wallis 'sehen  Productes 

sich  ergiebt*:  /o         i        /  i  n.  \ 

8)        r7''«2-l/-— =4==(l+5i--^J      0<^<1. 

Femer  ist,  da  Gleichung  3)  zufolge,  fdr  alle  endlichen  Werthe  von  v^ 
/S<|,  2/S<l  ist: 

aber  der  prScisirten  Mac  L au r in' sehen  Summenformel  gemäss  erh&lt  man 
nach  Addition  und  Subtraction  von  — r  + 


im 


w*   '  (2m)*' 


+  •••  + 


1 /'^_ifl  +  _J_) 

-ly    J    3^      2  Vm*  ^  (2mW 


(m  + 1)*  "^       ^  (2m  -ly    J    x^      2  Vw*  ^  (2my. 

m 

I2w*+i\        2*+V      720         ni*+»         \        2*+»/' 

0<ei<l; 


■*■  12  w*+- 


*  Bezeichnen  wir  mit  Q  den  Brach  in  7)  und  mit  a  eine  sogleich  in  defi- 
nirende  Zahl,  grösser. als  1,  so  ist: 

a)  ö'(2w  +  l)--<r 

^  ^(2w  +  2)(2m  +  2)(2m  +  4)(2w  +  4)... 

^ " (2m  +  l)(2m  +  3)(2m  +  3)(2 w  +  6) . . . 

^  ^  V  ■*■  (2m  +  l)(2m  +  S))  [}  "*"  (2m  +  8)(2 w  +  6)/    " 

Sind  nun  CiC^,.,  positive  Zahlen,  deren  Summe  8  kleiner  als  1  ist,  so  ist 
das  Product  P: 

c)  P=(H-Ci)(l+Ca)... 
grösser  als  1  +  S|  aber,  da  l  +  Cj  <e«i  etc.  ist: 

und  da,  fQr  s<l,  ^'     ^' 

8*      8*  ^«* 

—  +  — I-  •  •  •  <r  —  I 

3 
80  ist  P<l  +  5  +  Y^')   ^^^  können  also,  unter  d  einen  positiven  echten  Bruch 

verstehend, 

d)  p=i  +  s  +  jS8* 

setzen.    Für  das  Product  a  ist,  wie  leicht  zu  erkennen, 

_         1 

*""2(2m+l)' 
oder,   wenn  wir   unter  £|,  f,,  f 3 . . .   Zahlen   verstehen,   welche  sich,  nach  der 

JUeineren  Seite  hin,  wenig  von  —  unterscheiden: 
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worin:  ,„  jj^2 für  Ä  - 1, 

/  dx 

J   1^° 


m 

Somit  ist: 


^l{^-2^)J=i   f'*'*>2- 


LO) 


„^"-J.,,.+2.'^^!+i5.2^ 


*(*  - 1) 


2-^-'  Ä; 


-ii;i'»((2^)*-|^')+72^.i'*(*+l)(*+2)((2?)*-^4 


worin  6'  ein  Mittelwerth  der  Bt  ist.  Die  erste  der  in  10)  vorkommenden 
Summen  hat  wegen 

den  Werth:  (1  -  2ß)lg(l  -  2ß)  -  2{l  -  ß)lg  (1  -  ß);  die  anderen 
lassen  sich  ebenfalls  leicht  finden,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  nun 
von  IgU'"  zu  U'"  übergehen  und 


4m      8w"V       «/ 


und  daher  nach  d):  '*** 


tf 


='^^-l{'  rO-^-^'^lsi-« 


Hier   liegt  der  Werth  der  {}  zwischen  1  und   einer   Grenze  sehr  nahe  — 

(indem  b^  nnd  f,  vemachlässigt  werden);  eine  derartige  Grösse  mOge  mit  9  be- 
seichnet  werden,  dann  ist,  wegen 


=^+8ir-ro[^+x(' -**-?•)] 


Der  obere  Grenzwerth  der  Klammer  liegt  unter  z.^  und  der  untere  etwas 
unter  -^1  aber  sicher  über  —  i  es  ist  also: 

i  1  <p'  9  ,       6 

and  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  die  radicirte  a)  ergiebt  sich  unmittel- 
bar der  im  Text  angegebene  Werth  von  ir\  nur  dass  das  Intervall,  innerhalb 

dessen  ^  liegt,  von  0  bis  1  auf  —  bis  —  beschränkt  werden  kann. 

16  16 
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ß(S-2ß)  1   /     .2 L—-T\ 

^  ■  24(1-/S)(1-2|)'    *■"  720 V(l  -  2ßy     4(1  -  |S)»      4^ 
setzen:  . 


720V(l-2/J) 

^  V(l  -  ^)(1  -  2ß)^   (l-^)»('-«    / 

und  mit  Bttcksicht  anf  1),  4),  8): 


17- 


V2 


(2[H-a])'» 


(l  +  «)l/(l-^)(l-2/J)« 

/2«/'(i-2ßy-»/» —»-x-™/.  .    1       e\ 

V  (1  -  p)»(/-/»    "--^  j      0  +  8^-8^«; 


g     m  "*    m» 

< 


Setzt  man  jetzt  für  cc  und  ß  die  aus  3)  folgenden  Werihe: 


a-  2 


or 


'     ß 


a-2 


a  2(a-l) 

ein,   80  ergiebt  sieb,   dass   die  Basis   zum   Exponenten  m  mit  der 

Basis  zum  Exponenten  (— w)  denselben  Werth  — ^ -besitzt, 

dass  das  Product  dieser  Factoren  also  die  Einbeit  ist;  der  constante  Factor 

wird  1/  —  und  die  Werthe  von  p  und  q  vereinfachen  sich  zu: 
es  wird  demnach: 

13) 


^-/4('+8^-8^) 


C     mm* 


o< 


12}<'. 


y2m  +  l 

womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist.  —  Dies  Resultat  gewinnt  mit 
wachsendem  m  an  Genauigkeit ,  verliert  solche  aber  mit  wachsendem  o. 
Ist  jedoch  a  <  14,  so  ist  p  <  1  und  q:p  <6\  und  in  diesem  Falle 
erhalten  wir  folgende  bezüglich  der  Schätzung  des  Fehlers  übersichtlichere 
Oleichung:  _ 

14) 


l/2m+l 
8^      ^     128' 


a 


14. 


Z.  B.  folgt  durch  directe  Berechnung  und  Vergleicli  mit  Gleichnng  14; 
für  o  "»  c  (wofür  Verfasser  der  Formel  zunächst  bedurfte)  und  m  •» ': 
e"-- 0,05586  und  fllr  o.=  10,  »»-18:  ö"- 0,14256.  —  Au«  13) 
folgt  fCkr  jedes  endliche  a(>2)  der  Orenzwerth: 

-)-|»--(=^^i)(^^i)-C4j^i)-.'^l-l/^ 

Königsberg,  im  Ociobet  1%^^.  L^^jig  Saalschötx. 
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AYi.  Heue  Herleitnng  des  AdditionstheoremB  für  die  elliptiBclien  Integrale 

erster  Oattung. 

Im  XYII.  Jahrgang  der  Zeitschrift  ftir  Mathematik  und  Physik  findet 
sich  auf  Seite  508  ein  Artikel  von  Heinrich  Schröter:  ,,Bemerkung 
zu  dem  Sturm 'sehen  Beweise  des  Additionstheorems  für  die  elliptischen 
Integrale  erster  Gattung. **  Schröter  gieht  dabei  verschiedene  Methoden  zur 
Auffindung  des  integrirenden  Factors  der  Differentialgleichung: 


an,  diese  Methoden  stimmen  sämmtlich  darin  überein,  dass  die  für  den  zu 
suchenden  Factor  M  aufgestellte  partielle  Differentialgleichung  in  zwei  Theile 
zerlegt  wird,  indem  die  rationalen  Glieder,  ebenso  wie  die  irrationalen 
Glieder  unter  sich,  gleichgesetzt  werden.  Dass  die  beiden  dabei  für  M  sich  er- 
gebenden Werthe  unter  einander  übereinstimmen ,  erscheint  mehr  als  Zufall, 
während  zugleich  zu  bemängeln  ist,  dass  bei  jeder  der  Schrote  r'schen 
Methoden ,  auch  bei  der  ersten  die  zu  integrirende  Differentialgleichung 
selbst  vor  der  Hinzufügung  des  Factors  M  in  einer  den  Charakter  des 
Kunstgriffs  tragenden  Weise  verändert  wird. 

Die  im  Nachstehenden  dargelegte  Methode  zur  Auffindung  des  inte- 
grirenden Factors  darf  vielleicht  den  Vorzug  einer  grösseren  Natürlichkeit 
ftir  sich  in  Anspruch  nehmen*  Sie  weicht  von  vornherein  von  dem 
Schröter'schen  Verfahren  insofern  ab,  als  sie  die  elliptische  Differential- 
gleichung nicht  in  der  von  Schröter  benutzten  trigonometrischen  Form, 
sondern  in  der  algebraischen  Gestalt: 

1)  J^  +  Jy ^0 

verwendet,  bei  der 


/•(«)  =  ^(l-«»)(l-fcV), 

iBt  ^  ^^*) 

Für  die  Integralgleichung  der  Gleichung  1)  wird  durch  die  Analogie 
mit  den  entsprechenden ,  auf  die  trigonometrischen  Functionen  bezüglichen 
Gleichungen  die  Form  nahegelegt: 

2)  M  \xf[y)  +  yf{x)]  =  constans, 

der  Factor  M  soll  dann  dadurch  bestimmt  werden,  dass  er  als  noth wendig 
symmetrische  Function  von  x  und  y  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  ein- 
fachsten symmetrischen  Functionen  dieser  Grössen  x  +  y  und  xy  auf- 
ge&sst  wird. 

Zunächst  ergiebt  die  Differentiation  der  Gleichung  2),  wie  leicht  zu 
sehen: 
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0=  ^^ 


woraas  wegen  der  Gleichung  1)  folgt,  dass  die  beiden  mit 

**'    und     ^* 


3) 


multiplicirten  Ausdracke  unter  sich  gleich  sein  mflssen.     Die  Gleichsetiung 
derselben  liefert  bei  leichter  Umformung  die  Gleichung: 

^H^  Ax)  { xfi),) + y  Ax)  I  +  y  A»r  (*)  =  ^  Ay)  { »A») + *f(ii)  I 

Setzt  man  nun  x  +  p=^u^  xy^v,  so  ist : 

dlgMdlgM         dlgM      dlgM  _dlgM        dlgM 
dx    ~     du    ^^    dv    '        dy  du    "^^    ai> 

dlgM 


also: 


4) 


du 


[f(«)-Ay)l(x/'(y)  +  yA*)] 

+  ^1^  [y*Äi)'-x»/W']+yAa5)n*)-*/(y)r(y)=0, 


5) 


+  £M:  (;^  _y.)  (_  1  +  i.ä5*y«)  +  2**«y  («»-y») =0, 


r»7 
clgM 


6) 


rti 


[A^)-Ay)l[xr(y)+yAx)] 


+  (x»-y»)  (^(-  1  +*»p^  +  2*«r)  =0. 


Dieser  Gleichung   wird   offenbar  genflgt  durch   die   mit  einander  bv- 
monirenden  Annahmen: 


du  dv  1-Jt*t7« 

Aus  der  zweiten  dieser  Gleichungen  folgt  dann,    wenn  man  die  h^t^ 
grations-Constante   mit  g  bezeichnet,    ohne  Weiteres  der  bekannte  Werth: 

8)  Jf  = 


g(l-k^v^       g{,l^l?3?y^ 
Ifordhansen.  F.  Pistzksr,  GymnasialiHrofessor. 
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XVn.  PreiBanfgaben  der  mathematiflch-natnrwiBBenschaftlichen  Section 
der  FUrstlieh  JablonowBki*Bchen  OeBelUchaft  in  Leipzig. 

Für  das  Jahr  1894. 

Die  von  Leverrier  aasgeführte  Bestimmang  der  sftcularen  Störungen 
der  Bahnen,  namentlich  der  inneren -Planeten,  hat  bekanntlich  unbefrie- 
digende Resultate  ergeben,  insofern  die  Glieder  der  zweiten  Nttherung, 
welche  nur  ungenau  und  unter  Umständen  selbst  grösser  als  die  Glieder 
der  ersten  Näherung  gefunden  wurden,  sich  für  die  Berechnung  der 
Störungen  als  unbraucbbar  erwiesen  haben.  Dieses  unbefriedigende  Er- 
gebnisse das  in  seinen  weiteren  Folgen  mit  gewissen  Anomalien  in  der 
Bewegung  des  Mercur  beziehungsweise  seines  Perihels  zusammenzuhängen 
scheint,  ist  Leverrier*  geneigt,  der  bisher  befolgten  Behandlungsweise 
zuzuschreiben ,  bei  welcher  in  erster  Näherung  die  Differentialgleichungen  des 
Problems  als  linear  betrachtet  werden.    Die  Gesellschaft  wünscht  demgemäss 

eine  neue  Bestimmung  der  säcularen  Störungen, 
wenigstens  der  Bahnen  von  Mercur^  Venus,  Erde 
und  MarS;  unter  Berücksichtigung  der  Glieder 
höherer  Ordnung, 

mittelst  einer  einwurfsfreien  Methode,  bei  welcher  die  von  Leverrier 
angetroffene  Schwierigkeit,  welche  gegen  die  Brauchbarkeit  der  erhaltenen 
Resultate  sprechen  würde,   als  beseitigt  betrachtet  werden  kann. 

Preis  1000  Mark. 

Für  das  Jahr  1897. 

Die  von  Monge,  Ampdre  und  Darboux  herrührenden  Integrations- 
methoden der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung finden  bekanntlich  nur  für  solche  Gleichungen  Anwendung,  die  mit 
anderen  Gleichungen  Lösungen  gemein  haben,  welche  nicht  nur  von  arbi- 
trären Constanten  abhängen.  Es  geht  andererseits  aus  Lie's  Untersuchungen 
über  unendliche  Gruppen  hervor,  dass  Gleichungen,  die  eine  unendliche 
Gruppe  von  Berührungs- Transformationen  gestatten ;  im  Allgemeinen  zu 
anderen  Gleichungen  in  der  soeben  besprochenen  Beziehung  (Involutions- 
beziehung) stehen**.     Die  Gesellschaft  wtlnscht, 

dass     die    aus    dieser    Bemerkung    fliessenden   Inte- 
grations-Methodon    entwickelt   und    an   möglichst   in- 
structiven  und  vollständig  durchgeführten  Beispielen 
illustrirt  werden. 
Preis  1000  Mark. 

*  Recheiches  astronomiques  Chap.  IX  art  16  und  Additions  III  S.  61. 
♦♦  Vergl.  Darboux,  Journal  de  Täcole  normale  1870.  —  Lie,  Berichte  der 
kOnigL  sächBiscben  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1891—1894. 
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Die  anonym  einzureichenden  Bewerbangsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besonderen  Falle  aosdrflcklich  den  Gebrauch  einer  anderen 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  femer 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  umschlage 
begleitet  sein,  welcher  auf  der  Aüssenseite  das  Motto  der  Arbeit  trSgt, 
inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Be- 
werbungsschrift muss  auf  dem  Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  ent- 
halten, an  welche  die  Arbeit  für  den  Fall,  dass  sie  nicht  preis  würdig 
befunden  wird,  zurückzusenden  ist.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit 
dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die  Zusendung  ist 
an  den  Secret&r  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1894:  Prof.  Dr.  H.  Lipsius, 
Weststrasse  Nr.  89)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfung  der  eingegangenen 
Schriften  werden  durch  die  „Leipziger  Zeitung^  im  März  oder  April  des 
folgenden  Jahres  bekannt  gemacht  Die  gekrOnten  Bewerbungsschriften 
werden  Eigenthum  der  Gesellschaft 

W.  Röscher,  Präses. 
U.  Lipsius.    F.  Zirkel.    W.  Scheibner«    R.  Lenekart. 
W«  Uankel.    A.  Leskien.    £•  Sievers*    K.  Lamprecht 


Berichtigung. 

In  der  Formel  II  (3.  Heft  S.  186)  ist  v  .durch  m  und  in  der  Formel  IV  (3.  Heft 
S.  187)  ist  9  durch  m  zu  ersetzen. 


XIV. 

Ueber  die  Auflösung  der  Gleichungen 

vom  fünften  Grade. 

Von 

Dr,  W.  Heymann 

in  Chenmitz. 


IL  Theil 

Ergänzende  Erörterungen. 

In  vorliegendem  zweiten  Theil  sollen,  wie  schon  in  der  Einleitung 
zum  ersten  Theil  erwähnt,  einige  allgemeinere  Erörterungen  folgen,  welche 
zur  Vervollständigung  der  früheren  Angaben  dienen. 

A.  Gleichungen  mit  binomischer  Discriminante. 

1.  Ueber  den  Ansatz  im  Allgemeinen. 

Trinomische  Gleichungen  haben  stets  eine  zweigliedrige  Discriminante. 
Bezeichnet  man  letztere  mit  y,  so  ist  für 

JT  +  ÄjT  "'  +  1  —  0,     V  —  «*(♦•  —  «)""■'—(—  l)"«*«". 
Bei  den  quadrinomischen  Gleichungen  ist  die  Sache  bedeutend  compli- 
cirter;  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Behandlung  nachstehenden  Falles: 

1)  [!;*"+ 2(2w+J?)av'*+(2n  +  p)2»]t?^-a;-9(r),    j?^0. 

Diese  Gleichung  ist  in  den  Coefficienten  zunächst  ganz  allgemein ,  in 
den  Exponenten  aber  derartig  specialisirt,   dass  die  abgeleitete  Gleichung 

nach  Art  der  quadratischen  Gleichungen  gelöst  werden  kann,  ein  umstand, 
der  grosse  Vereinfachung  herbeiführt. 

Behufs  Herstellung  der  Discriminante  seize^man  q>\v)  —  0,  also: 

2)  [t;««+  2(w  +|>)at;"+  5i?]t;^-i-  0, 

und  nun  ist  aas  1)  und  2)  die  Grösse  v  zu  eliminiren.  Führt  man  den 
Werth  von  t;''*,  wie  er  der  letzten  ElammergrOsse  entnommen  wird,  in 
1)  ein,  80  entsteht: 

Z«i«so]ulftf.M«th«m*tikii.P1^7d]c89.J«brg.l894.5.H«lt  VI 
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oder:  ^ 

3)  x''^(2ny{at  +  hytP, 

wobei  v^'=^  t  gesetzt  wurde.    Da  nun  wegen  2)  die  quadratische  Gleichung 

4)  t^+2(n+p)at  +  hp^0 

vorliegt,  so  können  ^',  ^, . . .,  überhaupt  alle  Potenzen  mit  ganzen  Ex- 
ponenten linear  in  t  ausgedrückt  werden,  also  muss  sich  3)  auf  die  Form 

5)  x^^{2nY(Ät  +  B) 

bringen  lassen ,  wo  A  und  B  von  t  unabhängig  sind.  Aber  das  VerhSltoiss 
6  :  a^  »  jüy  welches  in  die  Coefficienten  Ä  und  B  eingeht,  kann  so  bestimmt 
werden,  dass  ^  »  0,  und  auf  diese  Weise  ist  in  der  That  t,  also  auch  v 
eliminirt. 

Die  Discriminante  von  1)  wird  hierdurch  binomisch;  sie  lautet  bis 
auf  einen  numerischen  Factor 

6)  V  -  xP-^lx''  -  (2nyBy. 

Der  Factor  x^"^  muss  mit  Rücksicht  auf  die  p  —  1  verschwindenden 
Wurzeln  der  Gleichung  2)  hinzugefügt  werden ,  und  der  zweite  Factor 
zahlt  doppelt,  weil  das  annuUirte  Ä  mit  dem  zweideutigen  t  in  Ver- 
bindung stand. 

Die  Gleichung  1)  erscheint  jetzt  in  den  Coefficienten  nicht  mehr 
allgemein,  weil  b  -»  fia^  und  fi  rein  numerisch  ist;  ausserdem  bemerke 
man,  dass  jene  Gleichung  durch  die  Substitution 


V  •=»  ä^w 


24-  — 

in  eine  solche  mit  nur  einem  Parameter  x:  a  n  übergeht.  Für  p  kann 
man  auch  negative  ganze  Zahlen  zulassen.  In  diesem  Falle  ändert  der 
Parameter  x  seine  Stellung  in  der  geordneten  Gleichung,  er  tritt  an  v', 
während   in   der  Discriminante  6)  der  Factor  x^'^  zu    unterdrücken  ist 

Noch   anders   wird  die  Stellung  von  x  in  der  Gleichung  1),    wenn  wir  - 

an  Stelle  von  v  setzen,  dann  geht  der  Parameter  als  Factor  zur  höchsten 
Potenz  von  w. 

Was  die  Herstellung  der  Form  5)  anlangt,  so  muss  also  die  Identit&i 

tP{at  +  hy^  Ät  +  B 

durch    stetes  Zurückgreifen    auf   die  Gleichung  4)   erzeugt   werden.     Man 
kann    dabei    ganz    elementar    verfahren,    d.  h.  linker    Hand    die    höheren 
Potenzen    so    lange   mittelst  4)  herabdrücken,    bis    ein   linearer  Ausdruck 
erscheint.     Uebersichtlicher  wird  der  Vorgang  auf  folgende  Art. 
Es  seien  t^  und  t^  die  beiden  Wurzeln  von  4),  dann  muss 

Ä(^+  B^tiP(ati  +  by 
»ntf  sich:   Ät^+B'-t^Piat^+hY, 
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7) 


_  h^jah  +  &)'  -  y (a<»  +  hj 


h-t* 


<!-'» 


Diese  Ausdrücke  enthalten  nach  Ausscheidung  von  t^  —  t^  nur  noch 
symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  der  Oleichung  4),  sie  sind  also 
rational,  und  die  Rechnung  wird  auch  im  Falle  negativer  p  nicht  gestört. 

Die  Gleichung  A  ^  0  hat,  wie  man  sich  leicht  üherzeugt,  unter 
anderen  stets  die  Wurzel: 

8)  &J>  =  («+p)V, 

und  das  zugehörige  B  wird: 

9)  5  —  (-  l)P«'»p-«(n  +  p)'*+^a*»+^. 

Es  entspricht  das  dem  Fall  i^ «» f^.  Eine  hesondere  Discussion  der 
an  sich  interessanten  Gleichung  J.  »  0  würde  an  dieser  Stelle  zu  weit 
führen.  Wir  wollen  nns  auf  solche  FlUle  beschrtlnken ,  in  denen  jene 
Gleichung  den  dritten  Grad  nicht  übersteigt  und  also  mit  Verwendung 
der  a  priori  bekannten  Wurzel  bequem  gelöst  werden  kann. 

Endlich  sei  noch  eines  Specialfalles  der  Gleichung  1)  gedacht,  welcher 
in  unserem  Ansatz  nicht  mit  enthalten  ist.     Für 

fc-(2n+l>)a* 

wird  nämlich  die  Klammergrösse  in  Nr.  1)  zu  einem  vollstllndigen  Quadrat. 
Zieht  man  die  Wurzel  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  und  setzt  v  —  w^^ 
falls  p  ungerade  ist,  so  entsteht  eine  trinomische  Gleichung,  und  folglich 
ist  wieder  eine  zweigliedrige  Discriminante  vorhanden.  Die  Gleichung  2) 
bat  in  diesem  Falle  rationale  Lösungen,  nämlich: 

2.  Specielle  Fälle, 
a)  Fall  n  -  2,  j?  «  —  1. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

und  die  Gleichung  4):  <«  +  2a<  -  6  -  0. 

ausserdem  wird  .         «  ,  x      -r»       ^    , 

Die  Gleichung  ^  =  0  liefert: 

5  -=  —  a*,  also  5  =  —  4a', 

vergl.  auch  Nr.  8)  und  9). 

Sonach  ergiebt  sich  als  gesuchte  Gleichung  mit  binomischer  Discriminante: 

t^+  6at;»  -  3a*-  xv  mit  v  •=  (a;*+  2«a«)S 
d.  h.  die  Jacobi'sche  Gleichung  vierten  Grades. 

VI* 
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b)  FaU  «-1,1? -2. 

Die  gesuchte  Gleichung  lautet: 

<;*+  8av^+  18a«t;«-  a;  mit  v  -  a^(a?  -  S'a*)*. 

c)  Fall  n  -  2,  j?  -  1. 

Die  Gleichung  1)  lautet: 

v^+10av^+  bbv  —  o; 
und  die  Gleichung  4):        ^.+  6ae  +  fe-0, 
ausserdem  wird 

Ä  «  36a*~  13a«6  +  h*,    -B  -  2ah(3a^-h). 

Die  Gleichung  ^  -»  0  liefert 

fe,  =  9a«  (vergl.  Nr.  8),     6,  -  4a«, 
^^^  5^  -  -  lOSa^  5, -  -  Sa^ 

gehört.     Die  beiden  gesuchten  Gleichungen  sind  daher: 

ifi+  10av^+  45a*t;  -  a;  mit  v^  (a;*+  12»a^)« 

v^  +  lOav»  +  20a«t;  -  a?  mit  v=  («*  +  2'a«^)«. 
Wir  haben  in  der  ersten  die  Besolvente  von  Brioschi  (vergL  Theil  I 
dieser  Abhandlung)  vor   uns,   in  der  zweiten  die  Moivre'sche  Gleichoog, 
von  welcher  die  Fünftheilung  des  Winkels  abhängt     Setzt  man  in  dieser 

letzten  Gleichung  -^  an  Stelle  von  a,  so  wird  sie  einfacher: 

ifi+  5av^+6a^v  -=  a-  mit  v  -  («*+  2«a*)*. 

d)  Fall  n  =  l,  i>-3. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

und  die  Gleichung  4):       ^2+3«^  + 36-0, 
ausserdem  wird 

A 512a*  + 112 a«6  -  3fc«,    B  -  3a2^(ll6  -  64a«). 

Die  Gleichung  -4  —  0  liefert: 

^  3 

Es  erscheint  zweckmässig,  im  ersten  Fall  den  Buchstaben  a  mit  ra, 

a  ^ 

im  zweiten  a  mit  ^  zu  vertauschen,  dann  kommt  man  zu  den  Gleichungen: 

v^+  15ai;*+  60a«t;»-=  X  mit  v  =  ^K^  +  6*a^)«, 
v^  +5av^+  40a^v^  ^x    mit  v  =  x\^  -  125a'^)«. 

Setzt  man  noch  t;  «»  —  9  so  entsteht: 

w 

xvfi  —  QOa^w^  —  \baw  —  1  —  0 

xufi—  40a*  w?«—  baw  —  1  —  0, 
und  das  sind  im  Wesentlichen  jene  Resolventen,    die   wir   in  Theil  I  bei 
^       '    "^^suüg  der   allgememen  OleiehTm^  fünften  Grades  benutzt  haben. 
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Die  erste  derselben  geht  für  a?  =■  —  Ä,   a  —  ±1/  «->  ^^="¥1  in  unsere  Re- 

.    ^  1  f 

solvente  der  ti  über;  die  zweite  verwandelt  sich  für  a?""  — -j^'  a«  — ^ 

t(7  —  TF  in  die  Gordan-Elein'sche  Eesolvente  der  W. 

e)  Fall  n  =  3,  1?  =  -  1. 
Die  Oleichnng  1)  laatet: 

und  die  Gleichung  4):       ^.  ^  ^^^  ^  ^  _  0^ 
ansserdem  ist 

A^(h  +  Aa^)(h  -  a«)  -  0,     jB  -  a6(a«+  7^^). 
Dem  Werthe  5  —  —  4a*  (vergl.  Nr.  8)   entsprechend   entsteht,    wenn 

a  mit  —  vertauscht  wird: 

v^+  öav^—  5a*—  a;t;  mit  V  —  (^—  S^a*^)*. 
Dem  Werthe  5  —  a*  entsprechend  entsteht: 

v«  +  lOat;»  +  5a*  -  xv  mit  v  =  (a?'  -  12'a*)*, 
d.  h.  die  redacirte  Jacobi'sche  Oleichnng  sechsten  Orades. 

f)  Fall  n-l,|>-4. 

Die  Gleichung  1)  lautet: 

v^  +  12av^+6hv^'^x 
und  die  Gleichung  4):       ,.+ iq^^  +  4^,  .  q, 
ausserdem  wird 

A  -  8a (1250a*  -  275a*6  + 126*),    B  -  166(250a*  -  45a*fc  +  6*). 

Die  Gleichung  ^  >»  0  liefert: 

1.      25  ,      .       50  , 
^--4«!     ^2  =  -3  0*1 

und  wenn  im  ersten  Falle  a  durch  2a|  im  zweiten  a  durch  ^  ersetzt  wird, 
80  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

v^  +  24at;*^  +  150a*t;*  -  a;  mit  v  -  «^(«  -  10*a«)*, 

(2*  5^     \* 

welche  durch  die  Substitution  t;  —  —  in  eine  zweckmässigere  Form  gebracht 
werden  können. 

g)  Fall  n-3,  p-1. 

Die  Gleichung  1)  lautet: 

v''+Uav^+lhv^x 
mid  die  Gleichmig  4):       ^«^g^^^^^O^ 

ansserdem  wird 

A-(b-  16a*)(6»-  lla*6  +  32a*),      B aftQSW-  25a»b  -V^^. 
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Ans  A'-O  folgt: 


b. 


±y-i^t 


woza 


6, -.16a«,  ^«)_ll^JLZU.«i 

hl  2 

^ -  -  2».  3'a\     ^*  j  =  -  4aXl3  ±  7  V^) 

gehOrt     Mithin  sind  die  gesuchten  Gleichungen: 

»'  +  I4at)«  + 1 12a»»  -  «  mit  v  =  (i»  +  2" .  3«o')* 
nnd  ij 

v'  +  Uat>*  +  h(11  ±  V^)a*v  -  x 

™*  V  -  [x»+  2*.  3».  (13  +7l/^aT. 

a 

Vertauscht  man  in  der  ersten  a  mit  ^9  so  entsteht 

v'  +  7at^  +  28a«t;  -  x  mit  y  -  (a?»+  2*.  S^a')*; 
▼ertanscht  man  in  der  zweiten 

a  mit  -ia(l±/=^,     ' 

so  entsteht  genau  jene  Oleichnng,  welche  Herr  Klein  unter  ganz  anderen 
Cresichtspunkt^n  als  Besolvente  der  Modulargleichung  achten  Grades  ge- 
fanden hat*. 

h)  FaU  ♦•  -  2,  j?  -  3. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

und  die  Gleichung  4):       ^,  ^  ^^^^  +  36  =  0, 
ausserdem  wird  ^_(25a«- 35)(400a*- 68a*6  +  6«)  =  0, 

B^  12a6(250a*-  65a«6  +  46*). 

Die  gesuchten  Gleichungen  sind  daher: 

175 
1?'+  14a!;^+  -5— 0*!?*=»  X, 

«> 

t;*  +  14atr^+ 14(17  ±  3  V2l)aV=  X, 

und  sie  besitzen  eine  binomische  Discriminante: 

V  =  x*(x*-2*./Ja7, 
wo  j3  den  entsprechenden  numerischen  Factor  bezeichnet. 

i)  Fall  «-1,  1?- 5. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

und  die  Gleichuntr  4): 

.  ,  <*+ 12a/ +  56-0, 

ausserdem  wird: 


*  Math.  Annalen  XIY.  Bd. :  „  Ceber  die  Transformation  siebenter  Ordnung  der 

eJl^pittcJien  Functionen**  S.458  Nr.  52.  Vergl.  auch:  Hermite  in  TcHrtolinTs  Aimali 

■■HrtiMi  U  p.  69 :  „Sur  VabaisaemeiiV.  d«  Y  ^c^oa^^i^  modnlaire  du  huiti^edegr^** 
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Ä 125a«  +  32  .  12^aH  -  12  .  15  .  11  aH^  +  266^ 

B 5aft(l2*a*  -  27  .  12«a«&  +  5  .  296^). 

Nach  Nr.  8)  muss  Ä-^0  die  Wurzel 

36  , 

besitzen,  wozu  /*6 

gehört.     Nach  Ausscheidung  jener  Wurzel  verbleibt  noch  die  quadratische 

Gleichung:  ^  ;12V-  4  .  12«a«6  +  56»-  0, 

und  diese  ergiebt: 

Hiemach  hat  man  drei  Gleichungen^  welche  f(ir  t;  » —  in  der  ge- 
meinsamen Form  7     rr-L    9      HA  <       /N 

enthalten  sind  und  denen  eine  binomische  Discriminante 

zukonmit^  wo  ß  den  entsprechenden  numerischen  Factor  bezeichnet. 

Indem  wir  uns  mit  diesen  Beispielen  begnügen,  wollen  wir  noch 
eine  Andeutung  machen,  wie  sich  unser  Verfahren  auf  mehrgliedrige 
Gleichungen  ausdehnen  lässt. 

3.  Behandlung  des  Falles 

1)  [ir»»+  3(3n  +i>)at;«»  +  3(3«  +p)bv''+ (3n+p)c\vP^  x  -  (p(v). 
Behufs  Herstellung  der  Discriminante  bilden  wir 

2)  g)'(t;)-(3n+i})[t;»«+3(2«+i))at;»»  +  3(«+i))6i;"  +  ci)]vP-^«0 

und  ftlhren  den  Werth  von  v*",  wie  er  der  letzten  Klammer  entnommen 
wird,  in  1)  ein,  dann  ergiebt  sich: 

X  —  3n(at;**+  25t;»  +  c)vp, 
oder 

3)  af-(3n)»(af«+26e  +  c)»^^, 
wobei  t;"  =  ^  gesetzt  wurde.     Nun  kann  mit  Bücksicht  auf 

4)  <»+  3(2n  +p)at^+  3{n+p)ht  +  cj)  -  0 
die  Identität  ^^^^^2  +  2&f  +  c)«  -  Ät^  +  2Bt  +  C, 

wo  A,  jB,  C  von  t  unabhängige  Grössen  sind,  erzeugt  werden.  Die  Grössen 
A  und  JB  können  zum  Verschwinden  gebracht  werden  ^  und  hierbei 
ergiebt  sich: 
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b  =»  (aq^^    c  —  va', 

wobei  fA  und  v   aus   den  Exponenten  n  und  p  zosammengesetst  und  als« 
numerisch  sind.     Indem  sich  nun  3)  einfach  auf 

X»— (3fi)".C 

reducirt,  erhält  man  fUr  die  specialisirte  Gleichung  1)  folgende  binomische 
Discriminanten : 

5)  V  -  xP-^laf" -  (3ii)"C]«,  resp.  y  -  [^^ -  (3«)"^]«, 

je  nachdem  p  eine  positive  oder  negaÜTe  2iahl  ist.    Man  vergl.  Abschnitt  A,  1. 
Zur  Berechnung  der  Grössen  Äy  B^  C  hat  man 

6)  fiP(ai?  +  2hti  +  c)«  -  ^(?  +  2Bti  +  C, 

unter  /,-,   (• » 1,  2,  3)  die  Wurxeln  der   Gleichung  4)   Terstanden.     Man 
achte  hierbei  wie  ft^er  auf  das  Eintreten  gleicher  Wurzeln. 
Als  Beispiel  behandeln  wir  den 

Fall  ••  -  2,  1)  -  -  1. 
Die  Gleichung  1)  lautet: 

r*+  15of^+  156r*+  5c  —  xv 
mid  die  Gleichung 4):  ^+ 9«,.+ 3fc,_  ,„0, 
ausserdem  wird 

Ä~  —  9e^  +  -iab  +  e,     jB  -  -  3a*6 +  lloe  +  46*,      C-c(a»+7J). 

Die  Gleicluiiigeii  ^  ^  0  und  B  ^0  Hefem: 

c-.9o'-4o6, 

5  -  99tf*  -  47a»6  +  46*  -  0, 
folglich: 

6,- 9a*,    6,-^a* 
and  dem  ent^rechend 

e,--2Ta»,    f,--2a»;     C,--12»a*,     C,=  -^o» 

a 

Vertauscht  man  noch  im  ersten  Falle  a  mit  ^t  im  xweiten  a  mit  2a, 

o 

so  g«langt  man  xu  folgenden  quintinomischen  Gleichungen: 

r* -f  5a r* -f  15a- 1^  -  5a^  -  xr         mit  y  =  (x*  +  2^a^, 
r*-f30ar*-rlÖ5a^r^- 8«3a^=xr   mit  v^(^+6*a^. 

Di^    erste    dieser   Gldjchun?    ist    die    Malfatti'*sche    BesolTente  der 

Gleichung:  ii 

y*~  5«ir  +  j  -  0,     (c  -  a,  ^  -  VvO 

Die  CttbLsche  Gleichcng  tor  t  reducxrt  dch  in  obigm  Specialfallen  auf 

^*  -i^  aV-  0  rwp,  v:  -r  *"\t  -f  16«)  —  0. 

Wie    ^e«e   ÜBleistichun^^n    foxtgesHzs    weidem    kßnnen,     ist    wohl 
iskiMIkk,     43«l<ge&iikh  haan  man  dec  Ansatz  tob    Tormherein  pasBend 


Von  Dr.  W.  Hbymann.  265 

4.  SpeeialÜEdl  einer  seztinomischen  Oleiohnng. 
Wir  legen  uns  die  Gleichung: 

vor,  in  welcher  die  Coefficienten  so  gew&hlt  sind,  dass 

dT        7 

dv       v^^  ^ 

Setzt  man,  zwecks  Bildung  der  Discriminante,  diesen  Ausdruck  gleich 
Null,  entnimmt  dann  v\  so  muss  auf  Grund  der  vorgelegten  Gleichung  x^ 
in  der  Form:  x^^Äv^+B 

darstellbar  sein.     Hierbei  ergiebt  sich: 

64 
B  - ^a6(-  125a*  +  160a«6  +  2085^, 

also^  wenn  Ä  annullirt  wird, 

h^  —  a*        und    ftg  —  ~J7^^ 

wozu 

B,  -  12»a'  und  5,  -  2' .  5^a' 
gehört,  während  ,  ^      _. . 

V  —  (x*  —  By. 

Die  gesuchten  Gleichungen  lauten: 
t;8-  14at;«+  63aV-  70aV-  7a*-  ojv  mit  y  -  (^*  -  12'a0* 

t;«-  28at;«+  350a*t;* -  5500a^v^-  7 .  625a*-  rct;  mit  y  -  {x*-  2^* .  6^a'^\ 

In  der  zweiten  Gleichung  ist  2  a  an  Stelle  von  a  gesetzt  worden. 
Die  erste  Gleichung  kommt  mit  der  Klein'schen  Modulargleichung  achten 
Grades  der  elliptischen  Functionen  überein.  Vergl.  die  bereits  erwähnte 
Abhandlung  von  Klein  in  den  Math.  Annalen  XIV.  Bd.  S.  452. 

5.  Anwendungen. 

Es  mag  noch  eine  Andeutung  folgen,  wie  die  biBher  gefundenen 
Resultate  in  der  Integralrechnung  verwerthet  werden  können. 

Führt  man  in  die  Discriminante  V  *"  V(^)   ^^   Gleichungspoljrnom 

X  —  q>(v) 

ein,  so  muss  das  so  entstehende  Polynom  aus  bekannten  Gründen  rational 

zerlegbar  sein^  und  ein  Factor  muss  mindestens  doppelt  zählend  (in  zweiter 

dx 
Potenz)   auftreten.     Ebenderselbe  Factor   muss   aber   auch  in  —  —  9'  (v) 

enthalten  sein.     Hieraus   ergiebt  sich,    dass   die   Gleichung  x  '^  q>(v)  bei 
der  Transformation  gewisser  Transcendenten  von  der  Form: 
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r  dx 

gebraucht  werden  kann.* 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Jacobi'sche  Gleichung  vierten  Chrades 
(Abschnitt  2  Fall  a): 

t;*+  6at;*—  3a*  —  rcv  mit  y(a;)  —  (0?*+  2*a')*. 

Hier  ist  1 

«»  +  64a»  -  4 («*  +  «)'  (»*  +  9o) 

und  folglich:  ^^  3^^ 


Ftlr  t;  •—  to^  ergiebt  eine  nochmalige  Differentiation: 

d.  h.  die  Differentialresolvente  der  Jacobi'schen  Gleichung^  welche  echon 
Herr  Brioschi  aufgestellt  hat** 

Setzt  man  in  obigen  Dififerentialen: 

x^  +  64a»  -  64a'^^    v{v^  +  9a)  -  vW, 

so  entsteht:  ,,  _ 

dt  dtv 

während  die  zugehörige  Gleichung  in 

übergeht  und   durch   ZweitheUung   der   elliptischen   Functionen   aufgelöst 
werden  kann. 

Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  Moivre'sche  Gleichung 

v^+bav^+  5aH  -  x  mit  yW  =  (^  +  2 V)« 
dar.     (Vergl.  Abschnitt  2  Fall  c.)     Hier  wird 

x^  +  Aa^ -  (i;2+  4a)(t;*  +  Sav«  +  a*)* 

und  demnach:  ,  ^  , 

aa;  oat; 


Mittelst  Integration  könnte  man  jetzt  die  Auflösung  der  MoiTre'schea 
Gleichung  sowohl  durch  Wurzelzeichen,  als  auch  durch  Fünftheilung  des 
Winkels  bewerksteUigen.*'^     Dififerenzirt   man   nochmals,    nachdem  zuTor 


*  Vergl.  die  „Studien"  des  Verf.  XIII:    Beiträge  zar  Transformation  der 
hyperelliptiBchen  Differentiale"  S.  108,  oder  auch:  Diese  Zeitschr.  Jahrg.  XXXITL 
**  Brioschi:  ,,Die  AuflOsong  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade^.   Math. 
Annalen  XIIL  Bd.  S.  126. 

***  VergL  die  AbhandL  des  Verf. :  „  Zor  Integration  der  Differentialgleichongeii.'' 
gmiM^hi.  XXIX.  Jahrg. 
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beide   Seiten   obiger  Differentialgleichung  qnadrirt   sind,    so   gelangt  man 
znr  entsprechenden  Differentialresolvente,  n&mlich: 

Am  Schluss   seien  noch  die  Fälle  d)  und  e)  ans  Abschnitt  2  herbei- 
gezogen.    Für  die  Gleichung: 

v^+  bav^+  40aV-  a;  mit  \/(x)  «  x\x-Wa^y 

^""^  X  -  1728a» -  (t;  -  3a)(t;^  +  4at;  +  24a0^ 

folglich: 

dx  bvdv 


Vx{x  -  1728a^)      l/t;(i;-3a)(t;«  +  bav  +  40a^) 

Das  letzte  Differential  ist  also  psendoelliptisch. 
Für  die  Jacobi'sche  Gleichung  sechsten  Grades 

v«  +  lOat;»  +  5a«  =  a;i;  mit  v(^)  -  (a^' -  IZ^a«^)« 
wird 

rr»  -  1728a'^  -  "tC*^*  +  22at;»  +  125a«)(i;«  +  4at;»  -  a«)^ 

mithin:  ,  -  , 

ao;  öat; 


Vx^-lVi^a^      l/t;(t;«  +  22at;»+125a«) 

B«  Bemerkmigen  zu  den  Seihen  und  den  DifferentialresolYenten. 

Die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  durch  Transoendenten^ 
d.  h.  durch  Reihen,  Eettenfunctionen,  elliptische  Functionen  u.  s.  f.  hat 
keineswegs  blos  eine  praktische  Bedeutung.  Sie  dient  nicht  etwa  nur 
der  numerischen  Berechnung,  sondern  sie  lässt  auch  Schlüsse  über  die 
Natur  der  Wurzeln  im  Allgemeinen  zu.  Ich  erlaube  mir,  betreffs  dieses 
Punktes y  auf  einige  Besultate  aufmerksam  zu  machen,  die  ich  in  meinen 
„ Studien ^^  veröffentlicht  habe.*  Es  gelingt,  wie  dort  gezeigt  wird,  die 
Wurzeln  einer  Gleichung  w*®^  Grades  in  der  Form: 

darzustellen.     Für  %  hat   man  nach   und   nach   sSmmtliche  Wurzeln   der 
Gleichung:  €«  « 1 

einzutragen,  und  die  Ai  hängen  in  übersichtlicher  Weise  von  den  Coeffi- 
cienten  der  vorgelegten  Gleichung  ab. 

Der  Ausdruck  1)  lässt  sich  in  bequemster  Art  potenziren,  wobei  der 
Exponent  einfach  in  die  Äi  eingeht.  Infolge  dessen  kann  man  die  Existenz 
der  Lösung  1)  durch  directes  Eintragen  derselben  in  die  Gleichung  dar- 

*  Drittes  Kapitel  St.  XIX:  ,, Theorie  der  trinomischen  Gleichungen*'  und 
Stw  XX:  „  Transcendente  Auflösung  der  al)gemein<^n  Gleiohung  n^^*  Grades."  — 
VergL  aach  Math.  Annalen  XXVm.  Bd. 
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thnn.  Ebenso  lässt  sich  mittelst  1)  die  Girard-Waring'sche  Formel  f&r 
die  Potenzsummen  der  Wurzeln  mühelos  anschreiben. 

Am  Einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  bei  den  trinomisehen  Gleich- 
angen. Fttr  diese  sind  die  Ai  hypergeometrische  Reihen  n^^  Ordnung, 
und  man  ist  daher  in  der  Lage,  fdr  die  trinomisehen  Gleichungen  sofort 
die  zugehörigen  Differentialresolventen  angeben  zu  kOnnen,  die  eben  nichts 
anderes  als  die  wohlbekannten  Differentialgleichungen  sind,  denen  jene 
hjpergeometrischen  Reihen  genügen. 

Was  die  trinomisehen  Formen: 

2)  /+5i3y  +  y-0 

3)  jr^+öay'  +  y-O 

anlangt,  so  sind  die  zugehörigen  Differentialresolventen  hypergeometrische 
Differentialgleichungen  vierter  Ordnung.  Die  Ordnung  fUlt  n&mlich  Ton 
5  auf  4^  weil  die  lineare  Beziehung: 


2> 


statt  hat.  Aber  die  Ordnung  jener  Differentialgleichungen  l&sat  sich  nod 
weiter  herabdrücken,  denn  das  allgemeine  Integral  erweist  sich  als  das 
Product  der  vollständigen  Integrale  zweier  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung. 

Hierzu  sei  Folgendes  bemerkt.     Schon  Liouville*  hat  gezeigt,  dan 
ein  Ausdruck 

in  welchem  i\  und  v^  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  sind,  einer  linearen  Differential- 
gleichung {[A  +  1)^'  Ordnung  genügt ,  und  dass  deren  allgemeines  Integral 
die  Form: 

5)  y  =  C^v^f*  +  C^v^f'-'v^  +  '•'+  C^+ivJ" 

besitzt.  Herr  Fuchs**  fügt  hinzu,  dass  auch  die  Integrale  v^f^,  f?i'*~*t;j,... 
ein  Fundamentalsystem  büden,  und  dass  die  Differentialgleichung  (ji  +  1)^ 
Ordnung  keine  anderen  singulSren  Punkte  haben  kann,  als  jene  Gleichimg 
zweiter  Ordnung. 

Diese    Fragen    lassen    sich    auf  Producte   von  Integralen   aosdehnen. 
Als  einfachsten  Fall  setze  man: 

6)  i^  •=  (ciVi  +  Cjt',)(c/iri  +  Cj'iTj), 

unter  r^ ,  v^  ^^^  '^i  i  *^2  Fundamentalsysteme  von  Integralen  zweier  linearer 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  verstanden.    Man  findet,  dass  der 

^  Journal  des  mathematiqnes  (1839)  t  IV  p.  489. 

^  Journal  f.  d.  r.  Q.  a  Mathematik  81.  Bd.:  „Ueber  die  linearen  Differential- 
ir  Ordnung  etc"    Vöi^l,S.lW— 181. 
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Ausdruck  6)  einer  linearen  Differentialgleicliung  vierier  Ordnung  genügt, 
deren  allgemeines  Integral  die  Form: 

7)  y  —  CiV^to^  +  C^v^Wj^  +  CgVi^g  +  C^v^to^ 

besitzt,  umgekehrt  kann  man  durch  ein  blosses  Eliminationsverfahren  die 
Frage  zur  Entscheidung  bringen:  Wie  müssen  die  Coefficienten  einer 
linearen  Differentialgleichung  beschaffen  sein,  damit  ihr  allgemeines  Inte- 
gral in  der  geschilderten  Art  reducibel  sei? 

Erinnert  man  sich  nun,  dass  die  Auflösung  jeder  Hauptgleichung 
fünften  Grades: 

8)  y6+5ay2+5^y  +  y_0 

in  der  Form: 

ausdrQckbar  ist^  so  liegt  es  sehr  nahe^  die  Differentialresolventen  vierter 
Ordnung  der  Gleichungen  2)  und  3)  auf  ihre  Beducibilität  hin  zu  prüfen. 
In  der  That  ergiebt  sich^  dass  die  in  Betracht  kommenden  hypergeo- 
metrischen Beihen  vierter  Ordnung  in  das  Product  je  zweier  hypergeo- 
metrischen Beiben  zweiter  Ordnung  zerfallen.  Die  entsprechenden  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  erweisen  sich  nach  gehöriger  Transformation 
als  die  Differentialresolventen  des  Ikosaeders.* 

^  Es  dürfte  angemessen  sein,  an  dieser  Stelle  auf  die  entsprechenden  Ver- 
hältnisse bei  den  Gleichnngen  vierten  Grades  hinzuweisen.  Setzt  man  die 
Lösung  einer  solchen  in  der  Form: 

yy=i4i«,+  u4,«/+^«^>    (v  =  0,  1,  2,  3),  e*=l 
voraus,  so  ist  Jiyv^  0.    Damit  auch 

verschwinde,  wähle  man        * 

dadorchwird  A  =  V.    A=y.l/5.    ^  — V. 

und  yv  stellt  nnn  die  Wurzeln  einer  Hauptgleichung  vierten  Grades: 

vor.  —  Bekanntlich  repräsentirt  f  ein  Oktaeder,  H  einen  Würfel.  H  erweist 
■ich  als  Hesse'sche  Determinante  von  /*,  und  diesen  Formen  gesellt  sich  als 
Fonotional- Determinante,  gebildet  aus  beiden,  noch  eine  dritte  Form  T  vom 
swOlften  Grade  zu,  die  mit  den  vorigen  durch 

T*=H'  +  108/** 
verknüpft  ist  Man  hat  hier  also  ganz  ähnliche  Verhältnisse  wie  früher  und  kann 
genau  wie  im  Theil  I  Abschnitt  11  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordflung  aufstellen,  welcher  jene  z^  und  z^  genügen.  Die  Differentialresolvente 
dritter  Ordnung  der  yr  aber  muss  so  beschaffen  sein,  dass  sie  durch  die  Sub- 
stitution y  =^M^  auf  die  zweite  Ordnung  herabgesetzt  werden  kann.  —  Man  vergl. 
auch  die  diesbezflglichen  Bemerkungen  bei  Klein:  Ikosaeder  S.  266  u.  257  und 
bei  Gerd  an:  Vorlesungen  S.  161  u.  162. 
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Der  hiermit  aDgedeatete  Vorgang  ist  in  der  Aasftkhmng  ziemlich 
umst&ndlicb.     Heft:  D.  Besso*  bat  die  Bechnnng  fdr  die  Oleichnng: 

mitgetheilt.  Es  zerfftllt  die  zugehörige  Differentialresolyente  vierter  Ord- 
nung in  zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  in  der 
gemeinsamen  Form: 

(pVi  +  q> .  {ax^+hx  +  c)^+{f^  +  g:i?+  hsf+  hx  +  Ojf  -  0, 
wo 

enthalten  sind.     Dabei  stellen  sich  noch  die  Bedingungen: 

4/'+2a  — a^-O  und  2^  +  26  — aft  —  O 

ein.  Nun  untersucht  er  obige  Gleichung  und  findet,  dass  selbige  unter 
den  nSmlicben  Bedingungen  auf  die  gewöhnliche  hjpergeometrische  Diffe- 
rentialgleichung reducirt  werden  kann.  —  Was  dieses  letzte  Besoltat 
anlangt,  so  muss  ich  bemerken,  dass  ich  dasselbe  schon  vor  längerer  Zeit 
gefunden  und  auch  yeröffentlicht  habe.'^ 

Selbstverständlich  kann  man,  wie  auch  früher  (vergL  Theil  I  Ab- 
schnitt 12  dieser  Arbeit)  erwähnt  wurde,  das  Verfahren  umkehren  md 
von  der  Differentialresolyente  des  Ikosaeders  nach  Anwendung  einer  Tnss- 
formation  zweiter  resp.  dritter  Ordnung  zur  Differentialresolvente  vieiter 
Ordnung  kommen«  also  auch  zu  den  entsprechenden  Reihen.  Aber  ich 
erlaube  mir,  hier  eine  Ansicht  auszusprechen,  zu  der  mich  meine  frfiheren 
und  neueren  üntersuchungren  mehr  und  mehr  hingedrängt  haben:  Die 
trinomischen  Gleichungen  jeden  Grades  bilden  eine  Gattung 
von  Gleichungen  für  sich,  die  eine  durchaus  gemeinsame  Be- 
handlung als  zweckmässig  erscheinen  lassen.^^*  Es  ist  schon  för 
den  fünften  Grad  nicht  zu  empfehlen,  die  trinomische  Form  als  SpedalM 
einer  mehrgliedrigen  Form  anzusetzen.  Der  Einwand,  dass  die  Lösnog 
einer  trinomischen  Gleichung  ftlnften  Grades  in  dem  einen  Falle  aus  hjper 
geometrischen  Reihen  zweiter  Ordnung,  im  anderen  aus  solchen  rierter 
Ordnung  gebüdet  und  also  weniger  einfach  sei,  ist  vielleicht  unter  gewissen 
Gedchtsponkten  berechtigt,  im  Allgemeinen  aber  nicht. 

Die  Darstellung  der  Wurzeln  einer  Gleichung  fünften  Grades  dordi 
Reihen  vierter  Ordnung   ist  übrigens  nicht  nur  für  die  trinomische  Form 

•  Rom.  Acc  L.  Rend.  11,  593  -  597 :  ,.  Sopra  ona  cLute  d'eqaanoni  differo- 
uali  Hneari  del  seeond*  ordine  e  soll*  eqnazione  del  qninto  grado^  (1886). 

**  Diese  ZeitEchrift  XXDL  Jahrg.  S.  151:    „üeber   DiffereniialgleichüngeB, 

wel^M   durch  hypergeometHsche  Functionen   integrirt  werden  können"  (18S4). 

****  VergL  die  Arbeit  des  Verfassers :  „  Die  trinonusche  und  quadiinemiache 

^Mhag  in  elementarer  Beh&ndlnngsveise.^    Diece  Zeitackrift  XXXVH  JahigL 
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angezeigt,  sondern  auch  für  eine  grosse  Anzahl  anderer  Gleichungen. 
Bemerken  wir  zunächst  ganz  allgemein  ^  dass  die  Beihen^  welche  den 
trinomischen  Formen: 

y*  +  y*~*  +  »  "  0  und  y*  +  xtf^"*  +  1  —  0 
genügen^  ihren   Charakter   nicht   Sndem,    d.  h.  hjpergeometrische  Reihen 
n^'  Ordnung   bleiben ,    wenn    sie   potenzirt    oder  nach    dem  Parameter  x 
differenzirt  resp.  integrirt   werden.     Eben    diese  Processe  gestatten   aber, 
aus  der   trinomischen  Gleichung   neue   algebraische  Gleichungen   desselben 

Grades  abzuleiten  (für  y*"  —  «,  -r-^  ■"  ^e?  u.  s.  f.),  denen  dann  die  ver- 
änderten Beihen  genügen. 

Erwähnen  wir  einige  Beispiele. 

a)  Die  Gleichung:  ifi^baz^h 
giebt  quadrirt  und  für  jEf*-=  f: 

^5-10a«»+25a«e-6«-0, 
und    dieser   letzteren   genügen    direct    hjpergeometrische    Beihen    vierter 
Ordnung.     Die  äussere  Aehnlichkeit  dieser  Gleichung  mit  der  Besolvente 
von   Brioschi  kann  nach  dem  Ergebniss   von  Abschnitt  1  Theü  I  Ver- 
anlassung werden,  auch  hier  die  Substitution: 

n 

za  Torsachen,  und  es  zeigt  sich,  dass,  wie  dort,  bei  passender  Wahl  von  h 
zwei  Coefficienten  der  transfonnirten  Gleichaog  gleichzeitig  annullirt 
werden  kSnnen.     Man  findet: 

hti^  —  20Ttrf'  +  5*»j  + 1  -  0, 

and  diese  Gleichnng  ist  sonach  rückwärts  auf  die  trinomische  Form  reducirbar 

b)  Die  Gleichung:  ^  _  5^^»  ^  j, 

giebt  quadrirt  and  für  e*^y: 

^-  25oy-  10o6y  -  6«=.0, 

also  eine  Hauptgleichang: 

y»+5«y«+5/Jy  +  y  =  0, 
mit  der  Bedmgang:  ^^^  _  ^^  ^  ^ 

Offenbar  würde  für  diese  Gleichxmg  die  allgemeine  Auflösungsmethode 
sehr  unzweckmässig  sein. 

c)  Die  Gleichung:  ifi—  5e  +  Ax^O 

de      V 
sieht  nach  x  differenzirt  und  für  -7-  »  ?- : 

*  dx      5 

V  -=  z 1  =- >  d.  h.  £j  — 


1  —  «f*       x  —  z      '    '  V  +  1 
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Eliminirt  man  hieraus  und  aus  der  ursprünglichen  Oleichung  »,  so 
entsteht:  ^^5  _  (^  _  4)(^  +  i)4  .  q, 

und   dieser   genügt  abermals   direct   eine  hjpergeometrische  Reihe  yierter 
Ordnung,  nämlich:  ^ 

ax 

unter  e  die  ursprüngliche  Reihe  verstanden. 

üebungsbeispiel:  Wie  löst  man  mittelst  hjpergeometrischer  Reihen 
direct  die  Gleichung  u(u  —  i)v^  +  10t*t;'+  öv  +  16  — »  0? 

Diese  Beispiele  ^  welche  noch  reichlich  vermehrt  werden  könnten, 
zeigen,  dass  man  bei  Gleichungen  fünften  Grades  durch  Anwendung  all- 
gemeiner Methoden  sehr  auf  Umwege  gerathen  kann. 

Für  Gleichungen  mit  zwei  und  mehreren  wesentlichen  Parametern 
tritt  nun  die  Frage  auf,  ob  es  nicht  angezeigt  ist,  direct  transcendente 
Lösungen  zu  constrairen,  die  der  vorgelegten  Gleichung  genügen,  also 
etwa  Reiben,  welche  nach  Potenzen  eines  Coefücienten  oder  einer  bestimmten 
Verbindung  der  Coefficienten  fortschreiten.*  Schon  Herr  Kronecker  hat 
auf  diesen  Umstand  Gewicht  gelegt,  um  accessorische  Irrationalitäten  zu 
vermeiden.  Jene  Reihen  müssen  sich,  wofern  sie  die  Lösung  einer  Haupt- 
gleichung fünften  Grades  darstellen,  in  die  hypergeometrischen  Reihen 
des  Ikosaeders  spalten  lassen,  und  das  dürfte  ein  erstes  Mittel  abgeben, 
um  über  die  Convergenzbedingungen ,  über  die  Eigenschaften  der  zu- 
gehörigen Differentialresolventen  u.  s.  f.  Aufschluss  zu  erhalten. 


*  Vergl.  die  Reihenentwickelungen  in  den  citirten  Arbeiten  des  Verfiusers. 


(Schluss  folgt.) 
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Einige  metrische  Eigenschaften  der  cubischen 

räumlichen  Hsrperbel. 

Von 

Dr.  Ernst  Heinrichs 

in  Köln. 


S  o  lilu  0  8. 


IL 

16«  Schneidet  man  den  zum  Prisma  A  der  drei  Asymptotenebenen  at 
einer  cubischen  räumlichen  Hyperbel  h^  gehörigen  cubischen  Cylinder  y^ 
(§  1)  durch  eiue  beliebige  Ebene,  so  entsteht  in  dieser  eine  ausgeartete 
ebene  Curve  c^  des  Systems  der  auf  dem  Cylinder  y^  enthaltenen  cubischen 
Rauinhyperbelny  sowie  deren  Wendeasymptotendreieck  6,  Es  ist  gezeigt 
worden,  dass  die  Curve  c'  aus  drei  Zweigen  besteht,  welche  in  den  Scheitel- 
winkelr&umen  des  Dreiecks  6  liegen.  Als  Doppelpunkt  der  Curve  haben 
wir  den  Schwerpunkt  M  des  Dreiecks  6  erkannt,  und  als  Scheitelpunkte 
derselben  sind  ihre  auf  den  Mittellinien  dieses  Dreiecks  ausser  M  noch 
liegenden  Punkte  St  bezeichnet  worden.  Der  Abstand  eines  jeden  der 
Punkte  Si  vom  Doppelpunkte  M  ist  beziehungsweise  gleich  derjenigen 
Mittellinie  des  Dreiecks  d,  auf  deren  Verlängerung  der  betreffende  Punkt 
Si  liegt  und  die  Tangente  Si  der  Curve  in  einem  ihrer  Scheitelpunkte  ist 
der  gegenüberliegenden  Wendeasymptote  parallel.  Die  drei  Wendeasymptoten 
mOgen  mit  fr^  die  ihnen  gegenüberliegenden  Eckpunkte  des  Dreiecks  ö 
mit  Mi  und  die  Fusspunkte  der  Mittellinien  desselben  mit  Ni  bezeichnet 
werden  (siehe  Heft  4  Taf.  IV,  Fig.  4  u.  6). 

Wenn  man  die  Curve  c'  mit  einem  um  den  unendlich  fernen  Punkt 
WT  der  Asymptote  tCi  sich  drehenden  Strahle  schneidet,  so  erzeugen  die 
Strahlenpaare^  welche  den  Doppelpunkt  M  mit  den  beiden  variabelen 
Schnittpunkten  Xk  und  X/  verbinden  ^  bekanntlich  eine  Strahleninvolution. 
Die  Doppelgeraden  der  Involution  sind  der  vom  Doppelpunkte  M  zum 
Punkte  WT  und  der  von  ihm  zum  Scheitel  Si  gezogene  Strahl  ^  nSmlich 
die  Mittellinie  m,-  des  Dreiecks  d.  Wenn  nun  Yk  und  Yi  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  X^Xi  mit  den  Seiten  Wk  und  Wi  des  Dreiecks  d  sind,  während 
der  Schnittpunkt  derselben  Gerade  mit  der  Mittellinie  m,  durch  Z  bezeichnet 
werden  mOge,    so   folgt  aus  den  Eigenschaften  der  lu^olxii&^TL^  ^^bsi:«^  ^^x 

ZeitMhrift  f.  MAth»m»tik  n.  Phjnlk.  59.  Jahrg.  1 804. 5.  II«n.  \^ 
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Punkt  Z  die  Mitte  der  Strecke  X^Z;,  aus  den  Eigenschaften  der  Mittel- 
linie aber,  dass  er  auch  die  Mitte  der  Strecke  Y^Yi  ist.    DemgemSss  ist: 

Es  ergiebt  sich  daher  folgender  Satz,  in  welchem  wir  unter  den 
Fluren  der  Curve  (?  die  drei  Flächenstücke  verstehen  wollen,  welche 
einerseits  von  je  einem  Zweige  der  Curve,  andererseits  von  dem  dieeen 
einschliessenden  Asymptotenpaare  begrenzt  werden: 

Die  zwei  Strecken,  in  welchen  eine  zu  einer  Wende- 
asymptote der  Curve  (?  parallele  Gerade  eine  oder  zwei  von 
den  Fluren  der  Curve  durchschneidet,  sind  gleich. 

Zieht  man  die  der  Geraden  XuXi  unendlich  nahe  Parallele,  so  sind 
die  beiden  unendlich  schmalen  Paralleltrapeze,  welche  von  den  zwei 
Parallelen  aus  den  Fluren  der  Curve  ausgeschnitten  werden,  inhaltsgleich, 
weil  die  parallelen  Seiten  des  einen  gleich  den  parallelen  Seiten  des 
anderen  sind.  Daraus  folgt  durch  Aneinanderlegen  unendlich  vieler  Ton 
diesen  Paralleltrapezen: 

Die  beiden  endlichen  Flächenstücke,  welche  zwei  zn  einer 
Wendeasymptote  der  Curve  i?  parallele  (das  Dreieck  i  nicht 
einsohliessende)  Geraden  aus  der  einen  oder  den  zwei  von  ihnen 
durchzogenen  Fluren  der  Curve  ausschneiden,  sind  inhaltsgleich. 

LSsst  man  die  eine  der  beiden  Parallelen  unendlich  fem  werden,  die 
andere  aber  mit  der  ihr  parallelen  Wendeasymptote  der  Curve,  oder, 
wenn  beide  nur  eine  Flur  durchschneiden,  mit  der  zunftchstliegenden  Beb 
des  Dreiecks  zusammenfallen,  so  folgt: 

Je  zwei,  also  alle  drei  Fluren  der  Curve  i?  sind  inhilts- 
gleich  und  jede  derselben  wird  von  der  sie  darchschneidenden 
Mittellinie  des  Wendeasymptoten-Dreiecks  d  halbirt 

16,  Die  Gleichung  der  Curve  c^,  bezogen  anf  ein  rechtwinkeliges 
CoordinatensTstem,  dessen  Mittelpunkt  im  Doppelpunkte  der  Curve  liegt, 
war  folgende  (§  2': 

1^       («-iJ^  +  «li^  -  1)(S-»-  +  ^t^  -  1)K'  +  r,Jf  -  1)  +  l  -  0, 
wob«!  (Ür  die  f«,  und  r.  die  Bedingungsgleichungm  galten: 

1)     w,+  s+.i,=  0, 

aus  welchen  sich  auch  noch  ergab: 

S^iieii  wir  nur  Abkürzung: 

M»  jr  +  r^y  =  r,, 

•»  ktaMü  wir  die  B^ingungsgiekhongen  ü)  1)  «ad  2)  durch  die  ihnen 


m 
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II)  4)       t,  +  T,+  T,=  0 

ersetzen.     Mit  deren  Hilfe  lässt  sich  die  Gleichung  1): 

(ri-l)(r,-l)(r,-l)+l-=0, 

bringen.     Setzt  man  nun: 


in  die  Form: 


n) 


y 


5)     —  -=  iL,  Ui  +  vd  =  U]  also  XiEEx  .  t,^ 


X 


so  ergiebt  sich  folgende  parametrische  Darstellung  der  Gurve  c^: 


V) 


1,1,1 


U 


t 


8 


3/  — r  +  r  +  r 


U 


h      h 


1 

1 

1 

1 

X 

'« 

1 

y 

■^ 

h 

i 

<»' 

Die   parametrische  Darstellung   für   die  zur  Cnrve  c^  (nach 
§   12)  conjugirte  Curve  c'*  ist  offenbar: 


VI) 


Die  obigen  Identitäten  II)  1)  bis  4)  bestehen  für  beide  Curven.  Es 
lassen  sich  ans  denselben  folgende  mehrfach  za  verwendende  weitere 
Identit&ten  leicht  herleiten: 

6)  <,  +  fj  +  <,=  0, 

7)  h^  +  <,*  +  «8*=  -  2  iht%  +  «j's  +  's'i), 
11)            I  8)    {t,^  +  ,» +  t,y  =  4Q,%»  + 1,\'  +  t,\*), 

9)       <,»+<j»+<8«=3<,V„ 

10)  <,»-  <*»=  (<,<,  +  y^+tshXh-U). 

Die  Coordinaten  der  Ecken  Mi  des  Wendeasymptoten- 
Dreieckes  d  sind: 


VII) 


a;,- 


'S 


"8 

— 

t), 

d 

n 



»'s 

d 

V, 

— 

"i 

'     Ps 


«» 

— 

«3 

d 

«8 

— 

«1 

d 

"l 



Mg 

'  yi 


f    y^  =  —z — » 


c2  den  in  Gleichung  ü)  3)  angegebenen  Werth  hat. 
Der    Flächeninhalt    des    Dreiecks    d   ist    somit,    gemäss    der 
3)eterminantenformel : 
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2JP- 


X 


if 


X^' 


X. 


8» 


Vu 

1 

y>, 

1 

y» 

1 

für  rechtwinklige  Coordinaten,  die  wir  ein  für  allemal  annehmen: 


vm) 


F- 


2d 


Der  Inhalt  desjenigen  Dreiecks  d,  welches  durch  eine  beliebige  Ebene 
ans  dem  Prisma  der  Wendeasymptotenebenen  einer  cubischen  iftumliehen 
Hyperbel  h^  ausgeschnitten  wird,  ist  nicht  zu  verwechseln  mit  dem  fOr 
das  ganze  vorliegende  Curvensystem  {h^)  constanten  Werthe  Jy  welcher 
durch  die  Formel  IV)  (des  §  10)  dargestellt  wird.  Bei  der  spSter  her- 
zuleitenden parametrischen  Darstellung  der  cubischen  Raumcorve  h^  selbst 
jedoch  werden  wir  als  a;^^- Ebene  eine  (zun&chst  beliebige)  zur  Kanten- 
richtung  des  Prismas  A  normale  Ebene  annehmen.  Für  diese  ist  sodann 
der  Werth  F  mit  dem  Werthe  J  identisch^  und  wir  erhalten  somit  dnreh 
Verbindung  der  Formeln  IV)  und  VIII)  die  Relation: 

IX)  a  •  c  .  c2  «  3. 

17.  Wenn  wir  in  den  Gleichungen  V)  die  Brüche  vereinigen,  sodinn 
auf  den  Zähler  die  Identität  II)  7)  anwenden,  so  erhält  die  parameiriscbe 
Darstellung  der  Curve  c^  die  neue  Form: 


X) 


X--2 


y  — - 


1    t>+t»+t 


2 


Nun    ist   die   Entfernung  PM  des   Punktes   P  ^  {xy)   der   Curve  ^ 
vom  Anfangspunkte  M  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

PM^  =  a;«  +  y\ 
oder  nach  den  Gleichungen  X): 


pjfcf 2 «  i:  (1  +  ;l2) 


2\2 


Durch  ümformaDg  des  Zählers  gemüss  der  Identität  II)  8)  erhalten  wir: 


PM*- 


l  +  A«    ,    1  +  1«    .    1  +  1* 


+ 


+ 


^1  ^2*  h 

Der   Strahl  PM  möge  die  Wendeasymptoten  «;,•   in    den  Punkten  Pi 
durchschneiden.     Der  Punkt  P,  hat  dann  die  Coordinaten: 


daher  ist: 


X,--,     3,,--; 
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und  somit: 

XI)  PJf»-  PiJtf«+  P^M^+  P^MK 

Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jeder  vom  Doppelpunkte  der  Curve  c^  ausgehende  Strahl  m 
durchschneidet  je  einmal  die  Curve  selbst,  sowie  ihre  drei 
Wendeasymptoten.  Die  Entfernung  des  ersteren  Schnittpunktes 
▼om  Doppelpunkte  ist  gleich  der  Diagonale  desjenigen  recht- 
winkeligen Parallelepipedums,  dessen  Kanten  gleich  den  Ent- 
fernungen der  drei  letzteren  Schnittpunkte  vom  Doppelpunkte 
sind. 

Der  Satz  kann  zur  Construction  der  Cur?e  c^^  deren  Wendeaysmptoten- 
Dreieck  gegeben  ist,  benutzt  werden. 

IS.  d<p  sei  im  Bogenmaasse  der  Winkel  zweier  aufeinander  folgender 
vom  Schwerpunkte  M  des  Dreiecks  d  ausgehender  Yectoren  m  und  m^ 
der  Curve  c^.     Aus  der  Gleichung  XI)  folgt  sodann: 

PM*dg>  -  PiM^d(p  -  PkM*d(p  +  PiM^d(p, 

wo  Pi  der  dem  Punkte  P  zunächstliegende  unter  den  drei  Schnittpunkten 
des  Strahles  m  mit  den  Wendeasymptoten  Wi  sein  möge.  Die  linke  Seite 
der  Gleichung  giebt  dann  den  Inhalt  desjenigen  unendlich  schmalen  Flächen- 
stttckes  an,  welches  der  Winkel  mm^  aus  der  von  ihm  durchsetzten  Flur 
der  Curve  c'^  und  die  rechte  Seite  giebt  den  Inhalt  derjenigen  FlSche^ 
welche  derselbe  Winkel  aus  der  Fläche  des  Dreiecks  ö  ausschneidet.  Nach 
unserer  Gleichung  sind  beide  Flächenstücke  gleich.  Denkt  man  sich  nun 
eine  Reihe  unendlich  kleiner  Winkel  mm^y  m^m^  u.  s.  w.  durch  Drehung 
des  Strahles  m  um  den  Schwerpunkt  M  aneinander  gelegt,  so  folgt: 

Das  von  zwei  beliebigen  Yectoren  der  Curve  (?  aus  den 
Fluren  derselben  Curve  ausgeschnittene  Flächenstück  ist  gleich 
dem  von  diesen  Yectoren  aus  dem  Wendeasjmptoten-Dreieck  der 
Curve  ausgeschnittenen  Stücke. 

Halten  wir  den  Yector  m  fest,  während  m^  eine  ganze  Umdrehung 
beschreibt,  so  ergiebt  sich: 

Der  Gesammtinhalt  der  drei  Fluren  einer  Curve  c^  ist  gleich 
dem  Flächeninhalt  des  Wendeasymptoten-Dreiecks  derselben. 

Bezüglich  der  auf  dem  Cy linder  y^  (^  1)  liegenden  doppelt  gekrümmten 
Curven  gilt  folgender  Satz: 

Projicirt  man  eine  ganz  beliebig  auf  dem  Cylinder  y^  ge- 
zogene Curve,  welche  sich  jedoch  nicht  in  der  Bichtung  der 
Erzeugenden  des  Cylinders  ins  Unendliche  erstrecken  darf,  aus 
einem  beliebigen  Punkte  der  Schwerpunkts^Q\i«^  d^^^x\^\sv.^^  t^^ 
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80  ist  von  dem  zwischen  irgend  zwei  beliebigen  Erzeugenden 
des  Projectionskegels  enthaltenen  Theile  der  Oberflftche  dieses 
Kegels  dasjenige  Stück,  welches  innerhalb  des  Prismas  A  liegt, 
inhaltsgleich  demjenigen  Flächenstttcke,  welches  durch  die 
Schalen  des  Cylinders  and  die  diese  einschliessenden  Seiten- 
flächen des  Prismas  begrenzt  wird. 

Denn  in  jede  Tangentialebene  des  Projectionskegels  schneidet  der 
Cylinder  y^  eine  Curre  c^^  das  Prisma  A  aber  deren  Wendeasjmptoten- 
Dreieck  S  ein.  Daher  gilt  für  den  in  der  Tangentialebene  befindlichen, 
von  zwei  aufeinander  folgenden  Erzeugenden  des  Projectionskegels  einge- 
schlossenen unendlich  schmalen  Flächenstreifen  dieses  Kegels  der  aus  der 
Gleichung  XI)  abgeleitete  Satz,  nach  welchem  der  innerhalb  des  Prismas  A 
enthaltene  Theil  des  Streifens  gleich  dem  zwischen  Prisma  und  Cylinder 
eingeschlossenen  Theile  desselben  ist.  Legt  man  eine  Serie  solcher  Streifen 
aneinander^  so  folgt  gleiches  für  den  zwischen  den  beiden  äussersten  Kegel- 
erzeugenden dieser  Serie  eingeschlossenen  Theil  der  Kegeloberfläche. 

Diejenigen  Theile  der  Oberfläche  des  eine  cubische  Raumcurre  des 
Systems  Qi?)  aus  ihrem  Mittelpunkte  itf(§  6)  projicirenden  Kegels  Jb^, 
welche  zwischen  dem  Cylinder  y^  und  dem  Prisma  A  eingeschlossen  sind, 
mOgen  die  Fluren  der  betreffenden  Baumcurve  genannt  werden. 
Bezüglich  derselben  erhalten  wir  also  das  Resultat: 

Der  Oesammtinhalt  der  drei  Fluren  einer  Curve  }?  ist 
gleich  dem  innerhalb  des  Prismas  A  eingeschlossenen  Theile 
der  Oberfläche  ihres  Projectionskegels  h^.  Auch  ist  der  zwischen 
zwei  Erzeugenden  des  Kegels  h^  enthaltene  Theil  der  Fluren 
der  Curve  gleich  dem  zwischen  diesen  Erzeugenden  innerhalb 
des  Prismas  A  eingeschlossenen  Theile  der  Kegeloberfläche. 

Da  auf  diesem  Projectionskegel  (nach  §  14)  auch  die  zur  Curve  }? 
conjugirte  Curve  Ji^  Hegt,  so  ergiebt  sich: 

Der  Oesammtinhalt  der  drei  Fluren  einer  Curve  }?  ist 
gleich  dem  Oesammtinhalte  der  drei  Fluren  der  zu  dieser  con- 
jugirten  Curve  t!^.  Auch  ist  der  zwischen  zwei  beliebigen 
Erzeugenden  des  Projectionskegels  A;^  enthaltene  Theil  der 
Fluren  der  einen  Curve  gleich  dem  zwischen  denselben  Er- 
zeugenden  enthaltenen  Theile    der  Fluren    der    anderen   Curve. 

19*  Aus  der  parametrischen  Darstellung  der  ebenen  Curve  <?  als 
Punktort  lässt  sich  die  parametrische  Darstellung  derselben  als  Tangenten- 
enveloppe  herleiten.  Die  Verbindungslinie  zweier  beliebiger  Punkte  (a?i,yi) 
und  (a'jjf/g)  ^8.t  die  Gleichung: 

^.   y^-y^    +y.   '^1-'"» — i_o. 
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Die  Coordinaten  der  Yerbindungslmie  sind  also: 

■ 

u  ■■  — ^^ — ^^ 1      V  ■■  — • 

Liegen  die  beiden  Punkte  auf  der  Curve  c^,  so  können  wir  die  Werthe 
von  u  und  v  mit  Hilfe  der  Gleichungen  V)  als  Functionen  der  Parameter 
A|  und  l^  der  vom  Anfangspunkte  nach  diesen  Punkten  hinfahrenden 
Vectoren  der  Curve  c'  ausdrücken.  Wir  erhalten,  indem  wir  Ui+XiVi 
mit  t'i*  und  Ufi- k^Vi  mit  ft  bezeichnen,  folgenden  Ausdruck  für  u,  in 
welchem  Zähler  und  Nenner  schon  beide  mit  der  GrOsse  iii%i^i\i\i\ 
multiplicirt  sind: 

Indem  wir  im  Zähler  jeden  Summanden  der  ersten  Klammer  mit  dem 
entsprechenden   der  zweiten  zusammenfassen,   erhält  derselbe  die  folgende 

Die  drei  hier  auftretenden  Klammern  haben,  wie  sich  durch  Ein- 
führung der  Werthe  für  ii  und  fi  ergiebt,  bezw.  den  Werth  u,- .  (A,  —  A,). 

Der  Factor  (l^  —  A^)  lässt  sich  daher  aus  Zähler  und  Nenner  durch 
gleichzeitige  Division  entfernen,  und  es  bleibt: 

(<",«".+ ''V"i+«",<",)ov',+<'.«'i+<'i''.)  ■ 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  die  Berechnaog  für  v  vorgenommen. 
Wir  erhalten: 

(<"/'. +  <'V"l+«"l<",)(''2<', +  <'»''. +  <'/.)     * 

Lassen  wir  nun  die  Curvenpunkte  {x^^  y^  und  (or,,  ^g)  in  den  Curven- 
punkt  {x^y)y  dessen  Parameter  X  ist,  zusammenfallen,  so  erhalten  wir  die 
Coordinaten  u,  v  der  Tangente  der  Curve  c'  in  diesem  Punkte 
als  Functionen  des  Parameters  A: 


XII) 


2 
S 


Hier   ißt  für  den   Nenner   noch   die   Formel  II)  8)  zur  Verwendung 
gekommen.     Für  die  conjugirte  Curve  t!^  ist: 

u^  ^  —  u^    t/  —  —  i>. 
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20.  "Wir  können  nunmehr  zur  parametrischen  Bestimmimg  des  eine 
Cnrve  des  rSamlichen  Systems  (h^)  dorchlaafenden  Punktes  übergehea. 
Za  dem  Ende  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  0  der  Schwerpnnktsachsd  p 
des  Prismas  A  der  Asymptotenebenen  zum  An&ngspnnkte  einee  recht- 
winkeligen CoordinatensystemSy  dessen  ^- Achse  die  Schwerpunktsachse  p 
selbst  sei  nnd  dessen  x-  und  ^- Achse  in  der  durch  0  senkrecht  za  p 
gelegten  Ebene  beliebig,  jedoch  rechtwinkelig  za  einander  angenommen 
werden  mOgen  (siehe  Heft  4  Ta£  IV  Fig.  7).  Die  Schnittcnrve  c*  der 
xjif-Ebene  mit  dem  Cjlinder  y^  hat  sodann  die  in  den  Oleichnngen  Y) 
angegebene  parametrische  Darstellang.  Ein  beliebiger  Punkt  P  der  ge- 
wählten Corve  h*  möge  die  Coordinaten  x,  y,  z  haben.  Den  anf  der  Cnrre  c^ 
enthaltenen  Punkt  Xj  y  nennen  wir  sodann  F\  Die  Tangente  der  Curve  1? 
im  Punkte  P  heisse  t  =  PT.  Ihre  Projection  auf  die  ory -Ebene  ist  die 
Tangente  fz^P'T'  der  Curve  c*  im  Punkte  P'.  Der  den  Punkt  P  ent- 
haltende Zweig  der  Curve  h^  durchschneide  die  xy- Ebene,  also  auch  die 
Curve  c',  im  Punkte  P^,  dessen  Parameter  wir  mit  l^  bezeichnen  wollen, 
wShrend  l  der  Parameter  des  Punktes  P'  ist.  Die  Hauptachse  h  des  zur 
Curve  A'  gehörigen  NuUsystemes  möge  die  xy- Ebene  im  Punkte  (|,  ij) 
durchbohren.  Der  senkrechte  Abstand  der  Hanpinullachse  h  von  der 
Tangentialebene  tf  des  Cylinders  y^  l&ngs  der  Erzengenden  PP'  desselben 
werde  mit  q  bezeichnet.  9  ist  im  Bogenmaasse  die  Grösse  des  Winkele, 
den  die  Tangente  /,  ein  Leitstrahl  des  Nullsystems,  mit  der  Hauptachse  k 
des  letzteren  büdet 

Wenn  wir  nun  unter  u  und  r  die  im  vorigen  Paragn^hen  berechneten 
Coordinaten  verstehen,  so  ist 

«x  +  ry  -  1  —  0 

die  Gleichung  der  Tangente  f.   Die  senkrechte  Entfernung  des  Punktes  (|,  fj) 

von  der  Geraden  t'  ist  dann: 

^  nl  +  rig-l 

Bekanntlich   wird   nun  der  Winkel  9,   den   die  Tangente   /  mit  der 
Hauptachse  des  Nullsystems  bildet,  bestimmt  durch  die  Formel: 

e 

9 
in  welcher  c,   wie  früher,   die  Constante  des  Nullsystems   bedeutet    Be- 
mchnen  wir  das  Bogenelement  der  Curve  ^  im  Punkte  P^  =  (x,  y)  mit  ä$j 
d»s  Inkrement  der  r-Coordinate  im  Punkte  P  mit  d5,  so  ist: 

d$ 


^ 
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,         .9           wS  +  viy  — 1 
dif  —  ds—  —  ds ; 


oder,  da  ds  —  Yds^  +  dy*  ist: 

In  der  rechten  Seite  dieser  Formel  sind  c,  $,  i;  Constanten ,  w&hrend 
die  Grössen  x^y,UjV  in  den  Gleichungen  V)  und  XII)  als  Functionen  ein 
und  desselben  Parameters  X  angegeben  wurden.  Wir  erhalten  daher 
durch  Integration  die  Coordinate  g  als  Function  des  Parameters  X: 

Die  untere  Grenze  des  Integrals  ist  Aq,  weil  der  Werth  der  Coordina^  0 
für  den  Werth  Xq  des  Parameters  X  verschwinden  muss. 

Aus  den  Gleichungen  Y)  oder  auch  X)  berechnen  wir: 

dl  ■  t^%%* 


+ 


dl       •  t.^^* 

unter  Benatzang  der  Gleicbaagen  X)  und  Xfl)  ergiebt  Bich  hieraus; 

dx  i      dp        ,  . 

,.  .X       dl  '     dX      ^'••*- 

Demnach  ist: 


VWhm-y^-- 


wodurch  sich  das  Integral  f&r  ;er  in  folgendes  Yerwandelt: 


-'rß 


^  -  -  •   /  (wg  +  t^i?  -  l)x^dX. 


Nun  ist  aber: 


h  ^2  ^8 


""  -  71  +  "T» + r»' 

h  •'2  ^8 

^     ~/2'"/2«"/2» 

h         h         h 
-vrie  sich  unter  Benutzung  der  Formeln  X)  oder  V)  und  der  Identitäten  II) 
iaiclit  zeigen  lässt. 

Durch   geeignete   Zusammenfassung   der  Glieder  unter  dem  Integrale 
v^emrandelt  sieh  letzteres  in  die  folgenden  drei  Integrale: 
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in  welcben 

XIII) 
gseetzt  wurde. 

Die  ümvandlasg: 


Wil  +  fil-l^A 


1 


1 


'i 


.J.     '.("»-%)-"ift.-'.) 
2d  t*  ' 


gemSse  den  Formeln  11)  1),  2),  3)  darchgefohrt  and  auf  — j>  — ^  fng 

h     's 
Weise  angewendet,  erleichtert  die  Integration,  weil  der  Ansdnick: 

ti(v»-Vi)~Viit3-t,)     ., 
(,» 
das  Differential   von  ~ — -  nacb  dem  Parameter  il  ist. 

Die  Integration  ergiebt  dabar  den  folgenden  Werlb  ftlr  e: 

'       2edl      t,       ^        (,       ^        (,      J 

2cd  L       *i»        "^        ^5        '*'        (,«      J 
Unter  tf"  versteben  wir  den  Ausdruck: 
XIV)  ti^sui+viXf,. 

Da  die  x-  und  ^-Coordinaten  des  Punktes  P  der  Cnrve  ft'  mil 
enteprecbenden  Coordinaten  des  Pnnktee  P*  der  Gurre  c*,  welche  in 
Gleichungen  V)  oder  X)  parametrlBch  dargestellt  worden,  identisch 
so  ist  hiermit  die  vollständige  parametriscbe  Darstellnog 
Curve  h"  gegeben: 

.i  +  i  +  1, 
'i    '.    '. 

.A  +  i  +  i, 


XV) 


icdl      I,       ^        I,       ^        I,      J 


21.  Durch 
kSnnon  nir  die  pftrametmeb»  X>*~ 
ZiuiUcbBt  mOgen 
der    Curre 
D^Do  eiad  dio 


besondflre  F«*(ti*lm»'    "''<<r  d«o  Werth  äet CosstiBtt i, 


2crfL 


d«o  Werth  äet  Cotstiaii  { 
CnrvQ  A'  üoch  reremicbdi. 

-ir  mit  i,  K,  !■ 
il<"  SchaittlpBeUi 
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der  in  der  o;^- Ebene  enthaltenen  ebenen  Cnrve  c'.    Gemäss  dem  im  §  8  ans- 
gesproebenen  Satze  erbalten  wir  letztere,  indem  wir  die  Coordinaten  der  Eck- 

punkte  If,  des  Wendeasymptotendreiecks  mit—  moltiplizb-en.  Nacb  Formel  VII) 
ist  daher:  3    ^^^^  3    «.-«. 

Ii-2'~d-'     ''>"2 ä~' 

Demnach   ist   der   Parameter   l^   des   aus   dem   Anfangspunkte   nacb 

dem  zum  Index  1  gehörigen  Scheitelpunkte  der  Curve  c'  gezogenen  Strahles: 

61  ""  ^'s  —  «'x 
Diesen  Werth  brauchen  wir  nur  in  die  letzte  Gleichung  der  Formel  XY) 

einzusetzen,   um   den  Werth   der  Coordinate  £^  zu   erbalten.     Nach   einer 

einfachen  Anwendung  der  Formel  II)  3)  ergiebt  sich: 

^^"  2^^*'"^^^'"27d^«• 
Hier  ist  unter  q>Q  der  zweite  Elammerausdruck  in  der  Formel  f&r  0  (XV) 
Yerstanden.    In  gleicher  Weise  berechnen  wir  ^2  ^i^^  Ss  ^^^  finden  für  die 
Coordinaten  der  drei  Scheitelpunkte  84  der  Curve  h^  die  Werthe: 


XVI) 


Q  Q  Hm 


Q  Q  Q 

^  -  ö^i^i  -  ««).   %  -  öTiK-  «1)»   ?» -  ö7:i(/i-  /i)  - 


2dv-i     '«/.    •«     2d^  »      ^"    '*     2cd^»    "'     2«<l 

Q  Q  Q 

l,-2dK-''i)'    'J.-2d(«i-«»).    f»-2^(^»-^»)-ä?d* 


Die  Summe  der  £<  ist  ebenso  wie  die  Summe  der  rii  Null;  die  Summe 
der  tt  würde  verschwinden,  wenn  (Pq  den  Werth  Null  hätte.  In  letzterem 
Falle  würde  also  auch  die  aus  den  neun  Grössen  gebildete  Determinante  ver- 
schwinden. Diese  aber  ist  das  Absolutglied  der  mittelst  Determinante  gebildeten 
Gleichung  der  Medianebene  (i  der  Curve  h\  Bestimmen  wir  also  X^  als 
Wurzel  der  Gleichung:  9  «-  0 

so  gehen  die  Medianebenen  (i  der  hiermit  auf  eine  dreifach 
unendliche  Mannigfaltigkeit  reducirten  Curven  h^  durch  den 
Coordinaten-Anfangspunkt,  welcher  demnach  der  Mittelpunkt  If  aller 
dieser  Curven  h^  ist.     Die  Werthe  für  die  ti  werden  sodann: 


XVI  a) 


3 

fs  "  öT^  vi  ""  ft)  1 


2cd 

und  die   parametrische   Bestimmung   der  Curven  h^  vereinfacht 
sich  in  die  folgende: 
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XVII) 


X 


i+i+i- 


/. 


U 


7-  +  r  +  r' 


i 


U 


z 


ar/i(^2-o 


61 


U 


+ 


Uih-h)  ^  fzifi-k) 


In    dieser  Formel   ist    beim  Werthe  von  e  noch  der  Ausdrack 


1 


a 


2cd 


durch  den  ihm  nach  Formel  IX)  gleichwerthigen  Ausdrack  ^  ersetzt  worden 

Diese  Darstellung  der  Curven  ä*  wollen  wir  den  weiteren  Ent- 
wickelangen nunmehr  allein  zu  Orunde  legen.  Da  der  Mittel- 
punkt aller  dieser  CnrYen  im  Coordinaten-Anfangspnnkte  liegt, 
so  ist  ihre  Mannigfaltigkeit  nur  noch  00',  wie  auch  die  Zahl  der 
drei  willkürlichen  Constanten  a^  £,  17  beweist. 

82.  Zur  Bestätigung  des  Mittelpunkts -Charakters  des  Coordinaterh 
Anfangspunktes  wollen  wir  hier  nachweisen,  dass  der  letztere  Punkt  die 
reelle  Mitte  der  beiden  conjugirt  imaginären  Schnittpunkte  unserer  jeti^ 
Curven  l?  mit  der  Schwerpunktsachse  p  des  Prismas  A  ist^  ine  das  ^ 
den  Mittelpunkt  der  Curven  h^  schon  im  §  7  hervorgehoben  wurde. 

Von  den  Coordinaten  der  beiden  Schnittpunkte  haben  X  und  Y  dm 
Werth  Null;  Z  werden  wir  demnach  finden,  wenn  wir  diejenigen  Werihe 
von  X  ermitteln  und  in  die  obige  Gleichung  für  e  einsetzen,  durch  wddw 
die  Werthe  von  x  und  y  gleichzeitig  annuUirt  werden.  Die  gesucht« 
Werthe  von  X  ergeben  sich  leicht  als  die  beiden  Wurzeln  der  Oleichmg: 

A)  hh  +  ith  +  hk~0. 

Aus  dieser  folgt  unter  Benutzung  von  II)  6)  und  7): 

Addiren   wir  die   linken  Seiten  dieser  Gleichungen,   so  ergiebt  sick: 


und: 


also: 


U 


±1.^3. 


In  gleicher  Weise  folgt  aus  Gleichung  A),  dass: 


ist    Fohren  wir  diesen  Werth  in  die  unter  Formel  XVII)  stehende  Oleiehmg 
flbr  f  «in,  so  erhalten  wir,  da  indem  nach  Gleichling  XIII) 

^   %!•  Ooordimatem   der  beiden   Schnittpunkte   der  enbisckei 
"^k«!  ki*  mit  d«t  i-k^Va^  4\^  tol^«ndeii: 
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Da  Z^  +  Z^^O  ist,  so  ist  der  Coordinaten-Anfangspankt  die  reelle 
Mitte  der  beiden  conjngirt  imagin&ren  Schnittpunkte,  also  nach  §  7  der 
Mittelpunkt  der  Curve  ^^,  was  zu  beweisen  war. 

Der  Abstand  der  beiden  Schnittpunkte  der  Curye  h*  mit 
der  Schwerpunktsachse  p  'des  Prismas  A  ist: 

XVma)  A^a.i.yS. 

83.  Oem&ss  den  SStzen  des  §  14  werden  zwei  coi^jugirte  cubische 
Baumcuryen  h^  und  hf^  aus  ihrem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  M 
dnreh  denselben  Kegel  dritter  Ordnung  projicirt  und  ist  der  Scheitel- 
punkt M  dieses  Kegels  jedesmal  die  Mitte  derjenigen  Strecke,  welche  auf 
einer  Oeneratrix  des  Kegels  durch  die  Gurven  h^  und  h!^  abgeschnitten 
wird.  Nun  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  aus  jedem  r&umlichen  Gebilde, 
welches  in  bestimmter  Eigenschaft  mit  einer  der  beiden  conjugirten  Curven 
Yerbunden  ist,  das  entsprechende,  zur  conjugirten  Curve  gehörige  Oebilde 
sich  Yermittelst  derselben  Projectionsart  ergeben  muss,  durch  welche  die 
eine  Curve  aus  der  anderen  entstanden  ist.  Demgemäss  giebt  uns  die 
obige  höchst  einfsiche  Beziehung  der  beiden  conjugirten  Curven  zu  einander 
Ar  die  Lage  der  HauptnuUachse  hf  der  Curve  h!^  den  Satz: 

Die  HauptnuUachse  h!  der  zu  h^  conjugirten  Curve  V  liegt 
in  der  Ebene  [Ap],  welche  die  HauptnuUachse  der  ersteren 
Curve  mit  der  Schwerpunktsacbse  des  Prismas  A  verbindet, 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  in  gleichem  Abstände  von  |>, 
wie  die  Gerade  h.  Die  Coordinaten  des  Spurpunktes  der 
Achse  h   in  der  a;^-Ebene  sind  demnach: 

Wir  können  nun  die  parametrische  Darstellung  fttr  die  Curve  V  in 
zweifacher  Weise  aus  derjenigen  der  Curve  h^  herleiten.  Nach  den  oben 
angeführten    Sätzen     des    §  14     ergiebt    sich    nämlich    aus    den    Gleich- 


ungen XVII),  dass 


XIX) 


'i    t,    t, 

'i     ^     '« 


2cd\       ti  /g  's        ' 


eine  parametrische  Darstellung  der  Coordinaten  des  die  Curve  hf^  durch- 
laufenden Punktes  ist.  Andererseits  erhalten  wir  aber  auch  eine  para- 
metrische  Darstellung  fUr  h'\  wenn  wir  in  den  Gleichungen  XVII)  die 
Constanten  u^,  v,  durch  —  u^,  -t;^,  $  und  i}  durch  —$)  —  ij  und  tchlleur 
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^-^N  i^   ^>i.,^\,^^„^^  fl-s    ^.  .^.^ii^,«»    < 


lieh  c  darch  den  noch  unbekannten  Werth  cf  ersetzen.  Wir  sind  damit 
nur  vom  Prisma  A'  und  der  Hauptnullachse  h\  statt  von  A  and  k  ans- 
gegangen.  Da  nun  k  in  dieser  zweiten  parametrischen  Darstellung  dasselbe 
bedeutet,  wie  in  der  obigen  (XIX),  so  müssen  die  Werthe  von  o/,  y,  J 
in  beiden  gleich  sein.    Für  af  und  1/  trifft  das  ersichtlich  zu,  für  sf  erhalten 

wir  im  jetzigen  Falle,  da  d,  fi  und  -=— — ^,u.s.  w.  durch  die  Einsetzung  der 
negativen  Werthe  sich  nicht  Sndem:       ^ 


Setzen  wir  beide  Werthe  von  if  gleich,  so  er^^ebt  sich: 

(/=»  —  c 
Die  Nullconstante  der  Curve  V^  ist  also   gleich  dem  nega- 
tiven Werthe  der  Nullconstante  der  conjugirten  Gnrve  h\ 

24,  Sind  x^  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  N  im 
Baume  und  u,  t^,  w  die  Coordinaten  derjenigen  Ebene  v,  welche  ihm  in 
dem  zur  Curve  If  gehörigen  Nullsjsteme  entspricht,  so  besteht  die  Gleichmig: 

1)  Ua?  +  t7y  +  IT«  —  1, 

weil  die  Ebene  v  den  Punkt  N  enth&lt.  Bekanntlich  gehört  die  Tom 
Punkte  N  auf  die  Hauptnullachse  h  des  Prismas  A  geföllte  Senkrechte^ 
also  auch  deren  Fusspunkt,  der  Ebene  v  an* 

Da  der  Fusspunkt  die  Coordinaten  |,  17,  ;e;  hat,  wo  £  und  17  die 
Coordinaten  des  Spurpunktes  der  HauptnuUachse  h  in  der  xy- Ebene 
sind,  so  ist: 

2)  w|  +  riy  +  we  —  1. 

Die  Länge  der  genannten  Senkrechten  q  ist: 


9-V(x-|)*+(y-,)». 

Die  Normale  vom  Coordinaten -Anfangspunkte  auf  die  Ebene  v  bildet 
mit  der  ir -Achse  des  Coordinatensv^temes  den  Winkel  q>\  für  dessen  Codniu 
die  Gleichung  gilt: 


cosq> 


Vii*  +  r*  +  ic« 

Der  Winkel  9>'  ist,  weil  die  ir- Achse  der  Achse  h  parallel  ist,  du 
Complement  des  Winkels  9,  den  die  Ebene  v  mit  letzterer  bildet  Dem- 
nach haben  wir:  ic 

tangtp  »  cotggf  ^ 


Da  nun  nach  bekannter  Eigenschaft  des  Nullsjstemes 
ist,  so  ergiebt  sich:  '^  ' 


I" 


*  Rej^^  Geometrie  der  Lage,  Bd.  VI  VQ. Vortrag. 
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n«-i)*+(y-'j)' 


fC 


—  c, 


>aer: 
3)  [{x  -  ^y  +  (y  -  fiY]  w^  -  c\u^  +  t^^. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  1),  2),  3)  lassen  sich  die  Coordinaten  der 
Nullebene  durch  die  des  Nullpunktes,  und  umgekehrt,  ausdrücken. 
Aus  Gleichung  1)  und  2)  folgt: 

Eingesetzt  in  Gleichung  1)  ergiebt  das: 

5)  ^,y-»»  +  «(i?a^-ly). 

(y  -  n)e 

Durch  Verbindung  von  Gleichung  4)  mit  Gleichung  3)  aber  erhalten  wir: 

mar: 

Das  unbestimmte  Vorzeichen  bleibe  mit  c  yerbunden,  bis  es  sich 
bestimmen  lässt.     Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  folgt  sodann: 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  4)  ein,  so  ergiebt  sich: 
und,  wenn  wir  den  Werth  f&r  u  in  die  Gleichung  6)  einführen: 

Hf  mm • 

1?«  —  ^yTcß 

Um  nun  über  das  unbestimmte  Vorzeichen  richtig  zu  verfiigen,  be- 
suchten wir,  dass  die  Nullebene  des  Anfangspunktes  als  Medianebene  der 
Turve  h^  deren  Scheitelpunkte  enthalten  muss.  Setzen  wir  die  Coordinaten 
les  Punktes  J^r=Jtf  alle  gleich  Null,  so  erhalten  wir  als  Coordinaten- 
iTerhältniss  der  Ebene  v  =  fi  das  folgende: 

m:!?:«?  —  1^:  —  S:Tc. 

Demnach  ist  die  Gleichung  der  Medianebene: 

nx  —  iyTce'^O. 

Man  kann  sich  nun  durch  Einsetzen  der  in  Formel  XVI)  und  XVI  a) 
regebenen  Coordinatenwerthe  der  drei  Scheitelpunkte  leicht  überzeugen, 
Ass    die   linke  Seite   der  Gleichung   nur   dann  Yerschwindet,   wenn   daa 
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untere  Vorzeichen  Yon  c  gewählt  wird.  Demnach  sind  die  Werthe 
fnr  die  Goordinaten  der  Nallebene  v  des  Pnnktee  N  die 
folgenden: 


XX) 


w  — 


n-y 


n^  —  ly  +cg 

e 


w 


nx  —  iy  +  cß 

Die  Gleichung  der  Medianebene  ist: 
XXI)  ^x-ly  +  cs'^  0. 

Aus  Gleichung  6)  erhalten  wir  den  Werth  Ton  y,  aus  Gleichung  2) 
den  Werth  von  z^  und  wenn  wir  diese  Werthe  in  Gleichung  1)  einsetien, 
so  ergiebt  sich  der  Werth  von  x. 

Es  ist  also:  / 


XXÜ) 


cv 


y^fl- 


w 


cu 

w 


z  — 


1  —  ug  —  t?iy 


25.  Mittelst  der  erhaltenen  Gleichungen  fttr  u,  v,  to  sind  wir  im 
Stande,  die  parametrische  Darstellung  des  Schmiegungsebenen- Torsos  der 
Curve  ä'  sofort  anzugeben.  Wir  brauchen  nur  in  die  Gleichungen  XX) 
die  Werthe  der  Goordinaten  a:,  y,  z  aus  den  Gleichungen  XVII)  einzusetzen 
Denn,  wenn  ein  Punkt  die  Gurve  h^  durchl&uft,  so  beschreibt  seine 
Nullebene  den  Schmiegungsebenen-Torsus  derselben. 

Bei  der  Einsetzung  der  genannten  Werthe  erhalten  wir  als  Nenner 
der  drei  Brüche  in  XX)  den  Ausdruck: 

Vereinigen    wir    die   Coefßcienten   von  —  i   so    ergiebt    sich  z.  B.  ab 

1  '• 

Goefißcient  von  —  der  folgende: 

1      ^' 


2d 
Nun  ist  aber: 


2d  =  UjVg  -  U^Vj  +  Mjt?!  —  1*1^3, 


Demgemäss  erhalten  wir: 


2<i 
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Entsprechende   Werthe    bilden    die    Coefficienten    C^    und    C^    yon 
—  bezw.  —•     Es  ist  daher: 

folglich  ergiebt  sich: 


XXIIl) 


u 


2d[lit,t,+  t,t,+  t,ti)-f,i^t^ts] 


W  «- 


als     die    parametrische    Darstellung    des    Schmiegungsebenen- 
Torsns  der  Curve  h\ 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Coordinaten  der  Ebenen  des 
Torsos  der  conjugirten  Corve  h'^  absolut  gleich  und  nur  dem  Vorzeichen 
noch  verschieden  Ton  denen  des  Torsus  yon  h^  sind;  also  ist: 

u'  —  —  u,     t/  =  —  V,     u/  •=  —  10. 

Köln,  20.  September  1898. 


:t9iia6hxiItlMMtt0mMtiku.rhjrBik.  39,  Jahrg.  1894.  5.Heh. 
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XVL 
Ein  System  monooonfooaler  Kegelsclmitte. 

Von 

Dr.  J.  Kjelleb 

in  ZOrioh. 


Hierzu  Tafel  V  Fig.  1  — 16. 


Den  Leser  dieser  Abhandlung  verweise  ich  auf  meine  zwei  firOheren 
mit  demselben  Gegenstand  sich  befassenden  Arbeiten  |  erschienen  in  der 
Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zarich:  ,üeber 
monoconfocale  Kegelschnitte*'  Bd.  XXYII  S.  1— 29  und  .Ortho- 
gonal-conjugirte  Schaaren  monooonfooaler  Kegelschnitte' 
Bd.  XXXII  8.  33  —  79.  Diesen  geometrischen  Betrachtangen  liegt  folgendes 
Princip  zu  Grande:  Es  werde  ein  Rotationskegel  gedacht,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Bildebene  liegt,  dessen  Achse  auf  dieser  senkrecht  steht  nnd 
dessen  Erzeugenden  mit  der  Achse  Winkel  von  45^  einschliessen.  Schneidet 
man  diese  Kegelfläche  mit  einer  Ebene  E  von  der  Spur  f  und  dem  Neigungs- 
winkel o  mit  der  Bildebene  und  projicirt  den  Schnitt  orthogonal  auf  £e 
Bildebene,  so  erhält  man  eine  Curve  zweiter  Ordnung,  welche  den  K^el- 
mittelpunkt  zu  einem  ihrer  Brennpunkte  J^,  die  Spur  f  zur  entsprechenden 
Directrix  und  tgci^=e  zur  numerischen  Excentricität  besitzt.  Dieser  Beziehung 
gemäss  entspricht  jeder  Ebene  des  Raumes  ein  Kegelschnitt  der  Bildebene, 
welcher  F  zum  Brennpunkte  hat  und  umgekehrt.  Damit  übertragen  sich 
alle  Fragen  über  Kegelschnitte  in  der  Bildebene  mit  einem  gemeinsamen 
Brenopunkte  auf  Fragen  nach  Ebenen  des  Raumes,  welche  mit  jener  Funds- 
mentalkegelfläche  in  gewisser  Beziehung  stehen.  Auf  S.  34  —  37  der  zweiten 
der  vorhin  citirten  Abhandlungen  ist  eine  kurz  gefasste  Recapitulation  der 
ersteren  grundlegenden  gegeben.  Diese  zweite  Abhandlung  selbst  befasst  sieh 
dann  eingehend  mit  dem  System  monoconfocaler  Kegelschnitte ,  welche  zwei 
gemeinsame  Tangenten  besitzen,  sowie  mit  seinem  orthogonal •  conjagirten 
System  mit  zwei  imaginären  gemeinsamen  Tangenten. 

Die  vorliegende  dritte  Arbeit  über  dieses  Thema  beschäftigt  sich  mit 
der  Frage  nach  solchen  Kegelschnitten  des  Systems,  welche  einen  fest  ge- 
gebenen berühren  und  denen  ein  vorgeschriebenes  Achsenverh&ltniss  resp. 
eine  vorgeschriebene  numerische  Excentricität  zukommt.  Räumlich  kommt 
diese  Frage  auf  die  Untersuchung  der  Fläche  zurück,  gebildet  von  den 
Ebenen ,  welche  einen  bestimmten  auf  der  Fundamentalkegelfläcbe  liegenden 


r 
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Seien  F  und  f  Brennpunkt  und  entsprechende  Direotrix  eines  anf  der 
Bildebene  liegenden  Kegelschnittes  E,  der  Parameter  j)  die  Entfernung  (F,  f) 
nnd  e  die  numerische  Excentricität.  Wählen  wir  f  als  Ordinalen-  und  das 
Perpendikel  aus  F  auf  ^aU  Abscissenachse  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
sjstema,  dann  lautet  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  E: 

1)  (l-e')a:*  +  y'-2;)x  +  f.»  =  0. 

Die  entsprechende  Ebene  E  des  lianmea  hat  f  zur  Spur  mit  der  Bild- 
ebene und  achliesst  mit  dieser  einen  Winkel  a  ein,  so  dass  tgtt  = 
Bezogen  auf  das  rechtwinklige  räumliche  Coordinatensystem,  dessen  x- nnd 
4/-Ächae  mit  den  auf  der  Bildebene  liegenden  übereinstimmen,  heisst  die 
Gleichung  dieser  Ebene: 

2)  ex-e  =  0. 
Die  mit  dieser  zur  Bildebene  symmetriäcb  gelegene  Ebene  ex  +  e^O 

würde  die  FnndainentalkegelMche  in  einer  Curve  schneiden,  deren  Ortho- 
gonal projection  mit  E  zunammenfillU.  —  Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  des 
Kegelacbnitles  E  von  den  Coordinaten  Xi,  y, ,  dann  ist 

3}  [(!-«')*, -p]a:  +  y,j/  +  5'(i'-a:,)=0 

die  Gleichung  der  Tangtnte  (  in  P  an  E.  Die  Ebene  E  schneidet  die  Funda- 
mental kegelQäc  he  in  einer  Curve  E^,  deren  Orthogonal  projection  K  ist. 
Dem  Punkte  P  auf  E  entspricht  auf  Kr  ein  Punkt  P,  und  der  Tangente  ( 
die  Tangente  Ir  in  Pr-  Es  sollen  jetzt  durch  t^  die  zwei  Ebenen  gelegt 
werden,  welchemit  der  Bildebene  den  vorgeschriebenen  Winkel  ipeinsohlieaaen. 
Die  Tangente  tr   erscheint  als  Schnittlinie  der  zwei  Ebenen: 

Demnach  ist 
4)  E-kN^ex-e-m{i-e^)x,-p-}x  +  tf,!,  +  p{p-x,)\^0 
die  Gleichung   irgend   einer  durch  tr  gehenden  Ebene.     Transformiren   wir 
diese  Gleichung  anf  die  Normalform:  , 

g.  ex-g  —  H[{l-e')x,-p]x  +  ij,y  +  p{p-x,)\  ^^ 

I  j/{e-i[{l-e*)x-p\\^  +  X^y\+l 

dann  ist  der  Winkel  tp,  den  diese  Ebene  mit  der  Bildebene  einschliesst, 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 

6)  rnj  .  m  =  m  =  -  —  -       -   ■ 

Durch  ümformang  gebt  diese  Gleichung  über  in 

7)  fn^i[(\-c^)x^-py+!,\\k-'^2m'e[[\^r^}x,-p]l+m'e'+m'-l  =  0, 
oder  nnter  Benutzung  der  Bedingung,  dass  P(x,^,l  auf  K  liegt,  in 

7')  ».»e"i,[(l-c»)x^-2i»]i*-2m'e[{l-c»)a:,-plA  +  m»e*+m*-l=^ 
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Die  Gleichung  7)  ist  in  l  vom  zweiten  Grade  und  liefert  zwei  Wurzeln 
Aj,  A,;  diesen  entsprechen  nach  4)  die  zwei  Ebenen: 


8) 


lj?-A,2^=ca;-*-A,{[(l-e»J«,-jp|«+y,y+p(j»-a!,)}=0. 

Die  Wnrzelwertiie  X^,  l,   sind   reell  und  von   einander  Terschieden, 
reell  nnd  einander  gleich  oder  conjngirt-complez,  je  nachdem 

I.  Fall:  t»V  +  fii«-l<0. 

Bei  dieser  Annahme  wird  die  linke  Seite  der  Ungleichung  9)  positiv, 
folglich  werden  A^  und  X^  reell  und  you  einander  Terschieden;  aus 

folgt: 


das  heisst: 

also: 

9>a. 

Wenn  somit  die  gesuchte  Ebene  mit  der  Bildebene  einen  Winkel  f 
einschliesst,  der  grösser  ist  als  der  Winkel  a,  den  die  gegebene  Ebene  E 
mit  der  Bildebene  macht,  dann  giebt  es  durch  jede  Tangente  des  Kegel- 
schnittes Kr  stets  zwei  reelle  und  yon  einander  yerschiedene  Ebenen  der 
verlangten  Art. 

II.  Fall:  in*e«  +  i»*-l  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  in  A,  z.B.  Xit=0 
und  dieser  entspricht  die  Ebene  E  =  ex  —  0  =  0  selbst;  die  andere  Wnnel 

'^f;  2e[(I-eV.-p] 

Aus  der  Annahme:  m^e^  +  fn^  —  1  =^  0  folgt  q>=^€ty  das  heisst:  Wenn 
die  gesuchte  Ebene  mit  der  Bildebene  denselben  Winkel  o  einschliesst,  wie 
die  gegebene  Ebene  jEJ,  so  gehen  gleichfalls  durch  jede  Tangente  des  Kegel- 
schnittes Kr  zwei  Ebenen;  die  eine  fSllt  jeweilen  mit  der  gegebenen  m- 
sammen,  die  andere  ist  davon  verschieden  und  besitzt  die  Gleichung: 

m   Fall:  ♦»«e«  +  »»«-l>0. 

Bei  diesei*  Voraussetzung  kann  die  linke  Seite  der  Ungleichung  9)  negati? 
werden.  Fassen  wir  fUr  einen  Augenblick  x^  und  y^  als  variable  Coordinaten 
auf,  80  stellt  die  Gleichung 

m«6«[(l  -  e«)«^ -jp]*- (niV  + w«  -  1){ [(1  -  e«)fl:i -p]«+y«i}  =0 

ein  Paar  gerader  Linien  dar,   denn  sie  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 
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oder: 

{/rr^[(l_e«)ir,-i>]~>/ni«e«+ni««ly,}  =  a 

Ist  nan  e  Yon  1  yerschieden,  das  heisst  ist  K  Ellipse  oder  Hyperbel, 
so  liegt  dieses  Linienpaar  symmetrisch  zur  x- Achse  und  sein  Schnittpunkt 
fällt  in  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K.  Die  Winkel  S ,  welche  diese 
Geraden  mit  der  positiven  o;- Achse  einschliessen,  sind  bestimmt  durch  die 
Gleichung : 


I 


12)  tgi  =  ±(l-i*)j/^^ 


-m" 


'c»+«i»-  1 

Ist  e  =  l,  das  heisst  der  Kegelschnitt  K  eine  Parabel,  dann  besteht 
dieses  Linienpaar  ans  zwei  zur  a;- Achse  parallelen  Geraden  und  ihre  Ent- 
fernungen von  derselben  sind  gegeben  durch  den  Ausdruck: 


13) 


^=^^yl^ 


Für  die  Schnittpunkte  dieses  Linienpaares  mit  dem  Kegelschnitt  K 
(Grenzpunkte)  sind  die  zwei  Wurzeln  X  reell  und  zusammenfallend.  Ist  9>  =  0, 
das  heisst  m«=:  1,  dann  rereinigen  sich  die  zwei  Geraden  mit  der  je -Achse, 
die  Grenzpunkte  rücken  in  die  Scheitel  der  grossen  Achse  resp.  in  den  Scheitel 
der  Parabel;  für  alle  anderen  Paukte  des  Kegelschnittes  K  sind  die  X  con- 
jugirt-complex.  Wächst  nun  g?,  so  verkleinert  sich  m,  folglich  rergrössert 
sich  d  resp.  d,  das  heisst,  die  Grenzpunkte  entfernen  sich  von  den  Scheiteln 
der  grossen  Achse  und  nfthem  sich  den  Scheiteln  der  kleinen  resp.  bei  der 
Parabel  dem  unendlichen.  Für  die  Theile  der  Curve  zwischen  den  Scheiteln 
der  grossen  Achse  und  den  Grenzpunkten  sind  il|  und  i^  reell  und  von 
einander  rersohieden,  für  die  Orenzpunkte  reell  und  einander  gleich ,  für  die 
übrigen  Theile  conjugirt-complex. 

^  ^^*  [E"  X,N] [J5;-  X^N]  =  0, 

^^^"^  -E*  -  (Ai  +  x;)EN+  X^  X^N*  =  0 

die  Gleichung  des   gesuchten   durch  tr  gehenden  Ebenenpaares.    Nun  folgt 
aus  der  Gleichung  7): 

Demnach  lautet  die  Gleichung  unseres  Ebenenpaares: 

me+m-  {([l-e»)«i-i>]as+yiy+j)(i)-*,)}«t=0. 


14) 


Variren  wir  den  Punkt  («j,  Pi)  auf  dem  Kegelschnitte  £',  so  varirt 
auch  dieses  Ebenenpaar   und  umhüllt  eine  gewisse  develo^p&ble  Fl<tebft  F> 


Ein  Sjatem  monoconrocaler  Kegel  schnitte. 

die  EnTeloppe  der  Ebenen ,  nelcbe  Kr  berOhren  und  mit  der  Bildebene  den 
I  Winkel  9  einEchli essen,     e  =  0  liefert  den  Schnitt  dieses  Ebeneopttares 
t^ei  Bildebene: 

'''■-iaX7-],ii;;],iKi-»-)^.-i.i»+!>,.+f(p-.,)i 


15) 


den 

\ 


•■Il(l-e*).r,-l>]'+»',| 
ein  Linienpaar,  die  Directriien  der  zwei  Kegelschnitte  repräsentirend ,  welche 
K  in  dem  Punkte  {x, ,  y,)  berühren  und  eine  vorgeschriebene  numerische 
Eicentricität  besitzen.  Durch  Variation  des  Punktes  {x^,  t/,)  auf  K  varirl 
auch  dieses  Linienpaar  und  umhUUt  eine  gewisse  Curre,  den  Schnitt  der 
vorbin  ern&hnten  developpablen  Fläche  mit  der  Bildebene ,  die  Enveloppe 
der  Oirectriien  aller  Kegelschnitte,  welche  den  gegebenen  K  berQhren  und 
I  ein  bestimmtes  Achsen verhSltniaa  besitzen. 

'  Treten  wir   nun   vorläufig  etwas   nSher  auf  die  couatructive  Seite  der 

Sache  ein.  Set  Sr  ein  beliebig  im  Räume  gewBhlter  Punkt,  gegeben  darcli 
seine  Orthogonalprojection  S  und  die  Cot«  s  (siehe  Fig.  1  resp.  1*).  Denken 
wir  uns  durch  Sr  eucceasive  Ebenen  gelegt,  die  zu  den  Tangentialebenen  dei 
developpablen  Fläche  F  parallel  sind,  so  umhUlien  diese  einen  geraden  Ereii- 
kegel,  dessen  Eneugenden  mit  der  Dildebene  den  Winkel  tp  einecbliesBes; 
L  _  es  ist  der  Ricbtungsbegel  der  developpablen  FISche.  Dieser  besitzt  auch  die 
'  weitere   Eigenschaft,    dass    seine  Erzeugenden    zu    den    entsprechenden  Er- 

'  leugenden    der    developpablen  Flache   parallel   sind.     Sollen  nun  durch  di« 

Tangente  I,  die  Ebenen  gelegt  werden ,  welche  mit  der  Bildebene  den  Winkel  9 
'  einschliessen ,    so    geschieht    dieses   am    einfachsten    durch    Benutzung  d« 

)  Richtung« kegeis :  Wir  legen  durch  die  Spitze  S,  desselben  die  Ebene  E*.  welche 

I  tu  E  parallel    ist;   {*  ist  die  Spur   derselben.     Durch   Sr  denken   wir  am 

ferner   eine    Parallele  f?  zu  tr  gebogen;   (•   parallel  so  (    ist  deren  Orlho- 
'  gonalprojection.    Sowie  nun  T  die  Spar  der  Tangente  f,  mit  der  Bildebene 

ist,  so  ist  auch  T*  die  Spur  des  Parallelstrahles  (*.  Durch  C  legen  wir 
jetzt  die  inei  im  Allgemeinen  müglicben  Tangentialebenen  an  den  Bicbtungt- 
kegel;  die  Tangenten  aas  T*  an  die  Kegelbagis  S  sind  die  Spuren  derselben. 
Sie  berQhren  den  Kegel  Ifin^  den  Erzeugenden  Sr(^,  S,Qi.  DiednrohJ, 
an  unsere  developpable  Ft&che  gehenden  Tangenttatebenen  sind  nun  tn 
diesen  Tangentialebenen  des  Bichtungskegels  parallel,  sowie  auch  ihre  Be- 
rOhrangseneugenden  PtQu  P.Qi  zu  S,Q'  resp,  SrQT.  Ziehen  wir  dahtr 
dnrcfa  T  die  Puallelen  zu  T*Q*  und  T*Qt,  so  ergeben  sich  die  Spnres 
dieser  Tangen ti^ebenen  und  die  Perpendikel  aus  P  auf  sie  sind  die  Ortho- 
gonalprojection en  der  Erzeugenden  -Pr^i,  Pr<ht  in  denen  die  Ebenen  di* 
developpable  Flüche  berühren.  Demnach  sind  auch  Q,  und  Q,  die  Berahmo^ 
punkte  der  Tangenten  TQi,  TQ,  mit  der  Sparcorre  der  developpablen  Flache. 
In  dem  Falle,  wo  qj  <  o  ist,  schneidet  die  Spur  f  der  Ebene  fi' 
d«9  Bichtungkegels  l,s\«V  ?"i?.  1  wa?,  2»V  -  Den   Strahlen  I', 
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welche  aus  8  nach  diesen  Schnittpunkten  Q*  und  Qt  gehen ,  entsprechen  je 
zwei  zusammenfallende  Tangentialehenen  des  Bichtungskegels ,  somit  auch  den 
resp.  parallelen  Tangenten  t  des  Kegelschnittes  IT  je  zwei  zusammenfallende 
Tangentialebenen  der  developpablen  Flftche.  Fttr  alle  Strahlen  f*,  welche 
zwischen  SQ*  und  SQi  liegen,  werden  die  bezüglichen  Tangentialebenen 
imaginär;  für  die  ausserhalb  SQ,,  SQt  liegenden  reell  und  von  einander 
verschieden ;  es  entspricht  diese  Annahme  dem  Falle  III  auf  S.  292.  Wftre 
9>  >  a ,  wttrde  f^  ganz  ausserhalb  der  Spurcurre  8  liegen  und  jeder  be- 
liebigen Richtung  von  ^  entsprechen  dann  zwei  von  einander  verschiedene 
Tangentialebenen  (Fall  I  auf  S.  292).  Im  Grenzfalle  (p  =  a  wttrde  f*  den 
Kreis  8  bertthren  und  es  entsprechen  jeder  beliebigen  Richtung  von  t*  zwei 
von  einander  verschiedene  Tangentialebenen,  von  denen  die  eine  jeweilen 
mit  E*^  also  ihre  Parallelebene  durch  ir  mit  E  zusammenfällt  (Fall  II  auf 
S.292).  —  Den  horizontalen  Tangenten  der  Spurcurve  8  des  Richtungskegels  in 
Qii  Qt  nnd  Qjft  Qa  (siehe  Fig.  2*  resp.  2)  entsprechen  horizontale  Tangenten 
der  Spurcurve  der  developpablen  FlSche;  ihre  Berührungspunkte  Q^,  Qz, 
Qy,  Qu  liefern  somit  die  Maximal-  resp.  Minimalstellen  dieser  Curve. 
Natürlich  liegen  diese  Punkte  mit  den  entsprechenden  Punkten  des  Funda- 
mentalkegelschnittes K  auf  Parallelen  zur  y  -  Achse. 

Zum  Zwecke  der  vollständigen  analytischen  Bestimmung  der  develop- 
pablen Fläche  gehen  wir  jetzt  darauf  aus,  die  Gleichung  der  Be^hrungs- 
sehne  Q^  Q^  abzuleiten  (siehe  Fig.  1).  Diese  ist  die  Polare  des  Punktes  T 
in  Bezug  auf  den  Kreis  P,  welcher  P  zum  Mittelpunkte  und  den  Radius 
PQi=PQ%  besitzt.  Bezeichnen  wir  diesen  Radius  mit  q  und  die  Höhe 
des  Punktes  P  über  der  Bildebene  mit  ^,  so  ist 

t 

aus  der  Gleichung  2)  der  Ebene  E  folgt  aber 

somit: 

ex,         2       c*ic*i  nt*       g  ^ 

tgg)         ^  tg^q)  1  —  w*  ' 


Demnach  lautet  die  Gleichung  des  Kreises  P: 
16)  {X  -  x,)»+  (y  -  ».)' -  -^r  x\  =  0. 


Der  Punkt  T,  als  Schnittpunkt  der  y  •  Achse  mit  der  Tangente  t  (siehe 
Gleichung  3),  bat  die  Coordinaten: 

somit  lautet  die  Gleichung  der  Berührungssehne  QiQfi 
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oder  nach  gehöriger  Umformung  und  anter  Benntzang  der  Bedingung,  dasa 
P(«i,  y{)  auf  K  liegt: 

17)  (l-ni«)yi.a;-(l--m«)[(l«c«K-i>](y-y,)  +  (mV+m«-l)«iy,=0. 

Die  Ebene,  welche  aus  dem  Punkte  Pr  nach  dieser  Geraden  geht, 
schneidet  das  Tangentialebenenpaar  14)  in  den  bezüglichen  Berflhnings- 
erzeugenden  der  developpablen  FlSche.  Schreiben  wir  für  einen  AngenbUck 
die  Gleichung  der  Berührungssehne  QiQ^  abkürzungsweise: 

Ax  +  By  +  C=0. 
dann  stellt  die  Gleichung 

Äx  +  By  +  C-Xe  =  0 

irgend  eine  durch  {Q^  Q^)  gehende  Ebene  dar.  Soll  diese  Ebene  den  Punkt  Pr 
enthalten ,  so  müssen  seine  Coordinaten  diese  Gleichong  erfiUlen;  ee  ergiebt 
sich  somit  für  i  die  Bedingungsgleichung: 

Äx^  +  By^  +  C-keXi^O, 
woraus  folgt:  ^        Äx,+By,+  C 


exi 


(l-m«)y,x-(l-m«)[(l-f«)x,-i>](y-y,) 

+  (m*««+  m*—  l)Xiy,  —  «i««y^5  =  0. 


Setzen  wir  für  ii,  B,  C  die  aus  der  Gleichung  17)  zu  entnehmendeB 
Werthe  ein,  so  folgt: 

Demnach  erhSlt  die  Ebene  PrQiQ%  die  Gleichong: 

18)  { 

Unsere  devoleppable  FlSche  ist  nunmehr  bestimmt  durch  das  System 
folgender  drei  Gleichungen: 

1)    (l-e*)jc»,+f*,-2p*i  +  j>»=0, 

(■•»{:(l-0',-J']*+y*,)  («-5)»-2em«[(l  -  e*)x,-|.](«-i) 

X  {[(!-«*, 'i-p]»+yiS'+j»(i»-«i)l 

+  («iV+«i^l){[(l-«»)«,-J'J*+»i»+jKi»-*,)}=". 

(1  -  m*)y,x  -  U- ■»*)[(!- «*)'i -^(f-y,) 

+  («V  +  ■•*  -  l)x,y, -  «•«ey, . «  =  0. 

Die  EUmiimtioii  der  nrei  GtCaaen  x^,  jtj  ans  dieaen  Qleichiingen  wOidt 
die  Qlttdrang  der  Fliehe  ia  x,  jr,  ^  ergeben.  Sie  wird  in  diesen  YariiUai 
vom  Mktaa  Gnde.  Sraetien  irir  m  durch  —  m,  ogiebt  sieh  die  developiitUe 
nUn  "ft  «ekhe  dem  inr  Bildebene  sjmmetriachen  Kegelschnitte  -Xf 

«ir  in  dem  Glachnagisj slem  I)  x  s=  0  werden,  erfUnei 
TM  dar  dsivek^pnblea  Flidte  mit  der  Bildebene;  dieMlbt 
dmk  dtt  Sptem  fol^udar  GldehnDgen : 


I) 


14) 


18)        { 
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1)    (l-e»)a;»,  +  y»,~2i>»,+j>>  =  0, 

m»j[(l-«*)a;,-p]»  +  y»i}c»«»-2e»m«[(l-«»)!t,-|»J 
1'  ^14')  x{[(l-e»)«,-i>]«  +  y,y+l>(l> -«,)}« 

U8')  (l-m>)y^x- (l-m»)[(l-e«)a5j-i>](y-yi)+(m»c»+m»- l)a;,y,  =  0. 

Je  zwei  Eraengende  der  devoleppablen  Fläche  liegen  STmmetrisch  znr 
««-Ebene.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  solcher  Erzengenden  ist  eine  auf  der 
a;«. Ebene  gelegene  Doppelcnrve  der  Fläche;  sie  ist  vom  vierten  Grade  und 
wird  bestimmt  durch  das  System  von  Gleichungen,  das  sich  aus  dem 
Systeme  I)  ergiebt,  indem  man  dort  x^^O  setzt: 

rfn»{[(l-c*)a!,-J>]*  +  y*il  {ex  -  «)» -  2em»[ll-e*)a;,-  j)](eai - s) 
1")  JU")  x{[(l-e«)*,-i>]a;+i>(l)-«,)} 

+  {tn'e*+m*-l)l[{l-e^Xi-p]x+pip-x^)]=zO, 
18")  (l-i»«)ir+(l-m*)f(l-e»)a;,-i»]+(»n»e»+in»-l)a!,-»n»e«=0. 

Specieller  Fall  der  Parabel. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  K  eine  Parabel,  so  gehen  die  bezüg- 
lichen Resultate  aus  den  Gleichungssystemen  I)  II)  III)  hervor,  indem  man 
in  denselben  e  =  1  setzt: 

1,)     »\-2px,+p*==0, 

m*[p*  +  y\]{x-ey+2m*p{x—e)[—px-i-p,y+p{p—Xt)] 

+  {2m*-l)[-px  +  y^y+p(p-Xt)]'=0, 

18,)    (l-m*)y,«  +  (l-m«)i>(y-y,)  +  (2m«-l)«iyi-«i»y,*=  0. 

Ix)    y»,-2par,  +  p»=0, 

m*[p»-f  y*,]«*+ 2»»«p[- p« -f- y,y  +  p(p  -  a;,)]« 

+  {2m* -l)[-px  +  y^y  +  p{p -  x,)]  =  0, 

US;)     (l-w»)y,a;  +  {l-»»»)p{y-y,)  +  (2m»-l)«,yi  =  0. 

1,)    y»,-2pa!,  +  P*  =  0, 

mnp*  +  t/*t]{'!-e)*  +  2m*p>{x-g)[-x+p-Xt] 

+  {2m*-l)p[-x  +  p-x^]  =  0, 

I8j )    (1  -  m»)  ar  -  (1  -  m«)p  +  (2m*-  1)«,  -  m*e  =  0. 

Ich  behalte  mir  eine  nähere  Discussion  dieser  auf  den  allgemeinen 
Fall  sich  beziehenden  Gleichungssysteme  auf  eine  spätere  Untersuchung 
vor  und  wende  mich  hier  nocfa  zur  Betrachtung  eines  Secialfalles.  — 
Qeometrischerseits  sind  in  den  Figuren  3  —  9  einige  typische  Hauptftlle 
tusammengestellt.  In  denselben  ist  der  fest  gegebene  Kegelschnitt  K 
darch  den  Brennponkt  F,  die  Directrix  f  und  die  nnmerisehe  Ezoentricität 
e^tga  bestimmt;  die  letztere  ist  geometrisch  repräsentirt  duroh  die  FalU 


I.) 


14.)  (' 


I'.) 


K)  [ 


1'.) 


14;')  (' 


^^B  de 


Linie  X{B,)  dar  Ebene  E,    welche   der   rSninliobe    Vertreter    dee 

Schnittes  E  ist.  Die  von  F  ausgehenden  znr  Brennpunktäachse  des  Kegel- 
schnittes K  unter  45"  geaeigte  Gerade  F{Ä,)iBr)  achneidet  die  Fdl-Liue 
in(£r)  and  ihre  symmetrische  iu(J,),  woraus  sich  die  Orthogonal projecttooeo 
£,J  sofort  ergeben.  Damit  findet  man  dann  den  Mittelpunkt  0  und  die  kleine 
Achse  C,  D  resp.  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  K.  Die  punktirt! 
Curve  ist  die  'Spurcurve  der  developpablen  Fläche,  die  Enveloppe  der 
Directrixen  aller  Kegelschnitte  des  gesnchten  Systems ,  mittelst  des  Richtoii^- 
kegels  aus  der  beliebig  angenommenen  Spitze  S  construirt.  Ausser  einigen 
Punkten  Toa  allgemeiner  Lage  sind  von  dieser  Spurcurve  im  Besondern 
die  Maximal-  und  Minimalstellen  Q^,  Qy,  Q^,  Qu  angegeben;  eTeutnell  Cernei 
die  auf  der  Directrix  f  befindlichen  Gienzpnnkte  Qg,  Qu,  ia  wdcben  die 
Tangenten  auf  dcu  bezüglichen  Tangenten  des  Kegelschnittes  E  eenkrecbl 
stehen.  Die  auf  der  x- Achse  gelegenen  Scheitel  Q„,  Qt  dieser  Cur ve  lind 
ebenfalls  leicht  erh&ltüch  mittelst  der  Strahlen,  die  von  (.^r)  und  (B,] 
ausgehen  und  unter  dem  Winkel  ip  zu  Jener  geneigt  sind.  Ist  K  eiw 
Hyperbel  und  y  <  a,  so  entsprechen  ihren  Asymptoten  Asymptoten  unterer 
Spurcurve,  Im  Allgemeinen  zeigt  diese  Curve  einen  auf  der  ;r-Actw 
liegenden  Doppelpunkt;  offenbar  die  Stelle,  wo  die  Doppelcurve  der 
developpablen  Fläche  die  Ebene  {x,  y)  schneidet;  femer  weist  sie  ZKei  tor 
x-Äcbse  symmetriecb  liegende  SUckkebrpnnkte  auf;  in  diesen  wird  die  Bflei- 
kehrcnrve  der  developpablen  Fläche  die  Ebene  [x,  y)  treffen.  Im  AUgemeiiiu 
besteht  die  gesammte  Curve  aus  zwei  von  einander  gesonderten  TbeiJu. 
Wenn  tp  >  a  ist,  so  zeigen  sich  keine  Grenzpunkte  und  der  eine  Tbeil  iit 
alsdann  der  Ort  der  Gegenpunkte  zu  den  Punkten  des  anderen  in 
auf  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  K\  ist  71  <  a,  dann  glebt  e« 
punkte  und  rackstcbtlich  dieser  Gegenpunkte  entspricht  jeder  Tbeil  sieb : 

In  Figur  3  ist  e  ^  tg a  =  ^t     tgip  =  ^-     Die   gegebene  Ellipu 

sitzt  somit  das  Acbsenverbältniss  — s=j/l—  e*  =  öK^i   "Ehrend  den  Eilips« 

des  gesuchten  Systems  ein  solches  von  y^|/95  zukommt.    Da  9  <  c,  gitU 

es  vier  Grenzponkte  anf  K,  6',  G".  H',  H",  denen  auf  der  flpuMm 
die  Punkte  Q',  Q}',  Q[,  Q'^'  entsprechen.  Jeder  der  Kwei  Tbeil«  diu« 
Curve   enspricht  bezüglich   der   vorhin   erwUbuten  Gegenpunkte  »cb  M^hA 

In  Figur  4  ist  t.  gleichfalls  ;7->  dagegen  tg<p=rr'     Die  KegeltcbuHi 

des  gesuchten  ''"  '  her  mit  2  K'^  ^''^  kleineres  AcbsenverbSIliia 

[b  ß  keine;    die  Spurcurve   trifft  Mff  die 

entspricht  dem  kleineren ,  den  D(^ 

■enthaltenden    Curventheil    beitlglidt  tt 
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Figur  5  bietet  uns  io 
cilfit  C'=^\  fUr  das  gesuchte  System  ist  tgip  = 


HTperbel  mit  der  namerischen  Excentri- 

1 

,_,  daagelbe  besteht  dabei 
/2 


ans  Ellipsen,  deren  lineare  Excentricität  mit  der  kleinen  Äcbse  Über- 
einstimmt. Da  g;  <.<■,  treten  wieder  Tier  Orenzpunkte  anf;  jeder  Curven- 
tbeil  entspricht  sich  selbst  bezUglicb  der  Gegenpunkte.  Asymptoten  besitzt 
die  Spurcuire  keine.  . 

In  Figur  6   ist  K  wieder   eine  Hyperbel  mit  c  =  j,    dagegen  ist  tgf 

zu  dem  vorhergehenden  Werthe  reciprok,  also  gleich  f^2;  das  gesuchte 
System  besteht  somit  aus  gleicuseitigeu  Hyperbelo.  Qrenzpunkte  existireu 
keine;  die  Spureiirve  besteht  aus  zwei  Theilen,  jeder  mit  zwei  Asymptoten. 
Dem  einen  entspricht  bezüglich  der  Gegenpankte  der  andere.  Das  Maximum 
.9,  und  das  Minimum  Q^  fallen  nahezu  in  die  RUckkehrpunkte. 
Figur  7  enthält  als  Fuudamentalcurve  K  eine  Parabel ,  somit  c 
4 


igip   ist  7-     Es  e 


3  somit  die  Kegelschnitte  dei 


Systems  Ellipsen 


mit  dem  AchsenverbSltniss  ^  -     Grenzpunkte    giebt    es   hier  nur  2wei ; 

purcurve  besteht  aus  einem  einzigen  Theile,  der  in  Dezng  auf  die  Gegen- 
ponkte  sich  selbst  entspricht.  , 

In  Figur  8  \siK  wieder  eine  Parabel,  dagegen  t9<f=j'    Die  gesuchten 
KegciGchnittc  sind  daher  Hyperbeln  mit  dem  AchsenverhilUnissa: 
3 


inden.     1 


Grenzpunkte  sind  keine  vorhanden.     Die  Enveloppe  der  DireRtrixeu  besteht 
SUB  zwei  Aesten,  die  sich  gcgenpuuktlicb  entsprechen. 

Die  Figur  9  zeigt  uns  noch  den  Specialfatl,  wo  die  Curven  des  ge- 
sucbtun  Systems  Parabeln  sind.  Hier  reducirt  sich  der  eine  Theil  der  Spnr- 
eurve  auf  den  Brennpunkt  F  resp.  auf  das  StrahlenbUachel  aus  diesem; 
äie  bezüglichen  Cnrveu  bestehen  aus  den  doppelt  gelegten  Strecken  FP. 
Der  andere  Tbeil  ist  der  Kreis,  beschrieben  aus  dem  zweiten  Brennpunkte 
des  Kegelschnittes  K  als  Mittelpnnkt  mit  dem  Radius  gleich  der  grossen 
Achse  dieses  Kegelschnittes;  in  der  That  ist  dieser  Kreis  der  Ort  der  Oegen- 
punkte  des  Brennpunktes  F  in  Bezug  auf  alle  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes K. 

Speoial&U :  (p  =  u. 
Eine  uShere  Üelrachtang  wollen  wir  dem  Falle  zuwenden ,  wo  91  —  <■ 
iJsL  Die  gesuchten  Kegelschnitte  besitzen  dann  das  nämliche  Achsen- 
TflrhBltnisa ,  wie  der  fest  gegebene  K.  Die  developpable  FlOche  zerteilt 
bier  in  zwei  Theile;  der  eine  besteht  in  der  Ebene  E  (viorfacb  zu  rechnen), 
ier  andere  aus  einer  eigentlichen  developpabten  Fläche  vierter  Ordnung, 
iinhOlU  von  den  Ebenen,  welche  den  Fundamentalkogelschnitt  JT,  betttb.wii. 
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nnd  mit  der  Bildebene  den  Winkel  a  einschliessen.  Die  Spnrconre  auf 
der  Ebene  {x,  p)  zerftllt  in  die  Directriz  f  (yier£EU^b  zn  rechnen)  nnd  in 
eine  Cnrre  vierter  Ordnung,  die  Enveloppe  der  Directrixen  aller  Kegel- 
schnitte, welche  den  fest  gegebenen  berühren  und  mit  ihm  das  gleiche 
Achsenyerhftltniss  besitzen.  Diese  Spurcurve  ist  der  Ort  der  Gegenpunkte 
zu  den  Punkten  der  Directrix  f  bezüglich  der  Tangenten  des  Kegelschnittes  K] 
infolge  dessen  ist  sie  geometrisch  sehr  leicht  zu  construiren ,  ohne  Benutzung 
des  Bichtungskegels.  Die  Doppelcurye  der  developpablen  FlSche  zerfiült 
gleichfalls  in  zwei  Theile;  in  eine  Gerade  (doppelt  zu  rechnen),  die  auf 
der  Ebene  (o?,  g)  liegende  Fall -Linie  der  Ebene  E  und  in  eine  Gurre  zweiten 
Grades,  die  eigentliche  Doppelcurve  der  hier  auftretenden  dereloppablen  FlSche 
vierter  Ordnung.  Die  sich  auf  diesen  Fall  beziehenden  analytischen  Resultate 
ergeben  sich  aus  den  auf  S.  296  und  297  aufgestellten  Oleichungssjstemen 
I),  V),  r'),  wenn  man  in  denselben  ni*e*  +  *M'~  1  =  0  setzt.    Man  findet: 

Developpable  Fläche. 

1)      (l-e»)a?i  +  y»,-2i>a^  +  p>  =  0, 

f{[(l-^)^i-P]*+yM(«^-^)-2e[(l-c«)a;,-.p] 

l  x|l0-O^i-p]^+yiy  +  p(p-«i)}==0, 

.  18)      eyj.a:  — e[(l~e«)a;j-p](y  — y,)-yi5=0. 


II) 


14) 


in 


SpnrouTTe  anf  der  Ebene  («,  y). 
1)      (l-e«)a^,  +  y»,-2pa;,  +  p»=0, 

{ [(1  -  e»)«,  _ p)«  +  ,«,  }af  -  2[(1  -  <f)x,  -  p] 

x{[(l-e*)a!,-p]a;  +  y,y  +  P(p-«,)J=0, 

18')     y,x-[(l-e»)a;,-p](y-y,)  =  0. 


14')  { 


II") 


Doppeloorre  anf  der  Ebene  (x,  g). 
1)      Cl-«*)a!*i  +  y*,-2pa;,+p«=0, 

{[(l-««)it,-pP+yM(ex-*)-2e[(l-6«)«,-p] 
X I  [(1  - e»)«,  -  p]»  +  p(p -«,)}=  0, 
118")    ex  +  e[{\-(^x^-p]-e^O. 


14")  { 


Aufstellung  der  Gleichung  der  Doppelcurve  in  den  Variablen  x^  g. 

Zum  Zwecke  der  Elimination  der  zwei  Grössen  o?},  ^i  aus  den 
Gleichungen  des  Systems  11'^)  drücken  wir  ans  der  Gleichung  18")  x^  durch 
X  und  g  aus;  es  ergiebt  sich:         g  ^  ß^^ßp 


^^""     e{l-€«)     ' 
somit :  « 

/i      ^  g  —  ex         ,  ea?  — 5  — pc* 

0-e«)a:,-p  =  — ^    nnd    P-^,=      ,(i^^    ' 

Dieee  Werthe  subetituiren  wir  in  der  Gleichung  14'')y   wodmeh  diase 
'  Kgeht  in: 
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und  hieraus  folgt: 

s^i — ?-+ ?^ni7) ^- 

Sabstitoiren  wir  nan  die  Werthe  fQr  x^  und  y\  in  die  Gleichung  1), 
8o  ergiebt  sich: 
(jr-eac-f  ei?)«  ,  (g-ea;)»  ,  2(g-eg)[ea;(2-e«)-g-ep]     ^^ir-eg+ep  ,  ^,     ^ 

oder  nach  gehöriger  Beduciion: 

19)  «(««-if)»  +  2(l-e«)(ca;-if)a:-2p(ca?-if)  +  c»p«  =  0. 

Anfiitellnng  der  Gleichnng  der  Spnrcnrve  auf  der  Ebene  (x,  y) 

in  den  Variablen  x^  y. 

In  Folge  der  Gleichung  l)  können  wir  statt  des  in  der  Gleichung  14') 
auftretenden  Klammeransdruckes : 

[(l-e«)fl?i-p]a:  +  yiy  +  p(p-a;,) 
den  folgenden  setzen: 

[(1  -  0«i  -  pj(«  -  «i) +yi  (y  -  yi). 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt  nun: 

-oiid  aus  der  Gleichung  18^: 

y     yt-(l-e«)a:,-p' 
0omit: 

Diese  Werthe  ftlr  y^^  und  yi(y  — ,yi)  führen  wir  in  die  Gleichung  14') 
und  bekommen  dann  eine  Gleichung  in  x^  allein: 

{[(l_e«)a;,-p]«_(l-e»)x»,  +  2pa;,-p«ja;-2[(l-e»)a;,-p] 

{[(.-.,,.-.i(.-«.)-H-"v:!<;!'-;;-^.)=o. 

Bei  der  Umformung  dieser  Gleichnng  zeigt  sich,  dass  die  von  x^  un- 
ifcfchangigen  Glieder  sich  gegenseitig  aufheben ,  so  dass  die  Gleichung  durch 
aCg  diyidirbar  wird ;  nach  vollständiger  Beduction  findet  man  eine  Gleichungi 
cUe  in  X|  Tom  zweiten  Grade  ist  und  lautet: 

20)  2(l-e«)«a^i  +  (l-e«)(c«a;-4p)fl;j-2p(c«a?-p)  =  0. 

Zur   Herleitung   einer   zweiten    Gleichung   in  o?^    combiniren    wir  die 
Gleichung  1)  mit  18^),   indem  wir  aus  der  letzteren  ^i  durch  x^  ausdrücken 
den  betreffenden  Werth  in  die  erstere  einsetzen.     Aus  18')  folgt: 


20') 


( 
( 
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_  [(l-e»)a!,-p]y 
diesen  Wertfa  in  1)  snbstitnirt,  giebt: 

Darch  ümformang  ergiebt  sich  hieraus  eine  Gleichung  vierten  Grades  ii 
(l-c«)Vi+2(l-0»(a;-2p)«»i+(l-e«)[a^+(l-c*)y«-6pir+(6-e»)p« 

Durch  successive  Elimination  der  höheren   Potenzen   von  o^  ans 
Gleichaugen  20)   und  20')    ergeben   sich    schliesslich   die    zwei    folgem 
Gleichungen  ersten  Grades  in  0?^: 

(l-e«)[(2-e«)V+4(l-cV+4(e»-2)pa;+4(4-e«)p«]iCi 

-2p[(2-e«)2a^+4(l-c«)y«+(3ß«-8)|t>ic+4(2-e«)p«]=:0, 

(l-e«)[(2-e«)«a?H4(l-e»)y«+{3c2-8)pa;+4(2^e«)p«]ir, 
-2p[(3-3e«+c<)a;»+3(l-e»)y«+2(2e»-3)pÄ+(4-3^p«J= 

Hieraus  folgt  als  Gleichung  unserer  Spurcurve  in  (x,  y): 

I[(2-OV+4(l-e«)yH4(ß«-2)pa;  +  4(4-e»)p«] 
.[(3_3c«+e*)a:2+3(l-^eV+2(2e«-3)pa;+(4-30P*] 
-[(2-e«)»a;»+4(l-eV+(3e»-8)pa;  +  4(2-e«)p7=0. 

Discuttion  der  Doppelourve. 

a)  Bestimmung  des  Mittelpunktes. 

Die  Gleichung  19),  nach  Potenzen  von  x  und  0  geordnet,  lautet: 
19j)  e{2-e^)a^-2xß  +  ee^-2pex  +  2p0  +  p^(fl  =  O. 

Zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Mittelpunktes  dieses  Kegelschnitt« 
bedienen  wir  uns  der  Methode  der  Coordinatentransformation  resp.  der  Ver 
Schiebung  des  Coordinatensystems.    Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke: 

x  =  x+q,    5  =  /  +  r, 

wodurch  die  Gleichung  19^)  übergeht  in: 

e{2^e^)(x^'q)^-2{x'-^q){ß+r)-\'e{e+ry-2pe{x-hq)+2p{0'-i-r)^f(f=i 

Bilden  wir  hieraus  die  Glieder,  welche  Xi  und  e^  im  ersten  Grade  ab- 
halten und  setzen  dieselben  =0,  so  ergeben  sich  zur  BestimmnDg  der 
Mittelpunktscoordinaten  g,  r  folgende  zwei  Gleichungen: 

e(2  -  c^)q  -r  — pe  =  0, 

aus  welchen  man  findet:  ' 

22)  q  =  - 0-=— ;     ^^V— 2=^- 

1  —  e*        c  1  -  c* 
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Aus  diesen  Werthen  geht  hervor,  dass  der  Mittelpunkt  der  Doppel- 
cnrre  senkrecht  über  dem  Mittelpunkte  0  des  Kegelschnittes  K  liegt  in  einem 
Abstände  gleich  der  halben  grossen  Achse  dieses  Kegelschnittes. 

b)  Bestimmung  der  Asymptoten. 

Die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Doppelcurve  ist  die 
Schnittlinie  der  Ebene  {x,  g)  mit  der  Tangentialebene  der  developpabeln 
Flftche  Iftngs  der  bezüglichen  Erzeugenden.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass 
die  Schnittlinie  der  Ebene  {x,  s)  mit  der  Ebene  E^  welche  der  räumliche 
Repräsentant  des  Fundamentalkegelschnittes  K  ist,  eine  Asymptote  der 
Doppelcurve  darstellt  (siehe  Fig.  10),  so  dass  diese  stets  eine  Hyperbel 
sein  wird,  was  auch  aus  der  Gleichung  19^)  sich  ergiebt.  Schreiben  wir 
nämlich  diese  in  der  abgekürzten  Form: 

Ax^  +  Bxü  +  Ce^  +  Dx  +  Ez'\-F=^Q 
und  bilden  den  Ausdruck: 

J?«-.4ilC=4-4e(2-e«)c  =  4(l-6«)^ 

so  sehen  wir,  dass  derselbe,  abgesehen  von  dem  Falle,  wo  e=l,  also  der 
Fnndamentalkegelschnitt  eine  Parabel  ist^  stets  positiv  ^  also  unsere  Doppel- 
curve eine  Hyperbel  ist. 

Zum  Zwecke  der  analytischen  Bestimmung  beider  Asymptoten  ver- 
schieben wir  das  Coordinatensystem  (a;,  e)  nach  dem  vorhin  bestimmten 
Mittelpunkte  der  Doppelcurve;  dann  lautet  die  Gleichung  der  letzteren: 

23)  e(2-c»)a;'«-2a;V-f  e/«+C=0, 

wobei  /  p«         o      P*^  P*«* 


C  =  e(2-e»)rr^,-2.V^^.  +  « 


(l-eV         (l-O*        (1-c«)« 

somit:  ^ 

23)  c(2-e«)a?'«-2a;V+cip'2  +  p«e»«0. 

Führen  wir  jetzt  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  setzen: 

aj'=s  ^  C08  q>,    «'=  ^  sin  9, 

so  geht  die  Gleichung  23)  über  in: 

Q*[e[2  ''^)cos^q>  +  esin^qt  —  29inq>cosfp\  +  p'g*«^  0. 

Damit  q  unendlich  werde,   muss  der  Coefficient  von  ^*  verschwinden: 

c(2  -  e^)co8^q>  +  e8in^q>—2sinq>  C0S9  «=  0, 
oder: 

etg^(p-2tg(p  +  e(l-e^)^0. 

Hieraus  ergeben  sich  für  tgq>  die  zwei  Werthe: 

c 

Dem  Werthe  9,  entspricht  demnach  die  schon  oben  auf  geometriachem 
Wege  gefundene  Asymptote,  die  Fall -Linie  der  Ebene  E.    Dem  Werthe  fPi 
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^.^-'V.-^^.^^  ^"^ 


entspricht    die    zweite    Asymptote,    deren    Gleichung,    besogen    auf   das 
orsprOngliche  Coordinatensjstem  (o?,  ß)  lantet: 

pe         2-c«/  p    \ 

oder:  ''T:^ "  ^V^Ü^J' 

24)  (2-.c«)rt-«jBi-2p  =  0. 

c)  Bestimmung  der  Orenzpnnkte. 

Nicht  der  vollständige  Kegelschnitt  19)  ist  Doppelcnrve  der  dereloppablen 
FlSche,  sondern  nur  ein  begrenzter  Theil  desselben.  Dieser  erstreckt  sich 
Yon  dem  anendlich  fernen  Ponkte  der  aof  {x^  e)  liegenden  Asymptote  bii 
zu  den  zwei  Punkten  Da,  D^^  welche  den  auf  der  Brennponktsachse  liegenden 
Scheiteln  ii,  ^  des  Fundamentalkegekchnittes  K  correspondiren  (Greni- 
punkte  der  Doppelcurre).  Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnittes  K  ergeben 
sich  ftlr  die  Scheitel  der  Brennpunktsachse  die  Abscissen: 


Xa  ^  "^ — ;; »      X^  ^ 


l+e        '       1-6 

Setzen   wir    den    zweiten    dieser  Werthe    in   die  Gleichung  18^  des 
Systems  11'')  an  die  Stelle  von  o^i  ein,  so  folgt: 

ea:  +  e[(l-e«)j^-p]-5  =  0, 

und  hieraus:  r     ■       \ 

0=^e{x  +  ep). 

Diesen  Werth  in  die  Gleichung  19)  der  Doppelcurve  ftLr  0  substitairt, 
liefert  den  entsprechenden  Werth  ftlr  x: 

p(c»-c+2) 

2(1-6) 

und  damit  findet  man  für  0  selbst: 

Die  Coordinaten   des  ersten   Grenzpunktes  ergeben   sich  auf  diesdlie 

Weise.  Wenn   man  den  Werth  -r^  benutzt.    Wir  haben  daher  fflr  beide 

l+e 

Grenzpunkte  folgende  Coordinaten  werthe: 


25) 


„  _p(e«4-e  +  2)  „  _pe(-e'-e  +  2) 

"'•    *"~      2(l  +  e)     '  ""        2(1  +  «) 

„       j>(e»-c  +  2)  „       j)e(- <*+<;  + 2) 

^*=     ''*=      2(l-c)     •     '* 2(1=0 


Die  arithmetischen  Mittel  dieser  Coordinaten  stimmen  mit  den  Mittel- 
punkts-Coordinaten  der  Doppelcurve  fiberein,  woraus  herrorgeht,  dass  die 
Orenzpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  sind. 
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d)  Schnittpunkte  der  Doppelcurve  mit  der  Achse  x. 
Setzen  wir  in   der  Gleichung  19|)  5  e=  0,   so  folgt  eine  quadratische 
Gleichung  in  x:  0i-e*)^-2px+p»^=^O. 

Aus  dieser  ergeben  sich  für  x  die  zwei  Werthe: 

26)  jfci=i?;   r=  ^""^ 


2-c» 


Dem  ersteren  entspricht  der  Brennpunkt  des  fest  gegebenen  Kegel- 
schnittes JST,  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  19),  der  aber  nicht  zu  dem 
Theile  gehört,  der  wirklich  Doppelcurve  ist.  Dem  zweiten  Werthe  k" 
jedoch  ein  Punkt  der  Curve  19),  der  wirklich  zur  eigentlichen  Doppelcurve 
gehört;  in  diesem  besitzt  die  Spurcurve  der  developpablen  Fläche  auf  (o; ,  ^) 
einen  Doppelpunkt  K'\  Mittelst  der  Gleichungen  IS'')  und  1)  findet  man 
für  die  zwei  symmetrisch  zur  x  -  Achse  liegenden  Punkte  des  festen  Kegel- 
schnittes K,  welche  diesem  Doppelpunkte  correspondiren ,  die  Coordinaten : 

Während  Xk  stets  reell  ausföllt,  kann  yj^  auch  imaginär  werden;   dies 
passirt  für  e  >  2.    Gemäss  des  Werthes  für  k"  liegt  für  e  <  }/2  der  Doppel- 
punkt stets  auf  derselben  Seite  der  Directrix  /*,   wie  der  Brennpunkt;   für 
ess^,  wo  also  K  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  fällt  der  Doppelpunkt  ins 
Unendliche.     Für  e^j/2  wird  k"  negativ,   das   heisst,   der  Doppelpunkt 
liegt  jetzt  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Directrix ,  wie  der  Brennpunkt. 
Bei  e  =  2,  wo  yk  =  0  wird ,  föllt  der  Doppelpunkt  in  den  auf  der  negativen 
^- Achse  gelegenen  Scheitel  D&  und  verliert  infolge  dieser  Lage  die  Natur 
eines   Doppelpunktes;    er    ist  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Spurcurve  ge- 
worden.    Die  Doppelcurve  besitzt  bei  dieser  Annahme  den  Punkt  K"  zum 
Grenzpunkt.    Für   e>2    wird    der  Doppelpunkt  isolirt,    denn  nach  dem 
Ausdruck  in  27)  wird  jetzt  y/c  imaginär,   das  heisst,  der  bezügliche  Punkt 
des  Originalkegelschnittes  K  ist  nicht  mehr  reell. 

Ditcnttion  der  Spurcurve  auf  {Xy  y). 

a)  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima. 

Diese  Punkte  entsprechen  denjenigen  des  Originalkegelschnittes  JT,  wo 
die  Tangenten  mit  der  positiven  Richtung  der  o;- Achse  Winkel  von  45^ 
resp.  von  135^  einschliessen.  Ist  ^  der  Winkel  ^  den  die  Tangente  im 
Punkte  {xi^  yi)  des  Kegelschnittes  K  mit  der  positiven  Richtung  der  o;- Achse 
bildet ,  so  folgt  aus  der  Gleichung  3) : 

tg^^ y^ 

ZtAUehTitt  f.  MMthemMtlk  a .  Phygik.  89.  Jfthrg.  1894.  5.  Heft.  *1<(^ 
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Somit  ergiebt  sich  fttr  tf>  =  45*'  die  Bedingung: 


oder: 

und  für  n>  =  135': 

oder: 


»i 


(l-e»)x,+y,-p=0 
^_     (l-e*)a;,-p^ 

(1-e»)»,  — y,-p  =  0. 

Diese  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  der  Bedingung,  dass  (x,,  y,) 
auf  dem  Originalkegelschnitte  liege,  liefern  folgende  vier  Punkte  auf  K 
(siehe  Fig.  10): 


28) 


X 


yi  = 


p[2-e»+ey2^] 
(l_e»)(2-c*) 
pe 


Z 


»1  = 


»1  = 


p[2-e^+e}/2^] 
(l-e»)(2-e'') 


«1  = 


Z7 


^2r 


a;. 


»1  = 


p[2_c» 
(l-< 

-ey2-e'\ 
!»)(2-e«) 

pc 

/2- 

=11 

p[2-e«. 

-e/2-e»] 

Die  entsprechenden   Punkte   Qx^  Qy,   Qt,  Qu   der   Sparcnrve  ergeben 
sich  nun  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen: 

18)  »i«-[l-e»)«,-p](y-y,)  =  0. 

20)  2(l-e»)»x»,  +  (l-c*)(e»!r-4p)a;,-2p(c«a;-p)  =  0. 

Man  findet  fflr: 

p[2-e*-el/2^]_ 
*~       (l-c»)(2-e»)    '    *" 


p[2-e'  +  e]/2-e*]  _ 
(1     e*)(2-e«)  " 


29)' 


«. 


p[l+e/2-e']_  '  P[l-e?/2-e»]_ 

y  = YZi^ =yt+^i>      [y  = j^^i yi+^i- 


''.>. 


(^  =  p[2-e^+e}/2-,*] 

(l-e»)(2-e«)  ^' 

^[l+ej/2^] 


r  =  -i =; 


C 


r  = 


(l_e«)(2-e=') 


„ p[l-c^2ll^ 


Man  siebt,  dass  die  Abscissen  dieser  Punkte  auf  der  Spurcurve  and 
der  entsprechenden  Punkte  auf  K  mit  einander  ttbereinstimmen ,  was  aach 
geometrisch  evident  ist,  wie  früher  schon  beim  allgemeinen  Falle  bemerkt 
wurde. 

Je  einem  Maximum   und  Minimum  der  Spurcurve  entspricht  auch  ein 

Maximum  resp.  Minimum    der  Doppelcurve ;   denn   geometrisch   folgt ,  dass 

sich  die  Tangenten  in  entsprecheiiden  Punkten  dieser  zwei  Curven  auf  der 
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X-Achse  schneiden.  Geometrisch  ist  auch  klar,  dass  diese  Stellen  der  Doppel- 
curye  dieselben  Abscissen  wie  die  entsprechenden  Punkte  der  Spurcurve 
besitzen  und  ihre  Ordinaten  ß  ans  den  Ordinaten  y  der  Letzteren  durch 
Multiplication  mit  e  sich  ergeben.  Man  hat  daher  für  diese  zwei  Stellen 
der  Doppelcurve  folgende  Coordinaten: 


30) 


D«  id.  mit  Dy 


,,      ep[l  +  ej/2^^] 


1 


Bt  id.  mit  Du 


»0 

X  = 


p[2-c«-cf/2-e«l 


(l-e2)(2-e« 


=  a;, 


=  ey. 


Diese  zwei  Punkte  sind  gleichfalls  wie  die  Grenzpunkte  die  Endpunkte 
eines  Durchmessers  der  Doppelcurve. 

b)   Scheitel  der  Spurcurve. 

Den  Scheiteln  A^  B  des  Fundamentalkegelschnittes  K  auf  der  Brenn- 
punktsachse entsprechen  Punkte  Qa^  Qb  der  Spurcurve  auf  eben  derselben. 
Da  die  Spur- Cur ve  der  Ort  des  Gegenpunkte  zu  den  Punkten  der  Directrix  f 
in  Bezug  auf  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  K  ist,  so  folgt,  dass  die 
Abscissen  dieser  Scheitel  der  Spurcurve  das  Doppelte  der  Abscissen 
der   entsprechenden  Scheitel   von   K   betragen.     Es  ergeben  sich  daher  für 

Qa  und  Q^  die  Abscissen: 

2  p  „,  2  p 


31) 


Xa=^ 


i  +  e 


Xb  = 


1 


(siehe  die  Abscissen  Xa  und  Xb  auf  S.  304). 


c)  Eückkehrpunkte  der  Spurcurve. 

Die  Schnittpunkte  der  RUckkehrcurve  der  developpablen  Fläche  mit 
der  Bildebene  sind  Rückkehrpunkte  der  Spurcurve  derselben.  Zu  ihrer 
Bestimmung  ordnen  wir  die  Gleichung  21)  nach  Potenzen  von  y: 

*M4-[(2-e»)«(l-c«)a;*-2(2.c«)(4-e«.e*)prc»4-(16.3e*-cß)pV-4e^4.e«)p3ic-h4e<p*^ 

Jedem  Werthe  von  x  entsprechen  zwei  im  Allgemeinen  von  einander 
verschiedene  Werthe  von  ^*,  also  vier  Werthe  von  y,  wovon  je  zwei  dem 
absoluten  Werthe  nach  einander  gleich ,  dem  Vorzeichen  nach  entgegen- 
gesetzt sind.  Wenn  nun  die  Curve  Rückkehrpunkte  aufweist,  so  können 
es  deren  nur  zwei  sein,  da  die  Curve  vierter  Ordnung  ist  und  bereits 
emen  Doppelpunkt  besitzt.  Aus  Symmetriegründen  liegen  diese  zwei  Eück- 
kehrpunkte symmetrisch   zur  x  -  Achse ;  für  den  betreffenden  W^ttk  ^^li  9^ 
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stimmen  die  zwei  zagehörigen  Werthe  von  y^  mit  einander  überein.  Wir 
werden  daher  diesen  Worth  von  x  finden ,  wenn  wir  in  der  Gleichung  21|) 
die  Bedingung  einführen,  dass  ihre  Discriminante  gleich  Null  sei ,  das  heisst: 

Entwickelt  man  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  x^  so  zeigt  sich, 
dass  die  von  x  unabhängigen  Glieder  sich  gegenseitig  aufheben ,  die  Gleichung 
daher  mit  x  resp.  mit  e^x  diyidirbar  wird  und  alsdann  lautet: 

oder:  ^(x?+2^d^pj?+  192cVa:+  152p»  =  0, 

32)  (c«a;  +  8p)3=0. 

Hieraus  ergiebt  sich:  3p 

^  =  --;«  • 

Substituiren  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  21,),  so  folgt: 

P«(4-e»)» 

y  *"" 


e*(e«-l) 
Die  zwei  Rttokkehrpnnkte  besitzen  somit  folgende  Coordinftten: 


33)  Ql 


.  =  -«" 


(  8p 


y—wS)-y^^^^^ 


Während  x  immer  reell  ausfällt^  können  die  Werthe  von^  auch  imaginlr 
werden.  Dies  tritt  immer  ein,  wenn  e  ^  1  ist,  das  heisst,  wenn  der 
Fundamentalkegelschnitt  und  damit  auch  die  Regelschnitte  des  gesnchteo 
Systems  Ellipsen  sind.  In  diesem  Falle  besitzt  die  Spurcurve  keine 
Rückkehrpunkte.  Ist  1  <C  e  <C  2,  so  hat  unsere  Cnrye  stets  zwei  reelle 
und  von  einander  verschiedene  Rttckkehrpunkte,  welche  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  von  der  Directrix  /*,  wie  der  Brennpunkt  JP,  liegen. 
Für  e=  2  fallen  die  zwei  Rückkehrpunkte  zusammen  und  zwar,  wie  aus 
den  Ausdrücken  in  31)  folgt,  in  den  auf  der  negativen  a;- Achse  gelegenen 
Scheitel  Qk*  Nach  Früherem,  Gleichung  27) ,  rückt  in  diesem  Falle  aneh 
der  Doppelpunkt  an  diese  Stelle  und  es  heben  sich  die  Singularititen 
auf  zu  einem  gewöhnlichen  Punkte  der  Spurcurve.  Bücksichtlich  der 
developpablen  Fläche  berührt  in  diesem  Grenzfolle  die  Bückkehrearre  ii 
Ol  die  Bildebene.  Für  eZ^2  werden  die  Bückkehrpnnkte  wieder  imaginir. 
Boftimmen  wir  noch  die  Punkte  des  Originalkegelschnittes,  welche  da 
tJUtkiponUaii    der    Spurcurve    entsprechen.     Wir    benatzen  hierza  die 

"^a-«0*»\+ i^^-^C«**  -*rt'v-  2p(e»«-p)  =  0. 
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\j^  .^-«.^^.^-x^ 


8p 
Setzen  wir  hierin  für  x  den  Werth g-»  so  folgt: 

und  hieraus:  ^^  ^        "J  "~" 

3p 

Die  Gleichung  1)   des  Fundamentalkegelschnittes    liefert    alsdann    den 
entsprechenden  Werth  für  y^i 

y,  =  +  j^  ^(4-e«)(e*-lT 

Die   zwei   betreffenden  Stellen   des  Kegelschnittes  K  haben  somit  die 
folgenden  Coordinaten: 

3p 


34)  Ji' 


"'"l-e" 


3p 

B" 


y, -lf^^(4-e*)(e'-l), 


d)  Asymptoten  der  Spurcurve. 

Ist  der  fundamentale  Kegelschnitt  K  eine  Hyperbel,  erhält  die 
Enveloppe  der  Directrixen  stets  zwei  Asymptoten.  Sie  schneiden  sich  mit  den 
Asymptoten  des  Kegelschnittes  K  auf  der  Directrix  f  und  liegen  resp.  mit 
diesen  symmetrisch  zu  f.  Hiermit  ist  ihre  geometrische  Construction 
gegeben;  aber  auch  die  analytische  Bestimmung  gestaltet  sich  sehr  einfach. 
Die  Richtungen  der  Asymptoten  des  Kegelschnittes  K  ergeben  sich  aus  der 
Gleichung  1)  zu 

X 

P 
und  da  sie  selbst  den  Mittelpunkt  0  von  der  Abscisse  -z — ^  enthalten,  so 

lauten   ihre  Gleichungen: 


l=±y?^, 


oder: 

(v'i    (c*- 

^  Iv":  (e>- 


(e«-l)fl.-/?^ö:.y  +  p  =  0, 
(e«-  1)  X  +}/'J^.y  +  p  =  0. 


Ihre  Schnittpunkte  mit  der  Directrix  f^  der  y  -  Achse ,  besitzen  somit  die 
Coordinaten :  n 

Aus  der  Gleichung  21^)  der   Spurcurye  ergeben   sich  die  Richtungen 
ihrer  Asymptoten,   indem   man   das   Polynom,  bestehend  aus  den  Gliedern 

Tierten   Grades  in  o?,  ^,    gleich  Null    setzt   und    aus    dieser  Gleichung  - 

bestimmt:    4(l-OV+(l-c2)(8-86«+e*)a?y«+(l-c«)(2-e«)V  =  0, 
oder :  /  \ 4  /  \ s 

4(1 -c»)(y  +  (8  -  8c«+ e<)(|j  +  (2  -  ««)»=  0, 

woraus  folgt: 
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W"^  8(l-e») 


Vi/i"        '  vi/«"'4Cc»- 1)' 

Dem  ersteren  Werthe  entsprechen  imaginäre  Biohtungen  (  ~  ) «  während 
aus  dem  zweiten  folgt: 

Da  nun  diese  Asymptoten  die  Punkte  y  =  +  auf  der  y-Acbe 

enthalten,  so  werden  ihre  Gleichungen:  y 


36) 


g^.  (c«-2)«-2j/?::i.y  +  2p  =  0, 


ql':  (e«-2)a;  +  2j/c*-l.y  +  2p  =  0. 

Die  Figuren  10 — 15  zeigen  uns  die  verschiedenen  Formen,  welche  die 
Enveloppe    der   Directrizen   (punktirt)    annehmen    kann.     In  Figur  10  ist 

3  6      4 

e=^f   somit  das  AchsenverhSltniss   der  bezüglichen  Ellipsen  —  =  -^-    Die 

Spurcunre  besitzt  keine  Rückkehrpunkte ,  wohl  aber  den  zwischen  der  Directrix 
f  und  dem  Brennpunkte  gelegenen  Doppelpunkt  E^'  in  der  Entfernung: 

,._     pe«    _  9 
^  -  2^:^~4l^ 

von   der  Directrix;   seine  entsprechenden  Punkte  K  auf  dem  Fundamental- 
kegelschnitte  K  besitzen  die  Abscisse: 

_     2p         30 

""*""  2^r:?""4T^- 

Die  Spurcunre  hat  hier  die  Directrix  f  zur  Doppeltangente;  die  be- 
treffenden BerOhrungspunkte  Qc^  Qd  entsprechen  den  Scheiteln  0,  D  der 
kleinen  Achse  des  Kegelschnittes  K.  Ausser  den  Scheiteln  Qa ,  Qh  ^uid  den 
Maximal-  und  Minimalstellen  Qx^  Qz\  Qy,  Qu  sind  noch  vier  weitere  nr 
o;- Achse  symmetrisch  gelegene  Punktepaare  der  Spur-Curve  nebst  ihren 
entsprechenden  Punkten  auf  K  markirt.  Die  strich -punktirte  Curye  re- 
präsentirt  die  Umklappung  der  Doppelcurye  in  die  Bildebene.  Die  Fall- 
Linie  E{Br)  der  Ebene  E  ist  eine  ihrer  Asymptoten.  D«,  D^  sind  die 
Grenzpunkte  von  den  Coordinaten: 

_.._p(e«  +  e  +  2)_37_  pe(-e«-e  +  2)_  39 

""      2(1  +  6)     ~40'^'      "~        2(1 +c)        ~2Ü()*' 

.       p(c*-e  +  2)_ll  .,_pe(-e«+j  +  2)_42 

^*~     2(1-6)      "5*''    **~        2(1-6)        ~2b^- 

Die  Tangenten    in   diesen  Paukten   geben  Qa  resp.  Qt  und  schliesien 

mit  der  positiven  Richtung  der  x- Achse  den  Winkel  180  —  u  ein.    ünsen 

Figar   enthält    fttr    den   be\\eb\g«u  Punkt  P  auf  K  die   TollstKndige  Con- 
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8tnictioii  des  entsprechenden  Punktes  Q  der  Spurcurve  mit  seiner  Tangente 
und  des  entsprechenden  Punktes  Dp  der  Doppelcurye  nebst  seiner  Tangente. 
Skizzirt  sind  auch  als  Enveloppen  ihrer  Tangenten  die  Projectionen  der 
Rückkebrcunre  der  developpablen  Fläche  auf  die  Bildebene  und  auf  die 
Ebene  (^,  g).  Die  Erstere  ist  symmetrisch  zur  Achse  x  und  zeigt  auf  der- 
selben zwei  Bückkehrpunkte,  welche  den  Grenzpunkten  der  Doppelcunre 
entsprechen ;  sie  berührt  K  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Achse  und  besitzt 
die  Sehnen  XF,  ÜZ  zu  Doppeltangenten.  Die  Letztere  ist  von  einfacherer 
Gestalt  als  diese ;  denn  je  zwei  zur  Ebene  {x ,  €)  symmetrisch  gelegene 
Tangenten  projiciren  sich  auf  (x,  g)  in  eine  einzige;  diese  Curve  hat  den 
Mittelpunkt  der  Doppelcunre  zum  Wendepunkte  und  die  Asymptote  EBr 
zur  Tangente  in  demselben. 

Je  kleiner  e  wird,  desto  kleiner  wird  die  Ellipse  K  —  bei  festem 
Brennpunkte  F  und  fester  Directriz  f  — ,  desto  näher  rücken  somit  die 
Punkte  Qc,  Qd  auf  f  und  der  Doppelpunkt  K"  nach  E  und  desto  mehr 
rücken  die  Scheitel  Qa  und  Q^  einander  näher.  Im  Grenzfalle  e  =  0 
reducirt  sich  K  auf  den  Punkt  F^  nach  1)  anzusehen  als  unendlich  kleinen 
Kreis  von  der  Gleichung:       c^_|^^«4.|,2__  q 

Die  Spurcurve  geht  über  in  den  doppelt  gelegten  Kreis  vom  Mittel- 
punkte F  und  dem  Radius  p,  was  durch  die  Gleichung  21|)  auch  bestätigt 
wird.     Für  e  =  0  geht  nämlich  dieselbe  über  in : 

4y*+ [8««- 16pa;]y«+ 4a?*- 16pa:»-f  16p«a;«=  0, 
oder  in: 

Die  Kegelschnitte  des  gesuchten  Systems  sind  Punkte ,  die  als  unendlich 
kleine  Kreise  anzusehen  sind  und  alle  mit  F  zusammenfallen. 

Nähert  sich  e  dem  Werthe  1 ,  so  entfernen  sich  Qc  und  Qa  von  E  und 
der  Doppelpunkt  K'\  sowie  der  Scheitel  Qa  nähern  sich  dem  Brennpunkte  F^ 
während  der  andere  Scheitel  Qa  sich  immer  weiter  von  diesem  entfei-nt. 
Im  Grenzfalle  e  =  1 ,  wo  K  eine  Parabel  ist  j  degenerirt  die  Spurcurve  in 
die  unendlich  ferne  Gerade  und  in  das  Perpendikel  in  F  auf  die  rr- Achse 
als  dreifach  zu  rechnende  Gerade,  was  durch  die  Gleichung  21  j)  bestätigt 
wird ;  denn  setzen  wir  in  derselben  e  =  1 ,  so  geht  sie  über  in : 

0.y*  +  0y«  +  0ir*-4pa:»+12p«a;«-12p3«  +  4p*=0, 
oder  in: 

(aj-p)3=0. 

Die   Kegelschnitte    des    Systems    bestehen    hier  aus  dem  Büschel   der 

doppelt  gelegten  Strecken  FP.  ^ 

In  Figur  11   ist  K  eine  Hyperbel   mit  ^  =  t'     Der   Doppelpunkt  K" 

25 
liegt  nun  rechts  vom  Brennpunkte  F  und  hat  die  Abscisse  TrVy  ^^^  ®^^' 

32 
sprechenden  Punkten  £  des  Fundamentalkegelschnittes  kommt  die  Abscisse  -=-p 
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zu.    Die  Sparcurve  hat   zwei  Asymptoten   und   zwei  Bückkehrpunkia  Yon 
den  Coordinaten: 

Sp      128  p(4-e»)   ...       ,,.o     ,,     39.J/39       «^. 

Diese  Letzteren  fallen  nahezu  mit  dem  Mazimalpunkte  Q^  resp.  Minimal- 
punkte Qx  zusammen. 

In  Figur  12  ist  e=  ^2,  also  A'eine  gleichseitige  HyperbeL  Dar  Doppel- 
punkt fällt  ins  Unendliche;  die  Tangenten  in  demselben  sind  die  zur  o^-Acbse 
parallelen  Asymptoten. •  Die  ROckkehrpunkte  haben  die  Coordinaten: 

»  =  — 4p,    y  =  ±p^=^a. 

Die  entsprechenden  Punkte  B  des  Fundamentalkegelschnittes  haben  die 
Abscisse  —  3p  und  sind  daher  die  Endpunkte  der  Ordinate  im  zweiten 
Brennpunkte  F*.  « 

In  Figur  13  ist  6  =  ^;   der  Asymptotenwinkel  des  Kegelschnittes  K  \si 

stumpf.  Der  Doppelpunkt  K"  liegt  nun  auf  der  negativen  a;- Achse  und 
besitzt  die  Abscisse  —  9p)  den  entsprechenden  Punkten  K  des  Fundamental- 
kegelschnittes  kommt  die  Abscisse  —8p  zu.     Die  Bückkehrpankte  haben 

die  Coordinaten:  «2  7l/35 

X  =  --qP,     y=+-Lp  =  o,92p. 

12 

Die  entsprechenden  Punkte  auf  K  sind  durch  die  Abscisse  — ^p  bestimmt 

In  Figur  14  ist  e  =  2.  Diese  Annahme  liefert  den  auf  S.  305  erwähnten 
Grenzfall.  Der  Doppelpunkt  und  die  Bückkehrpunkte  fallen  zusammen  in 
den  Punkt  x=—2p  und  lösen  sich  auf  in  einen  gewöhnlichen  Punkt  der 
Spurcurve;  die  entsprechenden  Punkte  von  K  fallen  in  den  auf  der  nega- 
tiven o;- Achse  liegenden  Scheitel  B, 

In  Figur  15  besitzt  e  noch  einen  grösseren  Werth,   nämlich  3.    Der 

9 
isolirte  Doppelpunkt  i^"  hat  die  Abscisse  —  7P1  während  der  rechts  davon 

gelegene  Scheitel  Qb  durch  x'b  =  -^p  bestimmt  ist.  Die  Bückkehrpankte 
sind  nun  wieder  imaginär  und  befinden  sich  auf  der  Parallelen  zur  y- Achse 

Q 

im  Abstände  —  qP  von  derselben. 

Ist  c  =  00,  also  cc  =  90^,  so  degenerirt  Ä'  in  die  doppelt  gelegte  Gerade  f 
und  die  Spurcurve  besteht  gleichfalls   aus   dieser  Linie   als  Doppelgeraden 

und    dem    isolirten    Doppelpunkte  K''  auf  der   a;- Achse    von  der  Abscisse 

(pe^  \ 
_ 1      =  —  p    anzusehen  als  unendlich  kleinen  Kreis,  was  auch  durch 

die  Gleichung  21 1)  bestätigt  wird;  denn  setzt  man  dort  die  Glieder,  welche e 
in  der  höchsten  Potenz  enthalten  (in  der  sechsten)  =  0,  so  folgt  die  Gleichung: 

a^y»  +  ar*  +  2px^  +  p^x^  =  0, 
Die  K'f.'gelschniite   des  Systems  degeneriren  ebenfalls   in  die  Doppelh'nie /. 
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In  Figur  16  sind  in  Beziehnng  zu  Figur  10  einige  Paare  der  Kegel- 
schnitte des  gesnchten  Systems  selbst  gezeichnet.  Der  Einfachheit  wegen 
sind  die  Punkte  des  Fandamentalkegelschnittes  mit  arabischen  and  die  ent- 
sprechenden Pnnkte  der  Sparcurve  mit  den  entsprechenden  römischen  Ziffern 
bezeichnet.  FQr  die  Punkte  1 — 4  und  ihre  zur  o;- Achse  symmetrischen 
fallen  die  bezüglichen  Kegelschnitte  Ki  ins  Innere  von  K^  für  4  und  10 
▼ereinigen  sie  sich  mit  K  und  fOr  die  übrigen  Paukte  Yon  4  bis  7  und 
ihre  symmetrischen  liegen  sie  ausserhalb  K,  K^  ist  die  kleinste,  K^  die 
grösste  Ellipse  des  Systems. 

Zum  Schlüsse  glaube  ich  noch  die  Bemerkung  hinzufügen  zu  dürfen, 
dass  ich  im  Besitze  eines  von  mir  ausgeführten,  gelungenen  Fadenmodelles 
der  deyeloppablen  FIftche  vierter  Ordnung  bin,  welches  bei  Anlass  der 
Mathematikerversammlung  in  München  ausgestellt  war. 

Zürich,  im  März  1893. 


Kleinere  Mittbeilungen. 


XVnL  Heber  das  Quadrat  des  Integrals  einer  linearen  Differential- 

gleichnng  zweiter  Ordnung. 

Für  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe  ist  jenes 
Quadrat  schon  öfters  betrachtet  worden.  Man  vergleiche  C lausen,  Crelle^s 
Journal  Bd.  3  S.  89.  —  Markoff,  Mathem.  Annalen  Bd.  28  S.  586.  - 
In  diesen  Arbeiten  handelt  es  sich  hauptsächlich  um  die  Multiplication 
von  hypergeometrischen  Reihen;  auf  das  eigentliche  Integrationsproblem, 
auf  Bestimmung  des  iutegrireuden  Factors  und  dergleichen  wird  nicht  ein- 
gegangen.    Das  soll  nun  in  folgenden  Zeilen  geschehen. 

Es  sei  /  A  \ 

1)  T^y'+x^y  +  x,y^O        [»i^fi{x),  y  =  ^j 

vorgelegt^  und  man  frage  nach  jener  linearen  Differentialgleichung,  welcher 

Zcsy^  genügt   Durch  Substitution  von  y  =■  "/z  und  Differentiation  nach  x 

ergiebt  sich: 

4:Ty^=200"-'Z*  +  2xiez  +  4cXoe^ 

4:^J^Ty^  =  2zr+  2x,zz'+  2xy^z^+  2x\zz  +  9x^zz  +  4jc'/, 

mithin,  wenn  z^  eliminirt  wird, 

2^(2'!/')  +  4a;,ry»=«|/"+3a;,«'+(a;',+2a;»,+4xo)/+2(2a!,Xo+i>j. 

Ist  wie  oben  T=Q,  so  lantet  die  gesuchte  Differentialgleichusg: 

2)  b"'+  3  x,  e"+  {x\  +  2x\-\-  4««)/+  2(2«,  x^  +  x^e  =  0. 
Aber  diese  Gleichung  besteht  bereits,  wenn 

das  heisst: 

T=  ky-'^c-'^f^^'*'',     {k  =  consL), 
woraus  folgt,  dass 

3)  t/"+  x^y  +  x^y  =  /c^-^c"'^'«''' 
ein  erstes   Integral  der  Gleichung  2)  vorstellt. 
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^■»-•-v>>-*v,**_.*^  ^-v^     *"  --^ 


In  e  geschrieben  lautet  es: 
4)  ^Ix,dxLg''_  ^z^+  x^»»  +  2x^zA  =  ConsL, 

und     hiermit    wird    ersichtlich^    dass    q  z=.  »e^^*^'^'  ein    integrirender 
Factor  der  Gleichang  2)  ist 

Zuweilen  kann  man  aus  der  Bemerkung  Vortheil  ziehen,  dass  sich 
die  nicht  lineare  Gleichung  3)  oder  4)  auf  die  lineare  2)  zurückführen 
lässt.    Ist  speciell  a;|  =  0,  so  folgt  also  das  Integral  von 


—  ^«i-3 


y  +30oy  =  ky' 
aus 

z"+  AxQif+  2xQe  =  0,    y=^yz. 

Zwischen   den   drei   willkürlichen   Constanten,    welche   das  Integral  z 

besitzt   und   der  gegebenen  Constanten  h  findet  jetzt  eine  Beziehung  statt, 

und    diese    ergiebt    sich,    wenn    man   dem  x  einen  passenden  Specialwerth 

beilegt. 

Sei  etwa  vorgelegt: 

y'-y  =  ky-''\ 

dann  wird 

5  "-  4/=  0 

mithin: 

je?  =  Co  +  Ci  c^*+ c^c"  ^•'. 

Für  a?  =  0  folgt  k  =^  iciC^  —  <^q,   sonach  lautet  das  Integral  der  vor- 
gelegten Gleichung: 

y^Yc^e^*+  c^e^'^*  +  y4iC^c^^k. 
Diese  Form  controlirt  man  leicht  durch  die  Annahme  A;  =  0,  womit 

als  wohlbekanntes  Integral  der  entsprechenden  Gleichung  erhalten  wird. 

W.  Heymann. 

ynr  Frojeetiv -  geometrischer  Beweis  des  Satzes:  Der  geometrische 
Ort  aller  Funkte,  für   welche  die  scheinbare  Grösse  eines  Kegel- 
schnittes dem  Quadranten  gleich  kommt,  ist  ein  Kreis. 

In  der  reinen  projectiven  Geometrie  existirt  der  Kreis,  wie  ihn  die 
Massgeometrie  definirt,  bekanntlich  nicht  Wenn  man  aber  auf  der  uneigent- 
lichen (unendlich  fernen)  Geraden  eine  elliptische  Involution  ein-  für  allemal 
aaszeichnet,  die  man  die  absolute  Involution,  ihre  (idealen)  Doppelpunkte 
absolute  Punkte  nennt,  so  kann  man  jeden  durch  die  absoluten  Punkte 
gehenden  Kegelschnitt  einen  Kreis,  und  den  Winkel,  den  zwei  durch  die 
absoluten  Punkte  harmonisch  getrennte  Geraden  mit  einander  einschliessen, 
einen  rechten  oder  einen  Quadranten  nennen,  und  dadurch  dem  oben  aus- 
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gesprochenen  Satze  eine  Bedeutung  in  der  projectiven  Geometrie  schaffen. 
Der  Weg  zum  Beweise  des  Satzes  führt  über  gewisse  Poncelet'sche  Situ, 
und  nöthigt  dazu,  etwas  weit  auszuholen,  indessen  glaube  ich,  dass  der 
projeetiv  -  geometrische  Beweis  jener  Poncelet'schen  Sätze  an  sich  you 
Interesse  ist  und  willkommen  sein  wird ,  wenn  ich  dieselben  auch  nur  in 
dem  Umfange  zu  beweisen  vermag^  als  zum  Beweise  des  Hanptsatxes  gerade 
nöthig  ist. 

Ein  Ereisbüschel  (KH)  enthalte  die  Kreise  KHKiK^...K'K"...,  dann 
giebt  es  einen  Kegelschnitt  S  von  der  Beschaffenheit,  dass  H  die  harmonische 
Contrayariante  von  &  und  K  ist,  das  will  sagen,    dass  die  Tangenten  Ton 
H  die  Kreise  K  und  $   in    vier   harmonischen  Punkten   treffen.     Die  ge- 
meinsamen Tangenten  ahcd  von  K  und  H  mögen  K  in  den  Punkten  ÄBCB 
treffen.     Die  zweite  Tangente  von  Ä  B,n  H  sei  a\  so  bestimmen  AB  CD 
und  a   einen  Kegelschnitt  ft,  der  der  gesuchte  ist.     Denn  zu  K9  giebt  ei 
eine  harmonische  Contrayariante,   sie  hat  mit  H  fünf  Tangenten  aheda 
gemein,  sie  ist  also  H.    Die  hier  gebrauchten  Stttze  über  die  harmonische 
Contrayariante  sind  in  Schröter's  „Theorie  der  Kegelschnitte^,  und  danuu 
entlehnt  in  meinem  Buche:   „Die  Kegelschnitte  in  rein  projectiver  Behand- 
lung" auf  S.  117,  rein  projetiy  erwiesen. 

Ist  nun  M  ein  Punkt  auf  K  und  n  seine  Polare  in  Bezug  auf  9,  die 
K  in  N'  und  N"  trifft,  und  wird  MN'  mit  m',  MN"  mit  m"  beidchnet» 
so  sind  m'fn'  Tangenten  an  J7,  als  der  Contrayariante  von  ttK.  Die 
Polaren  n  yon  M,  wenn  M  auf  K  läuft,  umhüllen  einen  Kegelschnitt  Z^, 
den  Polarkegelschnitt  yon  K  für  S.  Er  gehört  zum  Büschel  (HiT).  FÖlt 
nämlich  M  auf  einen  Schnittpunkt  HK^  so  fallen  mW  zusammen,  n  ist 
Tangente  an  K.  Im  Allgemeinen  gehen  durch  einen  Punkt  M  auf  K  zwei 
Polaren  für  ft,  nämlich  die  der  Punkte  N' N'\  Fällt  aber  M  auf  einen 
Schnittpunkt  yon  HK^  so  fallen  N'N"  zusammen,  es  giebt  nur  eine 
Polare,  nur  eine  Tangente  yon  ihm  aus  an  JT^,  er  ist  also  ein  Punkt  tob 
K^ )  w.  z.  b.  w. 

Somit  ist  der  Satz  bewiesen:  Ist  ein  Kreisbüschel  {KB)  gegeben, 
und  zieht  man  yon  einem  Punkte  M  auf  K  Tangenten  an  ff ,  die  JT  in 
N'N"  treffen,  so  berührt  die  Verbindungslinie  n  Yon  N'N"  fortwüinnd 
einen  und  denselben  Kreis  K^  des  Büschels,  wenn  M  auf  K  läuft,  nnd 
dabei  MN\  MN"  fortwährend  H  berühren.  Oder:  Ist  ein  Dreieck  Jfiff'lT 
einem  Kegelschnitt  K  eingeschrieben  und  bertlhren  zwei  Seiten  MN\  MS* 
einen  Kreis  ff,  so  berührt  die  dritte  Seite  ^'j^^"  einen  Kreis  ff|  des  Bflscheb 
(ff^)  und  zwar  stets  denselben,  wenn  das  Dreieck  so  gedreht  wird,  dass 
die  Ecken  auf  K  bleiben,  und  zwei  Seiten  ff  berühren.  —  BekannÜieh 
hat  Poncelet  diesen  Satz  in  allgemeinerer  Gestalt  erwiesen,  allein  sein 
Beweis  stützt  sich  auf  die  Voraussetzung,  dass  zu  einem  continoirlichen 
Strahlenbüschel  eine  continuirliche  Stützcurye  gehöre,  der  ja  für  algebraieehe 
Strablenbüschel  richtig  ist,  was  sich  auf  analytischem  Wege  erweisen  liest 
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Der  Beweis  bann  demnach  nicht  als  ein  projectiv  -  geometrischer  angesehen 
werden.  Nach  einem  Referat  in  dem  Jahrbuche  der  Fortschritte  der  Mathe- 
matik hat  Herr  Andreieff  im  Jahre  1884  in  Charkow  zwei  Abhandlungen 
in  rassiecher  Sprache  veröffentlicht,  welche  den  Zweck  haben,  die 
Poncelet'achen  Sätze  rein  projectiv  und  descriptiv  zu  erweisen;  es  wSre 
wUnscbenswerth ,  dass  diese  Dnteraucbungen  durch  üehertragung  in  eine 
geläufigere  Sprache  zugänglicher  gemacht  würden. 

Liegen  die  Punkte  M,M^M^M,M^  auf  K  und  sind  (M^M^^iM^Mg) 
(.M^^I^){M^Mi)  Tangenten  an  H,  so  wSlzt  sich  (JK^iH,)  auf  einem  Kreise  des 
Büschels  (HK),  wenn  die  fünf  Ecken  des  Polygons  auf  K  laufen,  and 
dabei  die  vier  ersten  Seiten  Taugenteo  an  H  bleiben.  Denn  nach  dem 
bewiesenen  Satze  wälzen  sich  {M,M^)(M^M^)  auf  einem  Kreise  K,  dea 
Büschels,  und  wenn  man  jetzt  E,  für  H  eintreten  lässt,  so  folgt,  dass 
sich  (JtfgJlfO  auf  einem  Kreise  ^j  dea  Büschels  (HE)  wiilzt.  —  Fällt  Jf, 
mit  Jlf,  zusammen,  so  fällt  E^  mit  K  zUüammeD,  und  man  bat  den  Satz: 
Ist  ein  Viereckvieraeit  einem  Kreise  E  eingeschrieben  und  einem  Kreise  S 
naschrieben,  so  giebt  es  unendlich  vieler  solcher  Vierecke,  die  geradlinige 
Figur  lässt  sich  mit  Erhaltung  der  vorgeschriebenen  Bedingungen  con- 
tinnirlich  drehen.  Es  ist  leicht,  aus  Sätzen  über  das  eingeschriebene  Viereck 
und  das  umschriebene  Viersei t  nachzuweisen,  dass  die  Verbindungslinien 
gegenüber  liegender  Ecken  des  Viereckvierseits  durch  einen  Punkt  P'  gehen, 
der  für  H  und  K  dieselbe  Polare  hat,  aUo  durch  einen  Qrenzpunkt  des 
Büschels  {HE). 

Berührt  die  Qerade  M^Mi  in  einer  Lage  des  Polygons  den  Kreis  H, 
BO  berührt  sie  ihn  fortwährend,  ao  daas  der  Poncelet'ecbe  Satz  für  das 
Fünfeckfünfaeit  erwiesen  Ist.  Für  das  Sechseck sechseeit  JU ,  Jtf ^ . . .  ü/j,  gilt 
der  Satz,  weil  er  für  das  Dreieck  M^M^M^  richtig  ist.  Im  S  echseck  sechs - 
seit  gehen  die  Verbindungslinien  gegenüber  liegender  Ecken  {MjMiJ^M^M^) 
(M^Mf,)  dnrch  einen  Punkt,  und  zwar  durch  den  Punkt  P',  einen  Grenz- 
tiuckt  des  Büschels  {HE}.  Die  Berührungspunkte  der  Seiten  (M,M^) 
(Jlf^Jlfj)...(Jlfe3fi)  mit  H  seien  hez.  M\M\...M'r,.  Befrachten  wir  das 
"Vierseit  (3fiikfj)(jlfj  Jlfj)(-afjJf|^)(iK,,3/fl'),  so  schneiden  sich  nach  bekannten 
BStxen  (M\M',){M\M\){M^M^')  in  einem  Punkt  Q.  Die  Polare  dieses 
Pnnktes  für  H  ist  die  die  Schnittpunkte  von  (M^M^)  mit  (M^M^)  und 
Ton  (JtfjJU-,)  mit  (M^JUf^  verbindende  Gerade,  die  Paacal'sche  Gerade 
des  Sechscckeechsseits  Jlf,JlfjJlf3Jlf^JUgJif^.  Betrachten  wir  das  Vicrseit  (Jlf^Jlfg) 
{M^M,)iM^M„)(M^M,},  so  geben  die  Geraden  {M\M\)(M\M-^){M^M^) 
ebenfalls  durch  einen  Punkt  Q,  dessen  Polare  für  H  die  PascaTache 
0«rade  des  Sechseck sechsseits  M,M,,..M^.  ist.  Die  Punkte  QQ'  fallen 
mithin  zusammen,  weil  sie  für  H  dieselbe  Polare  haben.  Also  gehen  die 
Terbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Berührnngspunkte  des  E  ein- 
geachriebenen  H  uraschriebenen  Sechaecksechsseits  durch  einen  Punkt,  den 
Fol  der  PaaDal'echen  Geraden   dea  Sechsecksechsseits.  —  Das  Princip  der 
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Dualität  giebt  den  Satz:  In  einem  H  nmacb rieben en  K  eingeacbri ebenen 
SechsseitaecliBeck  (fl/, H^) (ilf, M^...{M^ M^)  schneiden  »ich  die  gegenüber 
liegenden  Seiten  in  Punkten  einer  Geraden,  der  Polare  des  Briancbon- 
sehen  Punktes  des  Seebseeits  in  Bezug  auf  E.  Hieraus  schliesst  maji 
weiter,  daas  die  Verbindungslinien  der  gegenüberliegenden  Ecken  des  A' 
eingeschriebenen  H  uniscbri ebenen  Sechseck 93 eits  M^  M^  . .  .  A/g  sich  in 
einem  Punkte  F'  schneiden,  der  für  K  und  H  dieselbe  Polare  hat,  in  einem 
GreDzpuokte  des  Büschels  {IIK). 

Liegen  die  Punkte  MiM^...ni^  auf  £"  und  berühren  die  Seiten  (iW,.W,| 
(Jl/,  ^/g) . . .  (^fg  JWg)  den  Kreis  H,  so  beschreibt  die  Seite  JVg.tf,,  wenn  .V, 
»ich  auf  k  verändert,  einen  BUachel  zweiter  Ordnung,  umhüllt  einen 
Kegelaehnitt  Ä"  des  Büschels  iH l<).  Denn  die  Seiten  (.V,«6),  (^sif,! 
berühren,  wie  eben  bewiesen,  fortwührend  einen  Kreis  A',  des  BOgcbek 
und  daraus  folgt,  dass  {M^nf^)  einen  Kreis  A'  desselben  Büschels  fort- 
wahrend  berührt.  Fällt  M,  mit  fl/[  znsammen,  oder  berührt  .Vy «,  den 
Kreis  H,  so  folgt  daraus  der  Poroelefscho  Sat«  fUr  das  Achteck  anJ 
das  Neuueck.  FUr's  Zehneck  folgt  er  aus  dem  Fünfeck,  hingegen  bleib! 
er  für's  Siebeneck  unerwiesen. 

Eb  ist  mir  noch  gelungen  den  folgenden  Fall  des  Poncelet'scken 
Satzes  projectiv -geometrisch  zu  erweisen.  Liegen  die  Ecken  eines  Dreitcb 
M^M^M^  auf  dem  Kreise  K  des  Büschels  {HK)  und  berührt  (.W,*,)  dn 
Kreis  A'',  {M^M^  den  Kreis  K",  und  geht  {M^M.^  durch  den  Grenzpunktf 
des  KreisbUschels ,  so  ISsst  sieb  das  Dreieck  unter  Erhaltung  dieser  Bigtat 
Schäften  drehen,  um  der  Vorstellung  eine  bestimmtere  Grundlage  zu  geben, 
nehmen  wir  an,  A'  nmscbliesse  die  Kreise  A"A"  und  P'  sei  der  im  Innen 
dieser  Kreise  gelegene  Greuzpunkt  des  Kreisbüschela  {HK),  P''  sei  der 
äussere  Grenzpunkt,  und  P  sei  der  Po!  der  Geraden  P' P",  der  Schnitt- 
punkt des  realen  im  Büscbei  enthaltenen  G eraden paare s ,  P  ist  ein  nneigenb 
lieber  Punkt  Die  Seiten  des  den  Curven  des  Büschels  gemeiasamen 
Polardreiecks  PP'P"  seien  P'P"=  p,  P"P  =  p\  PP'=p".  —  Nimmt  naa 
einen  der  drei  Punkte  P  zum  Centnim  einer  Collineation  ,  die  gegenflber 
liegende  Seite  des  Polardreiecks  zur  Fluchtlinie,  und  ordnet  jedem  Ponltt 
auf  einer  Geraden  durch  diesen  Punkt  P  den  Punkt  zu,  der  von  itno 
durch  P  und  p  harmonisch  getrennt  ist,  so  erhielt  man  drei  Colli neatinnu, 
in  denen  jeder  Kreis  des  Kreiebüschels  (HK)  sich  selbst  entaprichl.  Ul 
das  Dreieck  Hl^M.J^f^  dem  Kreise  A'  eingeschrieben  und  sind  (W^M^(X,S,) 
(MjM^)  bez.  Tangeuten  der  Kreise  K'K"K"'  des  Büschels,  eo  ergiebt  Jie 
Collineation  mit  dem  Centrum  P  ein  neues  Dreieck  mit  denselben  Eif>e^ 
Schäften,  dessen  Seiten  aber  in  umgekehrter  Reihe  anf  einandi 
Man  kann  es  das  Spiegelbild  des  ursprünglichen  in  Bezug  anf  die  Oeradi/j 
nennen.  Die  Collineation  mit  dem  Centrum  P"  liefert  zwei  nene  Di 
mit  denselben  Eigenschaften,  man  kann  sie  die  Spiegelbilder  der 
Ja  Stizu^  anf  die  Gerade  p"  nennen.    In  zweien  dieser  vier  Dreiecke 
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die  Seiten  auf  einander  in  gleichem  Sinne,  in  den  beiden  anderen  in  ent- 
gegengesetztem. Sind  von  den  Kreisen  K'li"K"'  zwei  einander  gleich, 
so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  Seiten  ohoe  Gelang.  Die  Collineation  mit 
dem  Centrcm  P'  liefert  keine  neueu  Dreiecite. 

Nun  conatruiren  wir  ein  Dreieck,  von  dem  zwei  Ecken  M^M^  auf  die 
Punkte  fallen,  in  denenp  den  Kreis /■"  trifft ,  während  (J/,  <1/g)  den  Kreia  A'' 
nnd  (^i^Vj)  den  Kreis  A'"  berührt,  ber  Punkt  M\  sei  von  M^  durch  p 
und  F  harmonisch  getrennt,  er  liegt  auf  Ä'[  und  {^t-^M'^{Jii^M' ^  berühren 
ebenfalla  ff' bez.  ä",  wie  aus  der  CullinealioB  mit  dem  Centrum  P  folgt. 
Dreht  mau  jetxt  die  beiden  Dreiecke  eo,  daas  [M^  M^}  auf  A'  bleiben  und  ihre 
Verbindungslinie  durch  P'  geht,  während  {MiM^)  und  {jW,jtf'g)  den  Kreis  A'', 
(*j,*J(.l/j(»/',)  den  Kreis  AT"  berühren,  und  Itl^M^M'.Jl'^  auf  A  liegen, 
80  fallen  in  der  Anfangslage  (Mj'*'*  """^  ^^'n^^'i  i^uaammen.  (-^/gvtf'g)  mag 
mit  Aj ,  ('V^<'/ j)  mit  h^  bezeichnet  werden,  iu  der  Anfangslage  fallen  /i,7ij 
zusammen,  berühren  aber  aach  weiter  bei  der  Drebung  fortwührend  eineu 
und  denselben  Kreis  H  des  Büschels  {_IIK)  nach  den  bisher  bewiesenen  Sätzen. 
Die  Geraden  7t,  sind  die  Polaren  der  Punkte  ^,  von  A'  fttr  einen  Kegelschnitt  ft', 
wenn  A''  die  harmonische  Contravariante  zu  A'Ä'  ist  und  li^  sind  die  Polaren 
der  Punkte  M^  von  A'  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  £",  wenn  ü"  die 
harmonisch  Contra  Variante  zu.  A'fi"  ist.  Wie  aber  die  Punkte  M^M^  ein- 
ander projectiv  (involutorisch)  zugeordnet  sind,  so  sind  auch  die  Geraden 
)i,A,,  die  Polaren  von  j1/,  fl/,  für  ft'  und  r"  einander  projeotiv  zugeordnet. 
In  vier  Lagen  aber,  nämlich  wenn  M^  auf  einen  der  Punkte  fttilt,  die  p 
mit  K  gemein  hat,  oder  wenn  M^  auf  einen  Punkt  lUlU,  die  p'  mit 
K  gemein  hat,  falten  h^\  zusammen.  In  diesen  Fällen  gehen  nämlich 
AjAj  gleichzeitig  entweder  durch  P  oder  durch  P".  Polglich  fallen  A,/ij 
und  folglich  fallen  die  Punkte  M^^i,  und  die  Punkte  M\!>l\  fortwährend 
SDsammen,  das  Dreieck  M^M^M^  lässt  sich  also  so  drehen,  dass  lU^JH^IV^ 
fortwahrend  auf  A"  bleiben  und  (^/,  jWo)  C''^« '*4)  fortwährend  A'A"  berühren 
Und  (,W,  M^)  durch  P'  gebt. 

Nun  achreiten  wir  zum  Beweise  des  an  der  Spitze  dieser  Zeilen  stehenden 
Satzes.  Es  soll  der  geometrische  Ort  der  Punkte  gesucht  werden,  in  deueu  die 
an  einen  Kegelschnitt  H  gezogeuen  Tangenten  von  den  absoluten  Punkt-en 
liarmonisch  getrennt  sind.  Der  Mittelpunkt ,  der  Pol  der  uneigentlicben 
Oeraden  für  II  sei  P'.  Von  einem  Paare  AÄ'  der  absoluten  Involution 
sieben  wir  die  vier  Tangenten  au  H,  a,iif  von  A,  ii\a\  von  A'.  Ein  Kreis 
_K  durch  die  Punkte  (,a,a',)(a^a\),  für  den  die  Verbindungslinie  {a,a\) 
(Oyd))  Durchmesser  ist,  enthält  auch  die  Punkte  {ct^a\){a^tt i),  weil  die 
Ceraden  a,a\  und  ebenso  a,a\  mit  einander  dem  Quadranten  gleiche  Winkel 
liilden,  Die  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  BerUbrungpunkte  des 
"Vierecks  a^a^a.Ja\  und  die  Verbindungslinien  der  gegenüber  liegenden  Ecken 
^e«  Vierseits  (a,a',](a',ag)(a}a'^)(a'|a,)  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der 
j^^ft^^^^BO^  für  K  dieselbe  Polare  (die  nneigentliche  Gerade)  bat 
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das  lieisst,  der  Kegelschnitt  H  und  der  Kreis  haben  beide  denselben  Mittel- 
punkt P'.  Einfache  Lagenbetrachtungen  lehren,  dass  Kreis  und  Kegel- 
schnitt sich  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden.  Das  K  eingeschriebene 
Dreieck  {a^dt)(cL^€i\){d^a^  berührt  mit  seinen  zwei  ersten  Seiten  a^Qi  den 
Kegelschnitt  H  und  die  dritte  Seite  [flia\){o!^(i^  geht  durch  den  Grenz- 
punkt F'  des  KegelschnittbOschels  {HK).  Folglich  lässt  es  sich  mit  Er- 
haltung dieser  Eigenschaften  nach  den  hier  bewiesenen  Poncele tischen 
Sätzen  drehen.  Zieht  man  demnach  von  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  K 
Tangenten  an  J7,  so  liegen  die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  dieser 
Tangenten  mit  K  auf  einem  Durchmesser  von  AT,  und  die  Tangenten  schliessen 
deshalb  einen  Quadranten  ein ,  gehen  durch  ein  Paar  der  absoluten  In- 
volution. Der  Kreis  K  ist  demnach  der  geometrische  Ort  aller  Punkte, 
in  denen  die  scheinbare  Grösse  des  Kegelschnittes  H  einem  Quadranten 
gleichkommt. 

Nachwort    Inzwischen  ist  mir  der  allgemeine  projective  Beweis  der 
Poncel  et 'sehen  Sätze  gelungen.  j,  Thomab. 


xvu. 


Ueber  die  Auflösung  der  Oleiohungen 
vom  fünften  Orade. 

Von 

Dr.  W.  Heymann 

in  Ohenmitz. 
(fcSohluem  defs  seweiton.  Theilea.) 


Hierzu  Tafel  VI  Fig.  1-26. 


C.  Ueber  Eettenfanetionen.'*' 

Ein  weiteres  Mittel,  die  Wnrzeln  einer  Gleichung  durch  convergente 
unendliche  Processe  zu  erhalten,  bieten  die  Kettenfunctionen  dar.  Die- 
selben sind,  abgesehen  von  den  Eettenbrüchen,  bisher  nicht  so  beachtet 
worden,  als  sie  es  verdienen.  Dies  mag  seinen  Grund  darin  finden,  dass 
wir  Annttherungsmethoden  besitzen,  die  schneller  zum  Ziele  führen.  Aber 
bei  jenen  praktischen  Methoden,  wie  die  Newton'sche  und  Gr&ffe'sche, 
tritt  der  Functionsbegriff ,  also  das  analytische  Gebilde,  welches  die  Wurzeln 
der  Gleichung  darstellt,  derartig  zurück,  dass  eigentlich  blos  eine  Zahlen- 
tabelle der  Nftherungswerthe  übrig  bleibt.  Die  ein&chsten  Kettenfunctionen, 
und  nur  solche  wollen  wir  verwenden,  sind  dagegen  hinschreibbare  ana- 
lytische Ausdrücke,  so  weit  wenigstens,  dass,  wie  bei  unendlichen  Beihen,  das 
Bildungsgesetz  deutlich  hervortritt  Es  Iftsst  sich  mit  ihnen  mindestens  in 
dem  umfang  rechnen,  als  mit  Beihen,  und  sie  erlauben  eine  sehr  einfache 
geometrische  Deutung,  durch  welche  zugleich  ersichtlich  wird,  ob  sie 
convergent  oder  divergent  sind. 


*  Verf^l.  die  Abhandlung  des  Verfassers  „Theorie  der  An-  und  Umläufe  und 
Auflösung  der  Gleichungen  vom  vierten,  fünften  und  sechsten  Grade  mittelst 
goniometriBcher  und  hyperbolischer  Functionen**.  Journal  für  Mathem.  Bd.  CXIII.  — 
In  dieser  Arbeit  muuten  die  Grundprincipien  unserer  Theorie  nochmals  kurs 
gestreift  werden.  Die  dort  mitgetheilten  Anwendungen  sind  aber  neu  und  schliessen 
sich  den  hier  folgenden  ergäntend  an. 

Z«itMlifinf:  MAftlMUMtlk  iLPhyrik.  89.  Jahrg.  1894.  6.H«ft  %V 
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Eine  Kettenfanction  wird  durch  ein  System  von  Gleichungen 
oder  durch  einen  Ausdruck 

35  =  9>i  7}  9>s  • .  •  9>fi^n 

definirt,  wobei  die  q>  gegebenen  Functionen  bedeuten.* 

Für  .  1 

fFk=ak+—     (Ä=l,  2,...«) 

Xk 

entsteht  ein  gewöhnlicher  Eettenbruch;  fQr 

q>k  =  l/ak  +  Xk 
würde  man  eine  Kettenwurzel 


X 


=y  a,  +  j/a,  +  ya^  +  -^>yan  + 


erhalten,  und  in  gleicher  Weise  kann  man  von  einer  Kettenpotenz,  einem 
Kottenlogarithmus  u.  s.  f.  sprechen.  Offenbar  wird  man  endliche  und  un- 
endliche Kettenfunctionen  zu  unterscheiden  haben,  und  von  den  letzteren 
sind  die  periodischen  besonders  bemerkenswerth.  Eine  solche  ist  dnrch 
nachstehendes  Gleichungssjstem  definirt: 

.    ^  x^q>iX^^    Xi  =  (p^X2t...yXk^i=(pkX, 

das  heisst 

und  die  Periode  heisst  9>i  ^^  •  • .  (pk» 

Der  besondere  Gegenstand  unserer  Abhandlung  erlaubt  uns  nicht,  auf 
allgemeine  Fragen  über  Kettenfunctionen  einzugehen.  Wir  beschrSnken  niu 
vielmehr  auf  den  Fall  zweier  Gleichungen,  die  eine  resp.  zwei  periodische 
Kettenfunctionen  definiren,  und  zeigen,  dass  diese  Functionen  unter  allen 
Umständen  die  reellen  Wurzeln  jener  Gleichungen  darzustellen  vermögen, 
aus  denen  sie  eben  abgeleitet  wurden. 

L  Allgemeine  Erörterungen. 
Es  seien 

1)  y  =  (p{x)    und    y=3t^(a;) 

irgend  zwei  Functionen,  aber  man  nehme  an,  dass  sich  selbige  leicht  umkehren 
lassen  und  bezeichne  die  ümkehrung,   also  die  inversen  Functionen,  doreli 

2)  «  =  9>"U3^)     ^^^     ^  =  i^"Hy)f 

dann  definiren  die  Gleichung  bei  kreuzweiser  Zusammenstellung  zwei  Ketten- 
functionen. 


*  Das  gelegentliche  Fortlassen  der  Klammem  hinter  dem  FonctiontieidMi 
irann  hier  nicht  zu  MissverstHndnieflen  führen. 
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Aus  x  =  q>^^y  und  y  =  ^x  folgt  nämlich 

aus  «=^"^y  und  y  =  q)x  folgt  dagegen 

und  hier  bedeutet  Xq  einen  zunächst  unbestimmten  Anfangswerth ,  während 
die  positive  ganze  Zahl  h  die  Anzahl  der  Perioden  qf^^tp  resp.  ^"^q)  an- 
giebt  Man  bemerke  auch,  dass  zwei  auseinander  abgeleitete  Gleichungen, 
wie  y=(px  und  a5  =  9""^y,  die  Relationen 

q)(p—^a==q)^a='a    und    q)-^g>a=^qfia  =  a 
nach  sich  ziehen. 

Fragen  wir  zunächst  nach  der  geometrischen  Bedeutung  obiger  Ketten- 
functionen  und  sehen  demgemäss yz=zq)(x)  und y=^{x)  als  Gleichungen  zweier 
Curven  an ,  die  sich  mindestens  in  einem  reellen  Punkte  schneiden  mögen.  — 
Indem  wir  das  erste  Element  der  Kettenfnnction  3)  bilden  also  ^Xq^  so 
berechnen  wir  die  Ordinate  yQ  der  Curve  ip,  welche  zu  Xq  gehört.  (Man 
betrachte  die  beiden  Figuren  1  und  2  gleichzeitig.)  Denken  wir  jene 
Ordinate  parallel  zu  sich  verschoben,  bis  sie  Ordinate  der  Curve  q>  wird, 
80  gehört  zu  ihr  eine  Abscisse  x^^  welche  offenbar  durch  ff^ipXQ  aus- 
drückbar ist.  Verlängern  resp.  kürzen  wir  jetzt  die  Ordinate  wieder  bis 
zur  Curve  i(;,  so  berechnet  sich  ihr  Werth  mittelst  '^q>'^^'^XQ  =  y^^  und 
wenn  der  Process  so  fortgeführt  wird ,  dann  erhalten  wir  einen  gebrochenen 
Zug,  der  dem  Schnittpunkte  der  Curven  <p  und  ip  zustrebt.  Die  Coordinaten 
der  Brechpunkte  sind  durch  die  sich  aneinander  reihenden  Glieder  der 
Kettenfnnction  bestimmt,  insbesondere  liefert  die  Function  3)  durch  ihre 
Perioden  successive  Abscissenwerthe  x^^  x^, .  .*Xki  welche  sich  von  der 
Abscisse  des  Schnittpunktes  immer  weniger  unterscheiden. 

Durchläuft  man  die  gebrochenen  Züge  rückwärts,  wendet  man  also 
die  Eettenfunction  4)  an,  so  entfernt  man  sich  vom  Schnittpunkte.  Die 
erste  Eettenfunction  ist  daher  alsconvergent,  die  zweite  als  divergent 
zu  bezeichnen. 

Aus  den  Figuren  ist  weiter  ersichtlich,  dass  man  „Anläufe **  und 
«Umläufe''  zu  unterscheiden  bat.  Liegt  ein  Umlauf  vor  (Fig.  2),  so 
oscillirt  der  Werth  der  convergenten  Kettenfnnction  gegen  den  Werth  der 
festen  Schnittpunktsabscisse  und  unterscheidet  sich  immer  weniger  von 
derselben.  Bei  Umläufen  wird  man  von  rechts  drehenden  (übrzeiger- 
bewegung)  und  links  drehenden  zu  sprechen  haben.  Anläufe  sind  im  All- 
gemeinen doppelt  (links  und  rechts  vom  Schnittpunkte)  vorbanden  (Fig.  1). 

Unserer  geometrischen  Deutung  liegt  die  wesentliche  Voraussetzung 
za  Grunde,  dass  wenigstens  ein  reeller  Schnittpunkt  der  Curven  q>  und 
i»  vorhanden  ist.  Andernfalls  sind  die  Eettenentwickelungen  zunächst  sinnlos. 
Man  hat  sich  von  dem  Vorhandensein  des  Schnittpunktes  um  so  mehr  zu  über- 
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zeugen  t  als  die  LSufe  resp.  Kettenfunctioaen  ani^nglicb  convergent  encbdneD 
können,  dann  oSmlicb,  wenn  die  Currea  sich  anfangs  einander  nSbeni, 
ohne  indcss  zum  8chuitt  zu  gelangen  (Fig.  3  und  4).  ^  Auch  Bolcbe  Fragen, 
ob  der  Umlauf  recbts  oder  links  drehend  ist,  auf  welche  Curve  der  Anfaiiga- 
punkt  Xq,  yy  dea  Laufes  gelegt  wird,  ob  die  eine  Ketten function  3)  oder 
die  inverse  Function  4j  convergirt,  entbcbeidet  mau  gewöhnlich  am  Eweck- 
mUsaigsten  durch  eine  Orientirung  an  der  Figur. 

Immerbin  lassen  sich  analytische  Krilerien  aufstellen,  sobald  man  die 
beiden  Curventangenteu  des  Schnittpunktes  construirt  denkt  und  die  Lfiufe 
Bwisüben  jenen  Tangenten  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes  verfolgt.  Deber- 
haupt  empfiehlt  es  sich,  den  Fall  zweier  sieb  schneidenden  Geraden  als  ein 
erstes  Uebungsbeispiel  zu  wUblen. 

Bemerken  mir  Über  die  analytischen  Kriterien  nun  Folgendes:  Um 
festzustellen ,  auf  welcher  Curve  der  Anfangspunkt  des  convergirenden 
Laufes  liegt,  errichte  man  die  zu  x^  gehörige  Ordinate  dem  Schnittpunkte 
so  nahe,  dass  die  Curven  qi  und  ifr  sicher  beide  getroffen  werden.  Denkt 
man  sich  an  beide  Curven  die  zu  j„  gehörigen  Tangenten  constrnirt,  so 
ist,  der  Anfangspunkt  des  convcrgirenden  Zuges  der  Berührungspunkt  der 
schwiicher  geneigten  Tangente.  In  den  Figuren  1  und  2  liegt  jener 
Anfangspunkt  auf  tfi,  denn  wir  wollen  ausdrücklich  vorabreden,  doss  wir 
die  Ztlge  stets  in  Abscissenrichtung  beginnen.  Die  analytische  Be- 
dingung dafUr,  dass  der  convergirende  Zug  auf  tjj  beginnt,  ist  denn 
absolut  (ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen) 

wobei  der  Strich  die  Ableitung  nach  x  anzeigt. 
Zugleich  erkennt  man,  dass 
b)  xi,  =  [ip~^tl;x^]'.''>  convergirt  resp.  divergirt, 

4)  3-1=  [»^'"'qpio]'*'    divergirt  resp,  convergirt, 

je  nachdem  absolut  ,,     ,  <'     ,,    , 

üebrigens  muas  vorausgesetzt  werden,  dass  obige  Üngleiebmig  tb 
einen  Punkt  zwischen  dem  Anfangspunkt  und  Schnittpunkt  nicht  etwa  m 
die  entgegengesetzte  umschlagt.  Sollte  dies  eintreten ,  so  wäre  ein  neuer 
Anfangspunkt  zwischen  der  fraglichen  Stelle  und  dem  Schnittpunkte  zu 
wählen.  Gleiches  gilt,  wenn  lufällig  ii'ix,))—  ±  <p'(x^);  sollte  diese  B^ 
Ziehung  aber  ftlr  jedwedes  x  stattfinden,  dann  wäre  überhaupt 

Tli{x)  =  +  qi(x)  +  const., 
ein  Fall,  der  für  uns  belanglos  ist.    Man  vergleiche  die  Untersuchung  ilu 
trinomiscben  Gleichung  in  Abschnitt  2. 

In  der  Nähe  des  Schnittpunktes  x-,  p  der  Curven  f  und  tji  findet  cii 
Aslaafresp.  ein  Umlauf  statt,  je  nachdem  ip\x)  ondif('(ic)  Reiche  odarenlg^w 
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gesetzte  Vorzeichen  besitzen.  Ist  für  den  Schnittpunkt  (p  (x)  =  tl/ (x)  ^  so 
findet  Berührung  statt.  Bildet  man  die  Resultante  der  gleichzeitig  be- 
stehenden Gleichungen  ,  .         ,  ^      r. 

(p\x)  —  Ji/{x)  =  0 , 

80  wird  man,  wie  bekannt,  auf  die  Discriminante  A  der  erstgenannten 
Gleichung  geführt,  und  das  Vorzeichen  von  A  entscheidet  dann,  ob  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Schnittpunkte  yorhanden  sind,  während  A  =  0  die 
Berührung  anzeigt. 

Ist  für  den  Schnittpunkt  9>'(aj)  =  —  i^' («) ,  ein  Fall,  der  nur  bei  Um- 
läufen eintreten  kann,  so  bilden  die  Tangenten,  welche  im  Schnittpunkte 
an  die  Curven  q>  und  tf;  gelegt  werden,  mit  der  positiven  Richtung  der 
Abscissenachse  zwei  Winkel,  die  sich  zu  180^  ergänzen.  Die  Bedingung 
für  das  Eintreten  eines  solchen  Schnittes,  welcher  i, supplementär"  heissen 
möge,  wird  erhalten,  wenn  man  die  Resultante  A'  der  gleichzeitig  be- 
stehenden Gleichungen  ,  .  ,  .       ^ 

<p(aj)-t(;(a?)  =  0, 

<p\x)^^Xx)^0 

bildet  und  lautet  A'^O.  Ist  A'  von  Null  verschieden,  so  entscheidet 
sein  Vorzeichen ,  ob  der  convergente  Umlauf  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes 
rechts  oder  links  drehend  ist.  Eine  definitive  Angabe  hierüber  kann  jedoch 
nur  im  besonderen  Falle  gemacht  werden.  Die  Abscissen  solcher  Schnitt- 
punkte, für  welche  9>'(^)<=  +  ^'(o:),  lassen  sich  selbstverständlich  ohne 
Kettenentwickelung  finden,  sobald  <p  und  ^  ganze  Functionen  bedeuten 
(gemeinschaftlicher  Theiler). 

Wenn  eine  oder  beide  der  Functionen  tp  und  ^  transcendent  sind ,  so 
verstehen  sich  die  Begriffe  Resultante  und  Discriminante  im  weiteren 
Sinne.     Sei  etwa 

y=>q>{x)  =  logXf    y  =  tlf{x)  =  mx]    logx  —  mx^O, 

und  der  Logarithmus  auf  die  Basis  e  bezogen,  dann  hat  man  nach  obigen 
Vorschriften  Folgendes:  Berührung  tritt  ein,  sobald 

-  =  ni,  das  heisst  wenn  Uo^f-j  — 1=0, 

X  \tll/ 

also  i 

»!  =  -•    oder  A  =  »ic  — 1  =  0. 
e 

Die  Abscisse  des  Berührungspunktes  ist  x  =  ej  und  es  existiren 
zwei  reelle  Schnittpunkte  für  A  <  0     (Fig.  5) , 

„      zusammenfallende        „    A  =  0 

(m  >  0). 
keine  Schnittpunkte  „    A>0 
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Ein  supplementärer  Schnitt  tritt  ein,  sobald 

-  =  —  »!,   das  heisst  wenn  to^( )^-l  =  0, 

also  »i=-c,  oder  A'=»i  +  e  =  0. 

Die  Abscisse  jenes  Schnittpunktes  ist  x=^—}  und  es  existirt  in  der 
Nähe  dieses  Punktes  ein  conyergenter 

rechts  drehender  Umlauf  für  A'  >0  (Fig.  5), 

links         „  n  „    A'<0(m<0). 

Für  A'=0  wird  die  Drehrichtung  unbestimmt. 

Bei  Umläufen  kann  der  eigenthümliche  Fall  vorkommen,  dass  der 
gebrochene  Zug  immer  in  sich  zurückkehrt ,  also  ein  Rechteck  bildet  Ein 
solcher  Umlauf  möge  „indifferent  heissen,  und  er  tritt  ein,  wenn  die 
Abscisse  des  ersten  Brechpunktes  mit  jener  des  vierten  Brechpunktes  so- 
sammenfUllt,  das  heisst,  wenn  X2=^  XQ{verg\.¥ig.6).  Nun  ist  für  einen  Umkof 
entweder  x^  =  [(P'^^XqP^ 

oder  x-^  =  [tl;'^(pXoJ^\ 

und    üben   wir  hier  beiderseits   die  Operation  i^"*^   resp.  9"'^  aua,  so 

entsteht  '^'~^g>X2=^q>'^'il^XQ  resp.  g>~*tf'a;g  =  if^"  V^'o» 

also  für  0^2  =  ^0  ^^  beiden  Fällen: 

5)  (p-^^XQ  =  'tlf~^q>XQ  =  Xi. 

Dieses  ist  die  Bedingung,  dass  der  vom  Anfangspunkt  Xq^  ^o  ^^ 
gehende  Umlauf  ein  indifferenter  sei.  Ist  sie  erfüllt ,  so  reduciren  sich  die 
beiden  Kettenfunctionen 

3)  ÄA  =  [?> "  ^  ^  XqY'^^  resp. 

4)  Xk=^[tl;'^q)XoY^> 

^^  Xk=Xf^y  wenn  k  gerade  ist, 

xj^^x^j  wenn  k  ungerade  ist 

Der  indifferente  Zug  kann  natürlich  vermieden  werden ,  wenn  man  ftr 
0^0  einen  anderen  Werth  setzt,  welcher  der  Schnittpunktsabscisse  näher  kommt 
Nur  beiläufig  sei  darauf  hingewiesen ,  dass  ein  Umlauf  erst  nach  zwei  ToHen 
Umdrehungen  (Fig.  7)  oder  nach  n  Drehungen  in  sich  zurückkehren  kann, 
dann  dass  zwei  Curven  9)  (a?)  =  c  +  f{x)  und  tf;  (a;)  =  c  —  f(x) ,  für  welche  dem- 
nach g>\x)  =  —  ip'(^)  überhaupt  nur  indifferente  Umläufe  besitzen. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  ein  anfänglich  convergenter  ünÜMf 
nach  und  nach  in  einen  indifferenten  übergehen  kann.  Er  erreicht  alsdsBB 
den  etwa  im  Innern  des  indifferenten  Umlaufes  liegenden  Schnittpunkt  tk^ 
und  die  entsprechende  Kettenfunction  für  Xk  schwankt  schliesslich  iwischei 
zwei  bestimmten  endlichen  Werthen  hin  und  her.  Zu  gleicher  Zeit  bu 
innerhalb    des   indifferenleii  \3m\^MlQ^  ^vcl  d^m  Sohniitponkt  insirebender 
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Lauf    vorhanden    sein,    der    rückwärts   durchlaufen    ebenfalls   in   den    in- 
differenten Zug  übergeht. 

Erörtern  wir  jetzt  jene  Vorg&nge  an  dem  einfachen  Beispiel  einer 
trinomischen  Gleichung. 

2.  Die  trinoniische  Oleiohnng  z''  +  ag  +  l>  =  0. 

Es  sei  n  eine  ganze  positive  Zahl,  a  und  h  positiv,  sonst  aber  be- 
liebig, dann  hat  man  folgende  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

ß)  «""-ae  +  b^O, 
y)  J5"  +  axf  —  5  =  0, 
S)  «"  — axf  — &  =  0. 

Ist  fi  ungerade,  so  gehen  die  Formen  o)  und  ß)  aus  y)  und  d)  her- 
vor, wenn  man  0  mit  —e  vertauscht;  wir  betrachten  in  diesem  Falle  nur 
die  letztgenannten. 

Ist  fi  gerade,  so  gehen  die  Formen  o)  und  y)  bei  der  gleichen  Ver- 
tauschung aus  ß)  und  6)  hervor;  es  würden  daher  abermals  die  letzt- 
genannten in  Frage  kommen. 

üebrigens  wollen  wir  uns  schon  mit  Rücksicht  auf  den  Fall  fi  =  ö 
auf  ungerade  n  beschränken;  es  treten  hierbei  bereits  alle  die  Vorgänge 
ein,  die  uns  interessiren.  —  Transformiren  wir  die  Formen  y)  und  d) 
mittelst  1 

und  setzen  n 


b.a  "--*  =  c, 
so  entsteht  beziehentlich 

I)  x^+x— c  =  0, 

II)  a?*»— Ä— c  =  0, 

wo  c  eine  positive  Zahl  bedeutet 

Betrachtung  der  Form 
I)  a;"  +  0?  —  c  =  0  (n  ungerade). 

Wir  zerföllen  dieselbe  in 

y=zx^=^q)    und    y  =  c  —  «  =  V) 

danp  stellt  y=^q>  eine  höhere  Parabel  dar ,  welche  durch  die  Punkte 
(-1^  —1);  (0,  0);  (+1,  +1)  geht  und  in  (0,  0)  ihren  einzigen 
Inflexionspunkt  besitzt.  Die  Tangente  in  (0,  0)  föllt  mit  der  Abscissenachse 
zusammen.  Weiter  ist  ^  =  ^  eine  Gerade ,  welche  auf  beiden  positiven 
Achsen  die  Strecke  c  abschneidet  (Fig.  8 — 10). 

Weil  -z —  =  Wfl:*"*  immer  positiv,     --—  =  —1  immer  negativ  ist,  so 
dx  ^  dx 

kommen  hier  nur  Umläufe  vor. 
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Die  Stelle,  wo  für  ein  gewisses  c>  0 

dtp  _      dflf 

dx  ""       dx 
wird,  ist  bestimmt  durch     ^^n-i-—! 

das  heisst 


'=ar 


Führt  man  diesen  Werth  in  I)  ein,  so  ergiebt  sich 

n 

6)  c  =  (n+ l)w^ 

das  heisst  die  in  unserer  Theorie  mit  A'  bezeichnete  Form*  wird 

7)  A'=n"c''-«-(n  +  l)»-«. 

Sonach  beginnt  der  conyergente  Umlauf 

auf  ipj  rechts  drehend,  wenn  A'  >>  0  (Fig.  8  u.  9), 

auf  9,  links  drehend,  wenn  A'<0  (Fig.  10). 

Im  ersten  Fallle  ist  die  Schnittpnnktsabscisse  bestimmt  durch 

«=?^      y^c  —  x, 
das  heisst  durch  die  Kettenwurzel 


8)  x^T/  c-T/c-I/c J/c—Xq, 

im  zweiten  Falle  durch 

das  heisst  durch  die  Kettenpotenz 

9)  a;  =  c  —  [c  —  [c  —  •  •  •  [c  —  aJo]"]"]  • 

Als  Anfangs  werth  kann  man  in  beiden  Fällen  jb  =  0  wählen;  die  dam 
sofort  erscheinenden  genaueren  Näberungswerthe  können  natürlich  ftir  sieh 
als  geeignetere  Anfangswerthe  angesehen  werden. 

Ist  A'  =  0,  so  versagt  die  Regel,  nach  welcher  der  Anfangspunkt  d« 
Umlaufes  für  eine  fest  angenommene  Abscisse  Xq  auf  der  schwächer  geneigte 
Curve  liegt,  denn  links  vom  Schnittpunkte  würde  9'(*o)^^'(^o)>  dagegen  rediti 
vi^o)  ^  ^'(^o)  f  wobei  sich  die  Betrachtung  selbstversULndlich  auf  ein  Gebiet 
bezieht,  welches  passend  zu  begrenzen  ist  und  hier  etwa  als  das  doreh 
die  Achsenabschnitte  c,  c  bestimmte  Quadrat  in  Frage  kommen  kann.  Je 
näher  man  dem  Schnittpunkte  kommt,  desto  weniger  unterscheidet  sich  der 
Umlauf  von  einem  indifferenten.  Die  entsprechende  ganz  ungenügend  eoi- 
vergirende  Ketten function  kommt  aber  gar  nicht  in  Betracht,  weil  die 
Abscisse   des  Schnittpunktes   auf  andere  Art   ermittelt  wnrde.     Uebenüei 

*  A'  wird  also  genau  nach  denselben  Regeln  hergeleitet,  wie  die  Dii- 
criminante  A»  nur  dass  bei  dieaei  qii'=.-vV  ^Ät. 
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sei  bemerkt ,  daas  wir  in  Abschnitt  3  aaf  den  Fall  ungenttgender  Convergenz 
zarückkommen  und  ihn  durch  Drehung  des  Coordinatensystems  heben, 
Zahlenbeispiel:  („„5)    afi  +  x-e  =  0. 

Die  Coordinaten  des  kritischen  Punktes  sind: 

«  =  ^^^  =  0,668  7403;    y  =  0,133  7481, 

^^^^^  c  =  0,802  488  4. 

FOr  andere  c  entscheidet  das  Vorzeichen  von 

A'rr-.  ö'^c*- 6*  =  3125c*- 1296 

darüber,  welche  Kettenfunction  anzuwenden  ist. 

a)  Sei  c=10;  A'^0,  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  Brech- 
punkte des  rechts  drehenden  Umlaufes  aus  folgender  Tabelle: 


«=f^ 

y  =  10-a! 

«0  =  0,000 

yo  =  10,000 

»,  =  1,585 

y»=  8,415 

Xi  =  1,531 

y,=  8,469 

«,=  1,533082 

ys=  8,466918 

Xt  =  1,533  010 

y4=   8,466990 

*»=  1,533  012  8 

^5=   8,466  987  2 

«6=1,533012  7 

^5=  8,466987  3 

Hierdurch  ist  nach  drei  einzelnen  Umläufen  die  einzige  reelle  Wurzel 

^^^  «5+«- 10  =  0 

bestimmt;  sie  hat  den  Werth 

ic  =  1,533  012  7 

und  ihre  Genauigkeit  reicht  bis  an  die  siebente  Decimale. 

Wegen  der  Beurtheilung  des  Fehlers  beachte  man ,  dass  die  zu  lösende 
Gleichung  g>(x)-9{x)  =  0 

nach  Eintragung  von 

3)  «*  =  [v  "■  V  «b]  ^*^  r^sP- 

4)  a:*=[tf;-*g>a?oF> 

übergeht  in    ,^[cp-i^a^,](*-i)-.  i^[g,-i^^^](*)=y^_j-y^  =,  Ä 

Die  Differenz  8  der  beiden  zuletzt  berechneten  Ordinaten  ist  daher  ein 
MaasB  für  die  Genauigkeit  der  ermittelten  Abscisse  (Wurzel).  In  obigem 
Beispiel  wird  a  =  ^^  -  y^  =  -  0,000  000  1. 
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ß)  Sei  c  =  0,2;  A'<0,  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  Brech- 
punkte des  links  drehenden  Umlaufes  aus  folgender  Tabelle: 


a;  =  0,2-y 


Xq  =  0,200 
a?i  =  0,199  68 
ir,  =  0,199,682  6 


y  =  ic* 


^0  =  0,00032 
yi  =  0,000  317  4 
y,  =  0,000317  5 


Hierdurch  ist  nach  einem  einzigen  Umlauf  die  reelle  Wurzel  Yon 

a?5  +  »-0,2  =  0 
bestimmt;  sie  hat  den  Werth 

a;  =  0,199  682  6 

and  ihre  Genauigkeit  reicht  bis  an  die  siebente  Decimale.   Der  Fehler  betrigt 

d'=  yj  -  y,  =  + 0,000  000 1. 

Untersuchen  wir  jetzt,  unter  welchen  Umständen  ein  indifferenter 
Umlauf  eintreten  kann.     Die  Bedingung  für  einen  solchen  war 

5)  <P""**aJo  =  '«*'">^o' 

und  weil  für  unser  Beispiel 

so  wird  <p-*V'a?o  =  ^c-a:o»     ^~'g>i«Jo  =  c-Ä;, 

10)  (c-V)"  =  c-% 

Diese  Gleichung  vom  Grade  n^  für  Xq  fasst  zunächst  sämmtliche  Wnnela 
der  Gleichung  v(«o)-'«'W  =  0 

in  sich,  denn  Nr.  5)  reducirt  sich  auf  die  Identität  Xq  =  Xq^  sobald  tp  =  if^. 
Hierin   spricht   sich   nun   das   selbstverständliche   Resultat   aus:   Wird  der 
Anfangspunkt  des  Umlaufes  in  den  Schnittpunkt  der  Curven  (p  und  ^  verlegt, 
dann  ist  der  Lauf  indifferent;  er  hat  sich  zu  einem  Punkte  verdichtet. 
So  genügt  beispielsweise  der  Gleichung: 

«»»  +  a;  —  2  ==  0 

a;=l,  und  dieser  Werth  wird,  weil  A'>0,  durch  die  Kettenwursel 


X 


=  j/2-j/2--..j/2-x. 


dargestellt.  Unter  den  unendlich  vielen  Anfangswerthen ,  die  man  dem  f« 
ertheilen  kann ,  reducirt  der  Wurzel  werth  Xq=  l  augenblicklich  die  uneDd* 
liehe  Kettenfunction  auf  x=  1. 

Betrachten  wir  die  Sache  aber  zuerst  so ,  dass  wir  x^  bestimmt  an« 
nehmen  und  nach  den  zugehörigen  Werthen  von  c  fragen.  Sei  x^^O, 
dann  folgt  aus  10): 
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und  hier  sind  die  reellen  Wurzeln  c  =  0  und  c  =  +  1 ,  von  denen  aber 
nur  c  =  -|~  1  init  der  Bedingung  eines  positiven  c  vertraglich  ist. 

In  der  That  besteht  jetzt  der  Umlauf  in  jenem  Quadrat ,  welches 
durch  die  Achsenabschnitte  1  und  1  bestimmt  ist  (Fig.  9).  Die  Drehrichtung 
erscheint  im  Quadratenum  fange  natürlich  unbestimmt  i  in  den  benachbarten 
Umläufen  entspricht  sie  der  Uhrzeigerbewegung.  Denn  da  für  jedes  positive 
ganze  n  immer  n^^  {n+  l)"'';  ^^  lautet  das  entscheidende  Kriterium  7): 

A'=w«~(n+l)»-'>0. 

Eben  deshalb  hat  man  für  die  Schnittpunktsabscisse 


11)  x==j/i-y^l---y^l-x,, 


und  diese  Eettenwurzel  oscillirt  für  a?o  =  0  (oder  Xq  «  1)  zwischen  0  und  1 
hin  und  her.  Setzt  man  dagegen  für  Xq  einen  Werth  zwischen  0  und  1, 
80  tritt  Convergenz  ein.  So  ergiebt  sich  beispielsweise  für  ti  =  5 ;  Xq^=  0,5 
nach  zwölf  einzelnen  Uml&ufen 

»  =  0,754877  7, 

y  =  0,245  122  3 

mit  einer  Genauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale.  Die  Convergenz  ist 
eine  schwache,  weil  dieser  Schnittpunkt  nicht  weit  von  dem  früher  be- 
stimmten kritischen  Punkte  entfernt  liegt  Wir  kommen  auf  eine  bequemere 
Berechnung  in  Abschnitt  3  zurück. 

Für  das  Studium  der  Kettenfunctionen  ist  es  nicht  unwichtig,  dass 
man  auf  alle  indifferenten  Uml&ufe  achte.    Die  vorliegende,  durch 

y  =zx^     und     y  =  1  —  a? 

definirte  Eettenfunction  besitzt  für  ungerade  (positive)  n  noch  einen  zweiten 
indifferenten  Umlauf.  Orientiren  wir  uns  zunächst  an  einem  Beispiel  und 
setzen  n  =  3 ,  dann  lautet  die  Gleichung  10)  zur  Bestimmung  des  Anfangs- 
punktes jener  Umlaufe  n  _  /pSjs  --  i  _  a;^ 

das  heisst  ic9-3a;«  +  3a^-Ä  =  0, 

wobei  der  Index  von  x  unterdrückt  wurde.     Dieses  zerfHUt  nun  in 

a;(a?-- l)(a^  +  a;- l)(Ä*  +  ar»-2a;- 1)  =  0. 

Die  ersten  beiden  Factoren  bestimmen  den  schon  bekannten  qua- 
dratischen Umlauf;  der  nächste  Factor  bestimmt  die  Wurzeln  der  eigent- 
lich zu  Grunde  liegenden  Gleichung 

ar^  +  a?-l=0, 
deren   reelle  Wurzel  auf  einen  zu  einem  Punkte  verdichteten  Umlauf  hin- 
weist; es  verbleibt  daher  a:*+3x'  —  2a;— 1  =  0 

und  diese  Gleichung  besitzt,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  ausser  zwei 
complezen  Wurzeln  die  beiden  reellen: 
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0?'=  + 1,153  721  3, 

a:"=-0,535687  2. 

Thatsächlich  ergeben  sich  diese  Werthe,  wenn  wir  einen  rechts  drehenden 
ümlanf  ansetzen  durch  die  Gleichungen 

wobei  als  Anfangsabscisse  ein  Werth  zu  nehmen  ist,  der  sicher  ausaerhslb 
des  quadratischen  Umlaufes  (0;  1)  liegt  also  etwa  a:  =  —  1  oder  x  =  — 0,5. 
Im  ersten  Falle  nähert  man  sich  dem  gesuchten  indifferenten  Umlauf 
{x';  x")  von  aussen  her,  im  zweiten  yon  innen  her  (Fig.  11).  Dass  aacb 
im  zweiten  Falle  der  gegen  (x';  x")  convergirende  Umlauf  rechts  drehend 
ist,  kann  aus  dem  geometrischen  Bild  kaum  ersehen  werden,  wir  stellen 
daher  die  Coordinaten  einiger  Brechpunkte  des  erst  nach  elf  UmlSofen  ge- 
nügend convergirenden  Laufes  in  folgender  Tabelle  zusammen. 


«  =  fy 

y  =  l  —  « 

a?o  =-0,500 

y„  =+1,500 

a?j  =  +  1,145 

y,  =-0,145 

»,  =-0,525 

y,  =+1.525 

a»3  =  +  1,151 

y,  =  -  0.151 

a-,9  =  +  l,153  7212 

y,9  =  - 0,153-721-2 

Xjo  =  -  0,535  687  2 

y«,  =  +  1,535  687  2 

x,i  =  +l,153  7213 

y,,  =  -0,153  7213 

x„  -  -  0,535  687  2 

y„  =  +  1,535  687  2 

Die  Coordinaten   der  Brechpunkte   des   indifferenten  Umlaufes  {x-^x") 
sind  daher  ^'  =  4. 1^153721  3,      y  =  +  1,535687  2, 

x"  =  -  0}535  687  2 ,     y"  =  -  0,153  721  3 

und  man  bemerke  ^  dass 

a;'-fl;"=y-y"=  1,6894085, 

woraus  zu  schliessen  ist ,  dass  auch  der  zweite  indifferente  Umlauf  (2;  z") 
quadratisch  ist.  Das  vorliegende  Beispiel  zeigt,  wie  die  gegen  zwei  feste 
Werthe  o&cillirende  Kettenfunction  gleichzeitig  zw  ei  Wurzeln  einer  Oleichmig 
zu  bestimmen  vermag. 

Würde  man  die  inverse  Kettenfunction,  welche  durch 

ic=l— y,     y  =  x» 

definirt  ist,  benutzen,  so  durchliefe  man  die  soeben  betrachteten  UmlSafe 
rückwärts.  Der  erste,  dessen  Anfangsabscisse  a;=  —  1  war,  divergirtünb 
drehend,  wie  man  sofort  &\e\it^  «kxx^^rordentlich  stark.    Der  zweite,  dessen 
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Anfangsabscisse  0?  =  — 0,5  war,  convergirt  links  drehend  gegen  den  in- 
differenten ümlaaf  (0;  1).  —  Endlich,  um  alle  Fälle  zu  erledigen,  sei 
hinzugefügt,  dass  ein  links  drehender  im  Innern  des  Quadrates  (0;  1) 
beginnender  Umlauf  gegen  (0;  1)  convergirt,  dass  dagegen  ein  ebendort 
beginnender  rechts  drehender  Umlauf ,  der  wieder  mittelst 

anzusetzen  wSre,  dem  einzig  vorhandenen  reellen  Schnittpunkt  der  Curven 
9>  und  ^  zustrebt  und  dessen  Coordinaten  zu 

0^  =  0,682  327  8     (a?o  =  0,5) 

y«  =  0,317  6722 
ergiebt.  ^         ' 

Um  die  letzten  Betrachtungen  allgemeiner  zu  fassen ,  kehren  wir  noch 

einmal  zu  der  Gleichung 

5)  9— *i^af  =  ^"^9)0? 

zurück.     Dieselbe  ergiebt,  wie  wir  sahen ,  ausser  den  sSmmtlichen  Wurzeln 

der  Gleichung  g>  (a?)  -  tf;  (x)  =  0 

auch  alle  jenen  x*,  welche  den  Anfangspunkt  eines  einfachen*  indifferenten 
Umlaufes  bestimmen.  Offenbar  können  wir  alle  Fragen  unter  einen 
Gesichtspunkt  bringen,  wenn  wir  die  Schnittpunkte  der  beiden  CurVen 

12)  iy=  g)"^#^a?  =  Y(«)     und     ij  =  if;-*<pa?  =  0(a?) 

aufsuchen.  Obwohl  jetzt  complicirtere  geometrische  Bilder  entstehen,  so 
bleiben  doch  die  Ketten functionen  die  alten,  nämlich 

3)  XM  =  [v-'Va'ol'*' 
und 

4)  a?fc=[^-'<P^oP- 
Sollen  für  unser  Beispiel 

^=:x"=9),     y  =  c  —  x'=3t(;     (n  ungerade) 

ausser  dem  Schnittpunkt  auch  die  Anfangsabscissen  der  indifferenten  Um- 
läufe bestimmt  werden,  so  ermittele  man  die  reellen  Schnittpunkte  der 
beiden  parabolischen  Curven 

ij=)/c  — a7==Y,     ij  =  c  — a;«  =  0.     (c  =  l). 

Diese  beiden  Curven  sind  der  früheren  Parabel  q>  congruent,  und  ihre 
Lagen  Verhältnisse  erkennt  man  aus  Figur  12  und  13.  Es  sind  fünf 
reelle  Schnittpunkte  vorhanden,  und  diese  werden  —  ganz  dem  vorigen 
Ansatz  entgegengesetzt  —  sämmtlich  durch  Anläufe  erreicht. 

Speciell  für  c  =  l,  wie  auch  in  Fig.  12  angenommen  ist,  findet  man: 
!•  Zwei  Schnittpunkte    mit    den    Coordinaten   0;     1  und   1;  0.     Diese 

entsprechen  dem  früheren  indifferenten  Umlauf  (0;  1). 

*  „Einfach**  bedeutet  hier:  Nach  einer  Umdrehung  in  sich  surflckkkehrend. 
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2.  Zwei   Schnittpunkte  mit  den   Coordinaten   x\  i\    und  %'\  f{\ 
entsprechen  dem  früheren  indi£ferenten  Umlauf  [x'\  x"). 

3.  Ein    Schnittpunkt    mit    den    Coordinaten    3ifi\  ff.     Dieser    entspricht 
dem  früheren  Schnittpunkte  or^;  ^. 

Da  nur  Anläufe  vorkommen,  besteht  kein  Zweifel  darüber,  dass  die 
Anfangspunkte  der  Läufe,  welche  nach  den  Punkten  (x^;  17^,  (x';  ^\ 
{x"'^  nf{')  zustreben  I  auf  der  Curve  ¥  gelegen  sind.  Für  die  Absdssen 
dieser  drei  Punkte  gilt  daher  die  convergente  Kettenentwickelung 

X,  =  [<D-'V*J(*)  =  j/l  _  ^1  _ . . .  V/l_«i„ 

wobei  etwa  folgende  drei  Anfangs werthe  für  ^q  in  Betracht  kommen: 

Xq  =  0,5,    x^  =  1,2,    0-0  =  - 0,6. 

Man  vergleiche  die  vorhin  genau  angegebenen  Werthe  von  o^,  x  und  x\ 
welche  jene  Anfangswerthe  rechtfertigen  und  welche  durch  die  letzte  Kelten- 
Wurzel  in  der  That  reproducirt  werden.  Die  besonderen  Zahlen  beziehen  sich 
auf  den  Fall  n  =  3.  Darch  die  inverse  Eettenfunction  mit  den  Anfongs- 
werthen  0*0  =  0,5  resp.  ar^sO,?  (dieselben  liegen,  wie  nöthigi  auf  yer- 
schiedenen  Seiten  von  x^)  würde  man  die  Abscissen  jt  =  0  resp.  ^=  1  be- 
stimmen, wenn  solches  überhaupt  erforderlich  wäre.  —  Man  beachte  noch, 
dass  infolge  der  synmietrischen  Lage  der  Parabeln  (Fig.  12)  ganz  all- 
gemein die  Beziehungen 

a:  =  iy  =  1  —  y       und     a?  =  ij  =  1  —  y 

stattfinden,  so  dass  immer 

x  —  x =y  —  y  , 

also  der  Umlauf  (o;';  x")  ein  quadratischer  ist. 

Schwieriger  liegt  die  Sache»  wenn  c  ^  1.  In  diesem  Falle  hat  man 
zu  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  c  die  Curven  O  und  Y  zur  Be- 
rührung kommen,  womit  entschieden  wird,  ob  ein  oder  drei  oder  fftnf 
Schnittpunkte  und  dementsprechend  kein  oder  ein  oder  zwei  indi£ferente  Um- 
läufe zwischen  9  und  ^  vorhanden  sind.    Sei  fi  =  3,  so  ergiebt  die  Rech* 

nunff,  dass  für  4    ._  4    ^— 

c  =  g|/3      und     c  =  gl/6 

Berührung  eintritt.  Im  ersten  Falle  haben  sich  die  früheren  Punkte  (0;  1), 
{x^\  if)  und  (1;  0)  zu  einem  einzigen  zusammengezogen.  In  diesem 
Punkte  durchsetzen  sich  die  Curven,  es  findet  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  statt,  und  er  entspricht  dem  kritischen  Punkt  des  Curvensystems 
9,  ^  (mit  supplementärem  Schnitt).  Zwischen  q>  und  ^  existirt  jetzt  nur 
noch  ein  indifferenter  Umlauf.  —  Im  zweiten  Falle  haben  sieh  die 
früheren  Punkte  (0;  1)  und  (x";  V')  einerseits  und  (1;  0)  und  (x\i) 
andererseits  zu  einem  Punkte  zusammengezogen.  Mithin  findet  zwischen 
ip  und  ^  abermals   nur    ein   indifferenter  Umlauf  statt  (Quadrat  mit  der 
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Seite  V^2),  and  innerhalb  desselben  verbleibt  der  Schnittpunkt  (x^;  y% 
Diese  Bemerkungen  behalten  ihre  Giltigkeit  auch  für  jedes  andere  positive 
ganze  angerade  n;  nur  die  numerischen  Werthe  von  c  Undem  sich.  Her- 
vorgehoben sei:  Anläufe  zwischen  Curven,  welche  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  eingehen,  convergiren  in  der  Nfthe  des  Berührungspunktes  ebenso 
unvollkommen,  als  Umläufe  in  der  Nähe  eines  supplementären  Schnittes. 

Ganz  im  Allgemeinen  steht  fest,  dass  bei  obiger  Untersuchung  nur 
drei  wesentlich  verschiedene  Fälle  eintreten  können,  von  denen  die  zwei 
erwähnten  Grenzfälle  bilden.  Immer  wird  sich  ein  Anfangswerth  Xq  so 
angeben  lassen*,  dass  man  den  gesuchten  Schnittpunkt  {aP\  if)  durch  einen 
Anlauf,  also  (pfi\  f^)  durch  einen  Umlauf  erreichen  kann.  Nur  dann,  wenn 
in  {afiy  ff^)  eine  Berührung  höherer  Ordnung  oder  in  (o^;  y^)  ein  supplementärer 
Schnitt  eintritt^  ist  das  Verfahren  unzureichend,  aber  auch  überflüssig. 

Ist  fi  gerade,  so  kann  höchstens  ein  indifferenter  Umlauf  vorkommen. 

Betrachtung  der  Form 
II)  a?**  —  a;  —  c  =  0    (n  ungerade). 

Wir  zerfallen  dieselbe  in 

y^afs=q)     und     y  =  c  +  rc  =  tf;, 

dann  stellt  y  =^  q>  dieselbe  Parabel  wie  früher  dar,  während  die  Gerade 
y  =  ^  jetzt  auf  der  negativen  Abscissenachse  und  positiven  Ordinatenachse 

die  gegebene  Strecke  c  abschneidet  (Fig.  14  u.  15).    Weil  j-  =  naj"~*  und 

-  (mX 

—  =1  immer  positiv  ist^  so  kommen  hier  nur  Anläufe  vor. 

Die  Stelle ,  wo  für  ein  gewisses  c  ^  0 

dq>  ^  d'ilf 
dx  ~"  dx 

wird,  also  Berührung  stattfindet,  ist  bestimmt  durch 

na;»-*=l,  j 

das  heisst  /l  \;ri:T 

und  das  betreffende  c,  welches  diesen  Fall  veranlasst,  ist 


13)  c  =  (w-l)w   »->. 

Dementsprechend  wird  die  Discriminante  der  trinomischen  Gleichung  II) 

14)  A  =  w''c«-«-(n-l)'— S 
und  wir  haben  für: 


•  Insbesondere  ist  der  Anfangswerth  a?o=0  zal&ssig,  so  lange  c<(n4-l)«  ••-> 

oder  e  ^  1;  liegt  aber  c  zwischen  diesen  Grenzen,  so  fibersehe  man  den  indifferenten 

Umlauf  nicht,  der  den  Schnittpunkt  (x^,  ^)  möglicherweise  sehr  eng  umschliessen 

kann.    Ein  stets  passender  Anfangswerth  ist  die  Abscisse  des  kritischen  Punktes 
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A  ^0    einen  reellen  Schnittpunkt  (Fig.  14) ^ 

A  ^  0    drei  reelle  Schnittpunkte  (Fig.  15). 

Die  Schnittpunktsabscisse  des  Punktes  a,  welche  positiv  ist,  wird  unter 
allen  umständen  durch  einen  Anlauf  erreicht,  der  etwa  im  Coordinaten- 
anfang  beginnt  (xq^O),  und  er  ist  durch  die  aus  den  Gleichungen 

hervorgehende  Kettenwurzel : 

15)  Xk==[q>-'^x,Y>=yc+yc  +  '''+-^c  +  Xo     (a\)  =  0) 

bestimmt. 

Durch  dieselbe  Kettenwursel  ergiebt  sich  auch  die  (negative)  Abscisse 
des  Schnittpunktes  ß.  Der  Anlauf  beginnt  auf  ^  und  zwar  entweder 
zwischen  den  Punkten  ß  und  y  oder  auch  unterhalb  des  Punktes  ß.     Im 

ersten  Fall  kann  man  ohngefähr  a^q  =  —  ( —  j"      wählen,  im  zweiten  a?o  ==  —  1, 

weil  die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  II)  sicher  echte  Brüche  sind. 
Der  dritte  Schnittpunkt  y  wird  durch  einen  Anlauf  erreicht,  der  auf  q> 
beginnt,  daher  ist  seine  Abscisse  durch  die  inverse  Kettenentwickelung 
(Kettenpotenz) 

16)  aJÄ  =  [*-*9>^oP 
bestimmt. 

Als  Anfangsabscisse  wählt  man  hier  Xq^O  oder  a;^  =  —  c  oder  auch, 

falls  man  zwischen  ß  und  y  beginnen  will,  Xq^—  f— j 

Ist  A  =  0,  so  ändert  sich  in  der  Rechnung  nichts  wesentliches. 
Die  Abscisse  von  a  wird  nach  wie  vor  mittelst  der  Kettenwurzel  15)  be- 
stimmt; für  die  Abscisse  von  ß  resp.  y  sind  beide  Entwickelungen 

Xk=[^'-^^XoY^\  (iro  =  -l) 
und 

gleichzeitig  convergent  and  liefern  den  bereits  bekannten  Wertb. 
Zahlenbeispiele: („^5)    ^_^_c  =  0, 

t 

Die  Coordinaten  des  Berührungspanktes  sind 

«  =  -l/^  =  -0,6684703;    y  =  - 0,133748  1, 

'o*»«'  c  =  0,034  992  2; 

für  die  Discriminante  findet  nuui 

A.  Vi|i-4!>«812&«*- 858. 


n,4T 
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Oq)  Sei  c  =  10;  A  ^  0»  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  Brech 
punkte   des   auf  der  Geraden  beginnenden  Anlaufes  aus  folgender  Tabelle: 


x=Vy 

y  =  10+a; 

a!o  =  0,000 

yo  =  10,000 

a;,  =  1,585 

y,  =  11,585 

«,  =  1,632 

y,  =  11,632 

a;,  =  1,633  550 

y,=  11,633550 

xt  =  1,633  587  8 

^4=  11,633  587  8 

«j  =  1,633  588  9 

^5=  11,633  588  9 

«8=1,633  588  9 

ye=  11,633  588  9 

Die  einzige  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

«»-a;-10  =  0 

"^'^'^  «  =  1,6335889 

und  der  Fehler  beträgt    ,  _  y^  _  ^^  „  +  o,000  000  0. 

das  heisst,  er  könnte  erst  in  der  achten  Decimale  constatirt  werden. 

a)  Sei  c  =  0,2;  A  <^  0,  dann  sind  drei  Schnittpunkte  vorhanden. 
Fttr  den  Schnittpunkt  a,  dessen  Abscisse  stets  positiv  und  ^1  ist,  setze 
man  «g  =  1 ,  dann  ergeben  sich  die  Coordinaten  der  fibrigen  Brechpunkte 
wie  folgt:  i 


x=yy 


y  =  0,2  +  a: 


«,  =  1,000 
X,  =  1,037 
Xt=  1,0434 
«3=1,0445 
«,=  1,044  72 
«5  =  1,044  755 
«4=1,044  7605 
«T=  1,044  7614 
«g=  1,044  7616 


yo=  1.200 
yi  =  1,237 
y,  =  1,243  4 
y,=  1,2445 
y,  =  1,244  72 
y,  =  1,244  755 
yg  =  1,244  760  5 
yj=  1,244  761 4 
yg=  1,244761  6 


Die  positiv«  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

«»-«-0,2  =  0, 

'«'  '^  «'=  1,044  761  6 

und  der  Fehler  beträgt  ,^y^_y^=_0,0000002. 

/})  Fflr  den  Schnittpunkt  ß,  dessen  Abscisse  negativ  ist,  ergiebt  sich, 
ftlls  mit  «o=s  — 1  begonnen  wird: 

2MtMliiUtt.lUttMnutUJia.I%/iik.  S9.Jahig.  1(94.  O.B»tl.  %i 
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-—  ^-  ^  -».•■  —  -r- 


x  =  yy 


y  =  0,2  +  a; 


«0  =  - 1,000 
x^  =  -  0,956 
a;,  =  -0,9457 
itj  =  -  0,942  9 
x^  =  -  0,942  32 
«j  =  -  0,942  145 
«0  =  - 0,942  101 
«,  =  -  0,942  090  7 
«8  =  -  0,942  087  8 
a;,  =  -  0,942  087  1 
%=- 0,942  086  9 


yo  =  - 0,800 
y,  =  -  0,756 

y, 0,745  7 

y,  =  -  0,742  9 

y« 0,742  32 

yj  =  _  0,742 145 
y,  =  -  0,742  101 
yj  =  _  0,742  090  7 
yg  =  _  0,742  087  8 
y,  =  _  0,742  087  1 
y,«=-0,742086  9 


3  =  yj  -  y„  =  _  0,000  000  2. 

y)  Für  den  Schnittpunkt  y,  dessen  Abscisse  ebenfalls  negativ  ist, 
giebt  sich,  falls  mit  2o~0  begonnen  wird: 


a!  =  y- 0,2 


y  =  a!* 


«0  =  -  0,000 
«,  =  -  0,200 
r,  =  -  0,200  32 
a^  =  -  0,200  322  5« 

a'=  y,  _  y,  =  -  0,000  000  0,. 
Die  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 

«5-a;-0,2  =  0 


y,  =  -  0,000 
y,  =  -  0,000  32 
y,  =  -  0,000  322  5« 
y,  =  -  0,000  322  5, 


sind  demnach 


«"=-0,942  086  9    und    *'"=  -  0,200  322  6. 


3.'  lieber  die  Steigerung  der  Convergenz. 

Die  Betrachtung  der  geometrischen  Bilder  fOr  die  EettenfaDctioi 
zeigt,  dass  der  Schnittpunkt  der  Curven  bisweilen  erst  nach  üeberschieitt 
einer  erheblich  grossen  Anzahl  von  Brecbpnnkten  mit  branchbaiet  i 
näherang  erreicht  wird.  Das  Extrem  einer  ungenügenden  Convergou 
beispielsweise  ein  indifferenter  Umlauf,  aber  auch  bei  Anläufen  kam 
Convergenz  sehr  zu  wUnschen  übrig  lassen.  Im  Allgemeinen  ist  du  \ 
dringen  zum  Schnittpunkt  ein  asymptotisches,  das  heisst ,  die  LBnfe  i 
unendlich  oft  gebrochen ;  immerhin  kann  man  bei  passender  Fortscbreitsi 
riciitang  dem  Schnittpunkte  oft  nach  wenigen  einzelnen  Zflgen  betriclit 
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nahe  kommen.    Diese   Fortschreitangsrichtong  ist   darch    das  Coordinaten- 
System  bedingt  und  kann  durch  Drehung  desselben  abgeändert  werden. 

Drehen   wir   die   positive   Abscissenachse  OX  entweder   im    positiven 
Sinn  (Fig.  16  u.  18)   oder  auch  im  negativen  Sinn  (Fig.  17  u.  19)  um  den 
Winkel  a,   bis    sie   in  die  Lage   OU  kommt,    so  gelten   folgende  .Trans- 
formationsgleichungen : 
dasheisst:  a;  =  uco5«,    y^usina  +  v. 

17)  y  =  Qx  +  v, 

wobei  ^      . 

An  Stelle   der  Curvengleichungen  ys=q)(x)  und  y=z^if(x)  treten  die 
anderen      ^,  ^  ^(^j_  ^^^0(^j     ^^^     ^,  =  ^(^)  _  ^^^y(^)^ 

und  hier  kann  q  so  gewählt  werden,  dass  die  Convergenz  erheblich  steigt. 
In  der  That  giebt  es  ein  p,  für  welches  der  in  {Xq,  ^o)  auf  ^  beginnende 
Lauf  den  Schnittpunkt  (x\y)  sofort  erreicht,  nämlich: 

aber  dieser  Werth  ist  von  vornherein  ebenso  wenig  bekannt,  als  die  Schnitt* 
punktscoordinaten  selbst  Man  muss  sich  also  zunächst  damit  begnügen, 
einen  ohngefllhr  passenden  Werth  für  q  auszuwählen;  zur  genauen  Be- 
stimmung von  X   dient  die  Kettenfunction. 

Die  Curven  t;  =  0  und  t;  =  Y  können  von  Neuem  auf  ein  rechtwinkliges 
System  bezogen  werden ,  so  dass  unsere  früheren  Betrachtungen  ohne  Weiteres 
Geltung  behalten.    Wenn  für  den  Schnittpunkt  der  Curven  ^  und  q>  die 

erfüllt  ist,   so  waren  die  Umläufe  in  der  Nähe  des  Schnittpunktes  beinahe 

indifferent.    Dieselbe  Bedingung  für  die  Curven  0  und  Y  (auf  rechtwinklige 

Coordinaten  bezogen)  lautet: 

d(t>       dV 

das  heisst  ,  ,  , 

Die  Bedingungen  a)  und  b)  widersprechen  sich  also,  das  heisst: 

Werden    die  Umläufe    in    der  Nähe  des   Schnittpunktes   der 

Curven  q>  und  ^  indifferent,   so  werden   sie  es   sicher  nicht  für 

die  Curven  0  und  Y. 

Weiter  überzeuge  man  sich  am  geometrischen  Bilde,  sowie  an  den  früher 

aufgestellten  analytischen  Kriterien,  dass  man  in  dem  disponiblen  q  ein  Mittel 

besitzt,  das  Vorzeichen  von  -r—   und  -r—  ftlr  ein  bestimmtes  x  zu  reguliren, 
•  dx  dx  -o  f 
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das  heisst:  Man  kann  der  Abscissenachse  immer  eine  solche  Lage  ertheilen, 
dass  nach  Belieben  ein  Anlauf  oder  ein  Umlauf  erscheint.  Ebenso  sei  be- 
merkt 9  dass  man  das  Vorzeichen  Ton  A'  (vergl.  Abschnitt  2)  in  der  Hand 
bat,  das  heisst:  Man  kann  bewirken,  dass  der  ümlaaf  sich  nach  Belieben  rechts 
oder  links  dreht ,  oder  anders  gesagt :  Man  kann  Torschreiben ,  auf  welcher 
Curve  der  Lauf  beginnen  soll;  und  das  ist  für  das  Folgende  sehr  wichtig. 
Hingegen  ist  q  ohne  Einfluss  auf  die  Bedingung 

'^  -d^--d^  =  ^' 

denn  selbstverständlich  kann  die  Coordinaten  •  Transformation  an  etwa  ein- 
tretender Berührung  der  Curven  nichts  ändern.  —  So  lange  aber  Berfibrnng 
nicht  statt  hat,  ezistiren  im  Schnittpunkte  zwei  getrennte  Tangenten  an 
beide  Curven,  und  es  mag  dem  geneigten  Leser  Oberlassen  bleiben,  sich 
darüber  zu  orientiren,  wie  die  Lage  der  Abscissenachse  zu  wählen  ist, 
damit  der  eine  oder  der  andere  der  soeben  erwähnten  Fälle  eintritt. 

Dagegen  müssen  wir  eine  andere  Angelegenheit  noch  erörtern.  Die 
Darstellung  der  Kettenfunction  verlangt,  dass  mindestens  eine  der  Functionea 
0  oder  ¥  invers  angeschrieben  werden  kann.  Dies  ist  aber  nur  mOglich, 
wenn  eine  der  Functionen  (p  oder  ^  linear,  höchstens  quadratisch  ist;  io 
allen  anderen  Fällen  würde  die  Rechnung  weitläufig,  meistens  sogar  mn 
ausführbar.    Wir  setzen  daher  von  jetzt  ab  voraus ;  dass 

ij}  =  ax  +  hj 

™^^^^^  V  =  ^(x)  =  {a-'Q)x  +  b, 

das  heisst  «j  — ä 

Uebrigens   führt  das  keine  Einschränkung  herbei,  weil  die  zu  lösende 
Gleichung  q>{x)^ax-'b  =  0 

so  allgemein  bleibt,  wie  die  Function  g>  selbst. 

Indem   nun  auf  die  ümkehrbarkeit  von  <t>  verzichtet  wird,   mnss  der 
Anfangspunkt   des   convergirenden   Laufes    stets    auf   die   Curve  (p  verlegt 
werden,    nicht   auf  die  Gerade  t/;.      Der   Lauf  geht   dann   unter  schiefer 
Abscissenrichtung  nach  t/;,  von  da  in  (verticaler)  Ordinatenrichtaug  wieder 
nach  (p  u.  s.  f.  —  Man  vergl.  Fig.  16  und  18  und  ersetze  in  selbigen  ^  doreii 
eine  Gerade. 

Die  convergente  Kettenfunction   ist  jetzt  ausschliesslich  defioirt  darei 

x  =  ——  =  V~*(t;),     t;=  qp(a;)  — ^a;  =  0(ir), 
das  heisst 

18)  «A=[V-'0a;oF'. 


V,y 


Statt  der  Abscissenachse  könnte  auch  die  Ordiuatenachse  gedreht  werdeD; 
doch   kommt  das  nur  auf  eine  Vertauschung  der  Bollen  von  tpunäfnä  I. 
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■■••X^'*      -V     — 


q>'^  resp. '4;'^  hinaas.  Beide  Achsen  za  drehen  ist  ebenso  überflüssig  als 
in  der  Rechnung  undurchführbar. 

Zahlenbeispiel:  rc^  +  a;  —  1  =0 

Wir  zerlegten  bereits  in  Abschnitt  2  diese  Gleichung  in 

und  sahen y  dass  die  Ketten wurzel  Xk  =  [(p'^  ti/ x^Y''^  für  Xq=^0  einem  völlig 
indifferenten,  für  Xq=  0,5  einem  sehr  schwach  convergirenden  umlaufe  ent- 
sprach.    Transformiren  wir  daher  obige  Curvengleichungen  mittelst 

17)  y==QX  +  v,    g=^tga, 

so  entsteht  1  —  t; 

v^  x^  —  QX  =  <t>{x)    und     x-=Y— —  =  Y-*(t;). 

^  +Q 

Als  Anfangsabscisse  wählen  wir  auf  Grund  der  früheren  Angabe 
Xf^  =  0,75 ;  das  ist  also  ein  Werth ,  welcher  sich  sehr  bald  bei  der  gewöhn- 
lichen Eettenentwickelung  einstellt,  dessen  Verbesserung  auf  sieben  geltende 
Decimalen  aber  nur  langsam  von  statten  geht.  Da  der  Punkt  (Xq  ;  ^o)  den 
gesuchten  Schnittpunkt  {x\  y)  immerhin  nahe  liegt,  so  drehen  wir  die 
Abscissenachse  zweckmässig  parallel  der  Tangente*,  welche  im  Punkte 
(^0'  ^o)  ^^  ^^^  Curye  q>  gelegt  wird  und  erhalten 


das  heisst 


\  dxJx^x. 


Die  Tabelle  zur  Berechnung  der  genaueren   Schnittpunktscoordinaten 
ist  hiernach:  


_l-f; 


V  =:rc5_  \ß^ 


Vq^"  0,962  695 
vj  =  -  0,962  681  8 
t;,  =  -0,962  6819 


Xq  =  0,750 

a?j  =  0,754  882  8 

x^  =  0.754  877  7 

Der  Fehler  beträgt     ^^^  v,-v,^  0,000  000 1 
und  die  einzige  reelle  Wurzel  von 

cfi+x-l^O 
ist«  wie  früher  angegeben, 

x  =  0,754  877  7. 

Bisweilen  wird  ^  erst  nach  Anwendung  einer  geeigneten  Substitution 
linear.   Nehmen  wir  als  Beispiel  die  allgemeine  trinomische  Gleichung: 

*  Man  wird  jetzt  auch  die  Ursache  der  schnellen  Convergenz  in  den  Beispielen 
ßaf  Seite  330  und  338  erkennen. 
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19)  ß'^  +  aeP  +  b^O  {nZ^p), 

in   welcher  n  und  p  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen,  die  zu  einander 
relativ  prim  seien.     Dieselbe  lässt  sich  mittelst 


n 


jp  =  a"~Pa:    und    6  =  a''~Pc 
auf  vier  Normalformen   rednciren   und   zwar,    wenn  n  und  p  gleichzeitig 
ungerade  sind,  auf  aJ^  +  af  — c  =  0, 

ic*  — af  — c  =  0 
und,  wenn  n  gerade,  p  ungerade  ist,  auf 

a;"  — a^  +c  =  0, 
a?"  — a?''  —  c  =  0, 

wobei   c   immer   positiv  ist.    Vergl.  die    analoge    Darstellung    ftlrp  =  I 

(Abschnitt  2).      Der  Fall    eines  geraden  p   Iftsst   sich  völlig  ansschliessen 

1 

durch  die   Substitution  x  == — y   weil  vermOge  derselben  n — p  an  Stelle 

von  p  tritt,  und  etwaige  Abweichungen  betreffs  der  Vorzeichen  lassen  sich 
durch  die  Vertausch  ung  von  x  mit  —  x  vermeiden.  Die  üntersuchang  hat 
sich  daher  mit  den  Parabeln 

yz=iX^  und  resp.  y  =  c  —  xP  oder  y^=c  +  x^  oder  y^^af^c 

zu  beschäftigen. 

Im   Falle   ungenügender  Convergenz   setze   man  a:P  =  | ,    dann  treten 
statt  obiger  Curven  die  folgenden  auf: 

yP  =  I«  und  resp.  y  =  c  —  J  oder  y  =  c  +  J  oder  y  =  |  —  c. 

Man  erreicht  hiermit,  wie  verlangt,  dass  immer  die  eine  der  CarreD, 

n 

nämlich  ^,  eine  Gerade  vorstellt.  Was  die  Parabel  y  =  |^  anlangt,  so 
überzeugt  man  sich,  dass  sie  sich  in  der  äusseren  Erscheinung  von  einer 
Parabel  y  =  x"*  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  sie  weniger  steil  ansteigt 
als  letztere.  Man  kann  daher  die  Curvenbilder  in  Figur  8  — 15  zu  einer 
ersten  Orientirung  benutzen.  Etwas  anders  würden  die  Betrachtungen, 
wenn  wir  für  p  gerade  Zahlen  zulassen  wollten.  Die  Parabel  verlSnft 
dann  nur  auf  einer  Seite  der  Ordinatenachse  und  besitzt  im  Coordinaten- 
anfang  eine  Spitze. 

Fügen  wir  noch  hinzu ,  dass  die  logarithmischen  Gleichungen 

löge  +  aeP  +6  =  0, 

^®^P-  t;  +  acP«'+  6  =  0    [e^haslog  nat) 

stets  in  die  Normalformen 

logx±^mx  =  0    oder  auch     logx  +  x+c  =  0 

transformirt   werden    können   und   sich    dann   unseren    Betrachtungen  got 
anpassen  (Fig.  5). 
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Als  üebangsbeispiel  sei  auf  die  Gleichangen 

hingewiesen ,  welche  in  Abschnitt  2  zur  Bestimmung  der  indifferenten  Um- 
läufe dienten.  Nachdem  hier  7/"  =  1^1  gesetzt  ist,  kann  die  Drehung  der 
Abscissenachse  leicht  vorgenommen  werden,  und  dann  ergiebt  sich  x  weit 
schneller  als  in  der  auf  Seite  332  mitgetheilten  Tabelle. 

4.  Die  Formel  von  Newton.  —  Differenzengleichnngen. 

Nachdem  wir  uns  im  vorigen  Abschnitte  dahin  verständigt  hatten ,  dass 
y  =  if;  als  beliebige  Gerade  eingefQhrt  werde ,  gehen  wir  jetzt  noch  einen 
Schritt  weiter  un^  setzen  ^  =  0.  Wir  betrachten  also  die  Schnitte  der 
Curve  y  =  (p  mit  der  X-Achse,  das  heisst,  wir  suchen  die  reellen  Wurzeln 
der  Gleichung  9>  =  0. 

In  diesem  Falle  ergiebt  eine  Drehung  der  X-Achse  um  a  Folgendes: 

X  = 1      V  =  q>{x)'—  QX     (^  =  /flra), 

Q 

und  man  kann  nun  die  Abscissenrichtung  nach  und  nach  zweckmässig  ab- 
ändern, so  nämlich,  dass  sie  mit  der  Richtung  der  Tangenten  übereinstimmt, 
welche  in  den  aufeinander  folgenden  Brechpunkten  an  (p  gezogen  werden 
(Fig.  20).  Bezeichnen  Xt  und  Xk^i  zwei  sich  folgende  Absclssen  des 
Anlaufes  an  q>^  Vk  und  Vk  +  i  die  zugehörigen  Ordinaten,  so  ist 

Qk 

mithin  (p(Xk)-Xk(p'{Xk) 

"^'^^^ VW) — ' 

m^k  ■\- l  =  Xk ri-rr  f 

wo  (p'  die  Ableitung  von  q>  nach  x  bedeutet. 

Hiermit  gelangen  wir  zur  Newton'schen  Näherungsformel,  die  eben 
nichts  anderes  als  eine  Kettenentwickelung  definirt.    Nun  kOnnte  es  scheinen, 
als   ob  unser  früherer  Kettenansatz  ein  erster  und  unvollkommener  Schritt 
lu    einer  Näherungsmethode   sei;    welche   schliesslich   einer  Verbesserung 
f^hig  wird   und  auf  die  von  Newton  hinausläuft.    Aber  man  darf  nicht 
verkennen,  dass  eine  einfache  Kettenfunction  —  und  nur  solche  sind  ge- 
meint —  an  sich   ein  so   elementares  Gebilde  darstellt,  dass  dieses  einer 
analytischen   wie   geometrischen    Betrachtung   wohl  werth  ist.    üebrigens 
Keigt  sich  in  der  Analysis,  z.  B.  bei  der  elementaren  Berechnung  von  n, 
dass    man    auf   einfache   Kettenfunctionen,    selbst  wenn   sie  schwach  con- 
vergiren,  keinesfalls  verzichten  kann. 

In  der  Theorie  der  Differenzengleichungen ,  die  wir  nur  ganz  bei1än6g 
streifen  wollen,  wird  die  Kettenfunction: 
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Xu  =  Z*^"^  (a?o) ,    Xq  =  const. 
betreffs  ihrer  Abhängigkeit  von  u  stndirt  resp.  als  Integral  der  Gleichong 

angesehen.  Dort  werden  im  Allgemeinen  dem  u  nicht  mehr  gan2  positiTe 
Zahlwerthe  beigelegt,  und  es  erwächst  die  Aufgabe,  die  letzte  Gleichimg 
durch  solche  Functionen  zu  integriren ,  welche  für  jedes  u  Geltung  haben. 
Gelingt  es,  eine  solche  Function  in  endlicher  Form  ausfindig  zu  machen, 
so  ist  diese  für  ganze  positive  u  nach  gehöriger  Bestimmung  der  periodischen 
Constanten  zugleich  ein  endlicher  (geschlossener)  Ausdruck  für  die  unend- 
liche Eettenentwickelung. 

Ein  Beispiel  hierzu  bildet  die  Differenzengleichung 

xi^\  =  2  +  Xui 
welcher  augenscheinlich 

X 


(1)  iV  iV  («) 

genügt.  Die  Indices  (1) ,  (2) , . . .  (u)  zeigen  die  Anzahl  der  Torbandeoen 
Wurzelzeichen  an ,  und  man  wolle  bemerken ,  dass  hier  von  einer  Abänderong 
der  Kettenfunction  (Verstärkung  der  Convergenz)  nicht  die  Bede  sein  kaut 
Die  Form  ist  charakteristisch.  Andererseits  genügt  obiger  Gleichong 
auch,  wie  leicht  zu  prüfen, 

Xu  =  2 cos {k. 2"*)^    h=period,  Const. 

Setzt  man  den  Werth  von  Xq  fest,  Xq  =  0,  so  muss  sich  die  periodische 
Constante  k  so  ausmitteln  lassen  ^  dass  die  beiden  für  Xu  gewonnenen 
Functionen  coiccidiren.     Für  u  =  l  ergiebt  sich 

a;^  =  |/2  =  2cos^^ 
das  heisst  ,       n 

Wir  gelangen  mithin  zu  der  bekannten  Formel: 

^u=|/2  +  |/2  +  ...y2'  =  2cos{7t.  2-<«+»). 

n      V2 

Hierbei   ist  über  n  nur   so  viel  vorausgesetzt,   dass  cos  2=-zr-^  du 

heisst^  dass  n  der  halbe  Umfang  eines  Kreises  vom  Radius  1  ist.  Will 
man  n  numerisch  feststellen,  £0  bilde  man 


2"  + i.j/2  -|/2  +1/2  +  . . .  j/2  =  2«+».]/2-  2co5(«  .2-(-+»^) 

(»)  (2)  (u) 

==2«+25J^(7r.2-«"+2)). 
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Der  letzte  Ausdruck  geht  für  2-<«  +  2)  =  J  über  in 

sinni 

und  nähert  sich  mit  abnehmenden  d  der  Zahl  n.    Ein  solches  d  stellt  sich 

aber  ein ,  wenn  u  hinreichend  gross  angenommen  wird ,  und  es  ist  bekannt, 

dass   man  beispielsweise  für  u=10,   wo  die  Kettenentwickelang  links  den 

halben  Umfang  des   regelmässigen  2"+^=  4096 -Ecks  vorstellt,   das  einem 

Kreise  mit  dem  Radins  1  insohrieben  ist ,  den  Werth  von  n  bis  auf  sieben 

Decimalen  genau  erhält. 

Was  die  Eettenwurzel  für  Xu  anlangt,  so  entspricht  ihr  ein  convergenter 

Anlauf  zwischen  einer  Geraden  c\  . 

y  =  2  +  a; 

und  dem  positiven  Zweig  einer  Parabel 

x  =  +  Vy,     (a!o  =  0)    (Fig.  21). 
Die  betreffende  Kettenwurzel  convergirt  gegen  den  Werth  2 ,  das  heisst^ 
sie  liefert  die  positive  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

Die  andere  Wurzel  könnte  durch   einen  links  drehenden  convergenten 
Umlauf  erhalten  werden,  dem  die  Kettenwurzel 


X 


=  _j/2-|/2--.y2 


entspricht;  letztere   convergirt  gegen  den    Werth  ~1,   kommt  aber  jetzt 
nicht  in  Betracht  * 

Die  dem  Sinus  entsprechende  Kettenwurzel 


«  =  1/2-1/2  +1/2  +  . .  .1/2 

(1)  (8)  («) 

wird  geometrisch  veranschaulicht  durch  einen  convergenten  Anlauf  zwischen 

einem  Kreis  y  =  +  l/4  — ip« 

und  einer  Parabel  .  ,yTr /         ,/=-\     ,„.      «^. 

a;  =  +|/2-y,     (äö=>^)     (Fig.  22), 

Die  Kettenentwickelung  convergirt  nach  Null  (Scheitel  der  Parabel), 
und  die  mit  2"+^  multiplicirten  Abscissenwerthe  nähern  sich  für  zu- 
nehmende u,  (u  =  0,  1,  2^...)  der  Zahl  n. 

Die  betreffende  Kettenwurzel  geht  aus  der  Gleichung 

hervor    und    stellt  speciell   die  Doppellösung  a;  =  0  dar.     Aber  auch   die 
anderen  Lösungen  gelangen  zur  Darstellung,  nämlich  durch: 


*  AllgemelDer  ist  für  c  =  A  (/l  +  1)  1  unter  X  eine  positive  Zahl  >  1  verstanden, 
Vc+VcTyr+T!T  =  i+ 1   und   Vc-Vc^Vc =  ^.    Oben  war  X  =  l;  c  =  2. 
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^  =  ±V^^^  y^-V^-A    a:o  =  ±l/2, 

das  heisst 


X 


=  ±]/2+]/2-j/2 J/2  =  ±^^, 


x"=  a  +  y  1 
y^^h  +  x  y 


und   dieser  Eettenwarzel  entsprechen  mit  Bücksicht  auf  das  doppelte  Vor- 
zeichen zwei  Umläufe  (Fig.  22). 

5.  QuadrinomiBche  Oleichnngen. 

Es   kommt  hier  auf  eine  möglichst  zweckmässige  Spaltung   der  vor- 
gelegten Gleichung  in  zwei  Curvengleichungen 

y  =  <p  (a:)     und    y=sf{x) 

an.    Wir  gehen  daher  am  besten  von  letzteren  aus,   um  rückwärts  die  zu 
lösende  Gleichung  zu  formiren  und  machen  folgende  Annahmen. 

A.  Es  sei 

«) 

Diese  Gleichung  ist  so  allgemein,  wie 

y)  a;^"  —  oo?"  — j5»  — y  =  0, 

weil  der  Coefficient  von  x  durch  eine  einfache  Transformation  in  1  verwandelt 
werden  kann.  Durch  das  definirende  Gleichungssjstem  a)  ist  nur  ein  bestimmter 
Fall  herausgegriffen.  Bei  einer  erschöpfenden  Behandlung  müssten  (ähnlich 
wie  bei  den  trinomischen  Gleichungen)  die  verschiedenen  Vorzeichenwechsel, 
welche  in  obigen  Gleichungen  möglich  sind,  unterschieden  werden. 
Zahlenbeispiel:  n  =  2. 

^"^  i5*-16f«  +  8iP  +  24  =  0 

entstehtfür  4f  =  -.2a;:      ,^- 4^«^^+ 1,5  =  0, 

^*^  ^^^««*  (rc«  -  2)«  =  X  +  2,5  =  y«, 

Die  tabellarische  Kettenent Wickelung  hierzu  findet  man  am  Schluss. 

B.  Es  sei  (x^=  a  +  y     \ 

das  heisst  ß^    3f-3^-2bx-a-b*  =  0. 

Diese  Gleichang  ist  so  allgemein  wie 

y)    «"  —  ««*  — /J«-y  =  0. 
Zahlenbeispiel:  n^Ö. 

^•'8*  «»  +  2  =  (•  + 1)«  -  f  (Pig.  24). 
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C.  Es  sei 


«) 


X 


das  heisst  ß)  «(a;*  — a)*— fta?  -  1  =0. 

Diese  GleichaDg  ist  so  allgemein,  wie 

Zahlenbeispiel:  n  =  2 


0. 


Ans 
folgt 

das  heisst 

oder 


X 

x^=  A  +  y 

(Fig.  25). 

X 


Wir  wollen  damit  abschliessen ,  dass  wir  für  die  drei  letzten  Zahlen- 
beispiele die  Canrenbilder  geben  und  die  Kettenfunctionen  explicite  be- 
rechnen. Die  jeweiligen  Anfangswerthe  Xq  der  Läufe  entnehmen  wir  der 
Anschaaang.  Betrachtet  man  die  obigen  qaadrinomischen  Gleichungen 
ganz  im  Allgemeinen,  so  lassen  sich  immer  bestimmte  Grenzen  angeben, 
zwischen  welchen  diese  Anfangswerthe  liegen.  Eine  solche  Untersuchung 
mttsste  die  yerschiedenen  Fälle  herausgreifen,  in  denen  die  Cnrven  9  und 
^  zur  Berührung  kommen  oder  supplementäre  Schnitte  liefern.  Sie  er- 
fordert also  eine  genauere  Discussion  der  Coordinaten  der  kritischen  Paukte 
sowie  der  Discriminante  A  und  der  Form  A'.  Hierdurch  kann  aber  das 
Auflösnngsproblem  der  algebraischen  Gleichungen  durch  Kettenfunctionen 
an  theoretischem  Interesse  nur  gewinnen. 

Tabellen  der  Kettenfanctionswerthe. 

A.    Auflösung  von  a:*— 4«*  — .'c+ 1,5  =  0. 

Coordinaten  des  Anlaufes  fUr  Punkt  er  (Fig.  23): 


a;  =  +  ^2+y  =  (p-» 

y  =  +  y^,ö  +  x^il> 

Xo  =  0,000 

yo=  1.581 

ar,  =  1,892 

yi  =  2,096 

X,  =  2,025 

y,  =  2,127 

X,  =  2,031  54 

y,  =  2,128  74 

x^  =  2,031  938 

y^  =  2,128  835 

x^  =  2,031  953  7 

^5  =  2,128  838  3 

«„  =  2,0319543 

ye  =  2,128  838  5 

Fehler:  6  =  ^5-^3= -0,000 000 2* 

*  Der  Fehler  bezieht  sich  nach  dem  Früheren  auf  die  Gleichung  9  («)-^(a;} 
für  die  Gleichung  (p*{x)-tif*(x)  =  0  ist  er  dagegen  x^-v-x^. 


=  0. 
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Coordinaten  des  rechts  drehenden  Umlaufes  für  Punkt  ß: 


• 

a;  =  +  ^2+y  =  9,-i 

p  =  -y2,ö  +  x  =  -'^ 

Xo  =0,000 

yo  =  - 1,581 

*,  =0,647 

y,  -- 1.774 

x^  =  0,475 

y,  =  -  1,725 

«g  =  0,525 

y,  -  - 1,739 

a;,  =  0,51 1 

y,  =  - 1.735 

Xß  =  0,514  8 

y^  =  -  1,736  3 

Xg  =  0,513  5 

y«  =  -  1,736  0 

X,  =  0,513  81 

yj  =  _  1,736  03 

«8  =  0,513  781 

yg  =  -  1,736  028 

x^  =  0,513  782  0 

yj  =  -  1,736  024  8 

Xu  =  0,513  785  1 

y,o=-l,7360256 

«„=0,513  7844 

y„  =  -  1,736  025  6 

Fehler:  a' =  y^^  - y^o  =  0,000 000 0. 


Coordinaten  des  links  drehenden  Umlaufes  für  Punkt  y; 


a;=-/2+y=(p-» 

y-  +  ^2,5  +  a;_i^ 

Xo  =  -  0,000 

yo  =  1.581 

x,  =  - 1.892 

y.  =  0,779 

«g  =  - 1,667 

y,  =  0,913 

a;3  =  -  1,707 

y,  =  0.891 

«,  -  - 1,700 

y4  -  0.894 

«5  =  -  1,701  27 

yj  =  0,893  72 

»e  =  -  1,701 09 

y«  =  0,893  82 

Xj  -  -  1 ,701 122 

y,  =  0,893  799 

a;8  =  -l,701117  2 

y«  =  0,893  802  3 

«(,  =  -1,701117  9 

yg  -  0,892  802  3 

Fehler :  S  =  y^-y^  =  0,000  000  0. 
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Coordinaten  des  Anlaufes  für  Punkt  S: 


a!  =  -f/2+y  =  -qp-» 

y=-^2,5  +  a!=-T<» 

»0  =  0,000 

yo  =  -  1,581 

«,  =  -  0,647 

y,  =  -  1,361 

asj  =  _  0,799 

y,  =.  -  1,304 

Xg  =-  0,834 

ys  =  -  1.291 

«,  =  -  0,842  2 

y,  =  -  1,287  6 

«5  =  -  0,844  0 

y»  =  -  1.286  9 

Xg=-  0,844  44 

y«  =  -  1,286  66 

x,=:-  0.844  507 

y,  =  -  1,286  659 

jcg  =  _  0,844  595 

yg  =-1,286622 

«9  =-0,844617 

yj  =-1,286617 

a;,„=-0,844  6217 

y,o=- 1,2866152 

x^^  =  -  0,844  621 0      «^n  =  -  1 ,286  615  0 

Fehler :  d'  =  y,i  -  y,o  =  0,000  000  2. 

Sonach  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

iB*-4ir«-a?  + 1,5  =  0 

mit  einer  Genauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale  bestimmt  zu 

X  =  2,031 954  3  x"  =  -  1,701 117  9 

a:"=  0,513  784  4  x^^==  -  0,844  621  0 


x  +  x=  2,545  738  7  x"%  x^^=  -  2,545  738  9 

das  heisst  ^^ _,.  ^-^  ^o^.  ^/r ^  q OOo 000. 

Man  bemerke,  dass  sämmtliche  Lösungen  in  dem  Typus 


X 


=  ±  y^  ±  //^2,5  ±  ^2  ±  ^2,5  +  .  .  . 


enthalten  sind,  wenn  die  Vorzeichen  in  festgesetzter  Weise  wechseln.  Die 
Gleichung  vierten  Grades  kann  also  durch  wiederholtes  Aufschlagen  einer 
einfachen  Quadratwurzel-Tafel  gelöst  werden. 

um  Einwänden  zu  begegnen,  die  sich  etwa  gegen  den  Umfang  und 
praktischen  Werth  obiger  Tabellen  richten,  sei  Folgendes  hervorgehoben: 
Die  Genauigkeit  der  Coordinaten werthe  ist  nach  und  nach  zu  steigern;  man 
kann  sich  anfänglich  mit  einer  Decimale ,  dann  mit  zweien  u.  s.  f.  begnügen. 
Sollte  einmal  die  neu  hinzukommende  Stelle  durch  ein  Versehen  fehlerhaft 
Mm,  80  wird  dennoch  ein  richtiges  Schlussresultat  erzieli  Dieses  schein- 
bare Paradoxon  erklärt  sich  augenblicklich  durch  das  W^^ii  ^^x  ^dl«'  toA 


350        üeber  die  Anflösung  der  Gleiehiingeii  Tom  f&nften  Grade. 


Umläufe,  die  eben  an  den  Terscbiedeiisten  Stellen  b^^nnen  worden  können 
nnd  trotzdem  naeh  dem  Schnittpunkt  conTergiren. 

Wem  die  Anzahl  der  Operationen  (Quadratwurzeln)  zu  gross  erseheint, 
dem  bleibt  all«rdinga  nichts  anderes  übrig,  als  die  Convergenz  durch 
Achsendrehnng  zu  steigern  (Abschnitt  3}  oder  Ton  der  Newton'sdien  Formel 
Gebrauch  zu  machen  (Abschnitt  4).  Indessen  wolle  man  nicht  verkennen, 
dass  die  Gleichung  a;*-- «a- -/Jx- y  =  0, 

nach  Newton's  Methodoi  also  durch 


XU 


«•  — 


axil^  —  ßxk-^y 


gelöst,  Dir  jeden  neuen  NSherungswerth  ein  f&n&naliges  Aufschlagen  der 
Tafeln  erfordert,  weil  Tier  Potenzen  und  ein  Quotient  zu  ermitteln  ist. 
Vier  NSherungswerthe  auf  diese  Weise  berechnet  dürften  also  nicht  weniger 
Muhe  machen ,  als  die  Bestimmung  Ton  zwanzig  Coordinaten  in  den  Torhin 
mitgetheilten  Tabellen. 

B.   Auflösung  Ton  «*— x*  — 2x+ 1  =0. 
Coordinaten  des  Anlaufes  f&r  Punkt  a  (Fig.  24): 


x=V'y-2=v-' 

y  =  (x+l)«=* 

• 

X,  =  1,000 

y.  =4.000 

X,  =  1.149 

y,  =  4.617 

«i  =  1,212 

y,  =4.894 

X,  =  1,234 

y,  =  5,003 

X,  =  1,246 

y,  =  5.(M4 

x^  =  1,249 

y,  =  5,060 

X,  =  1.251 

y,  =  5.065 

X,  =  1,251  12 

y,  =  5.067  50 

X,  =  1^1  29 

y,  =  5.068  29 

X,  =  1,251  35 

y,  =5,06856 

x„=  1,251  3729    ' 

y,o=5,0686797 

j^,=  1,251 3830 

y„  =  5,068  725  5 

«,,=  1,2513867 

yn«  5.068  741 8 

«u=  1.8513879 

yu«  5^068  7465 

%.=  i;»      " 

AQttVi66 

Von  Dr.  W.  Uetmamm. 
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Coordinaten  des  Anlaufes  für  Punkt  ß: 


x=-i+yy  =  ^-^ 

y  =  «5  +  2=9 

«0  =  0,000 

y,  =  2,000 

«1  =  0,414 

y,  =  2,012 

«,  =  0.41840 

y,  =  2,012  82 

«,  =  0,418  740  0 

y,  =  2,012  874  0 

«,  =  0,418  757  0 

y,  =  2,012  876  8 

«8  =  0,418  758  8 

yj  =  2,012876  8 

Fehler :  a'  =  y«  -  y,  =  0,000  000  0. 
Coordinaten  des  rechts  drehenden  Umlaufes  für  Punkt  y: 


«=l/y-2  =  <p->    I     y  =  (rc  +  1)»  =  t 


«0  =  -  1,000 
«,  =  -  1,149 
«,  =  -  1,146  10 
«,  =  -1,146  2400 
«,  =  -  1,146  231  2 


yo  =  0,000 
y,  =  0.022 
y,  =  0,021 35 
y,  =  0,021  386  1 
y,  =  0,021  383  6 
yj  =  0.021  383  7 


«5  =  -1,146  231 5 

Fehler:  a  =  y,  -  yj  =  -  0,000  000 1. 
Sonach  sind  die  drei  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

«"-«*- 2« +  1  =0 
mit  einer  Genauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale  bestimmt  zu 

«  =  1,251387  9, 
«"=0,418  7588, 


«"'=-1,1462315. 


C.   Auflösung  Ton  «*  — 8«*+ 15«— 1  =  0. 
Coordinaten  des  rechts  drehenden  Umlaufes  f&r  Punkt  a  (Fig.  25) : 


x  =  +  yy  +  i=ip-' 


y  =  +j/ 


i  +  i  =  ^ 

X 


«„  =  2.000 
«,  =  2,286 
«,  =  2,28f)  1 
«,  =  2,280219  4 
«,  =  2,280  218  9 
Fehler:  t=^jß^  —  ji^ 


y„  =  1,225 
y.  =  1,199 
y,=  l,1994 
y,  =  1,199397  7 
y,  =  1,199  397  8 
=  -0,0000001. 


362        üeber  die  AnflösnDg  der  Gleichungen  vom  fünften  Grade. 


Coordinaten  des  Anlaufes  für  Pankt  ß: 


«  =+K'y+4=<p-' 

,=_/,  +  U_^ 

«0  =  2,000 

y,  =  -  1,225 

«,  =  1,666 

y,  =  -  1,265 

Xt  =  1,653  8 

y,  =  -  1,266  7 

«,  =  1,653  27 

y,  =  -  1,266  83 

Xt  =  1,653  230 

y^  =  -  1,266  837 

«5  =  1,653  228  0 

y5  =  -  1,266  837  5 

«8=1,653  227  8 

yj  =  -  1,266  837  5 

Fehler :  6'  =  y^  -  %  =  0,000  000  0. 
Coordinaten  des  Anlaufes  für  Punkt  /: 


X  = 


l 


y*-l 


—  •».- 1 


=  ^ 


y  =  «*  — 4  =  9 


a?o  =  0,000 
Xi  =  0,066  66 
x^  =  0,066  82 
x^  =  0,066  825  7 
x^  =  0,066  825  7 

Fehler:  f^y^ 


'y,  =  -  4,000 
y,  =  -  3,995  56 
y,  =  -  3,995  53 
y3  =  -  3,995  534  3 
y,  =  - 3,995  534  3 
y3  =  0,000  000  0. 


Coordinaten  des  links  drehenden  Umlaufes  für  Punkt  6: 


x  =  —  j/y  +  i=''(p-^ 


y—/i  +  '-=-^ 


«n  = 


X,   = 


X.  — 


X.  = 


^6  = 
^8  = 


-2,000 

-  1,815 

-  1,825 
-1,824  2 

-  1,82463 

-  1,824  207 

-  1,824232 

-  1,824  231  1 

-  1,824  231  5 

Pelalei;  5  =  tii 


y„  =  -  0,707 
y,  =  -  0.670 
y,  =  -  0,672 
y,  =  -  0,670  6 
y,  =  -  0,672  27 
yj  =  -  0,672  173 
y,  =  -  0,672  179 
y,  =  _  0,672  178  5 
y^  =  _  0,672  178  6 

Vft=  0,0000001. 


Von  Dr.  W.  Heymamn. 
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Coordinaten  des  Anlanfes  für  Pankt  e: 


«  =  — j/y  +  4  =  -9>-' 

y  =  +j/\+\  =  ^ 

«0 2,000 

yo  =  0,707 

«,  =  -  2,169 

y.  =  0,734 

Xj,  =  -  2,175  8 

y,  =  0,735  1 

«3  = -2,17603 

y,  =  0,785  15 

«,  =  -2,176  0402 

y,  =  0,735 152  7 

xj  =  -  2,176  040  7 

ys  =  0,735  152  8 

Fehler:  6' =  ^5 - y^  =  0,000 000  1 . 
SoBach  sind  die  fünf  reellen  Wurzeln  der  Gleichung 

a;5_8a;3+15ir-l=0 
mit  einer  GeDauigkeit  bis  an  die  siebente  Decimale  bestimmt  zu 

x^  2,280  218  9  x^^'  =  -  1,824  231  5 

x'=-  1,653  227  8  rc'  =  -  2,17ö  040  7 

«'"=  0,066  825  7 


a;'+  x''+  ar'"=  4,000  272  4  a:''"  +  rr  ^  =  -  4,000  272  2 

das  heisst  ^'^  ^-^  ^-^  ^/r+  ^r^^  o,000 000. 

Nachschrift. 

Kurze  Zeit  nach  Abschluss  der  yorliegenden  Abhandlung  fand  ich  in 
Hoffmann's  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen 
Unterricht  11.  Jahrgang  S.  68  in  dem  „Bericht  über  die  Thätigkeit  der 
mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  Section  der  34.  Versammlung  deut- 
scher Philologen  und  Schulmänner  zu  Trier"  (September  1879),  dass  Herr 
Dr.  S.  Günther  daselbst  auf  unendliche  Radicale  aufmerksam  gemacht  hat. 
In  einem  Vortrag  „Eine  didaktisch  wichtige  Auflösung  trinomischer  Gleich- 
ungen"   behandelte   er  insbesondere  die  der  Rentenrechnung  entnommene 

Gleichung     ^n  +  i»  (1  +  ,)^»+ ^  =  0,    t  =  ria    (l<€<n) 

und  gab  eine  Lösung  derselben  in  Form  einer  Kettenwurzel.  —  Meine  Unter- 
suchungen sind  von  denen  des  Herrn  Günther  yöllig  verschieden,  aber 
ich  mööhte  umsomehr  auf  den  erwähnten  Vortrag  aufmerksam  machen ,  als 
hier  von  berufener  Seite  die  didaktischen  Vorzüge  des  sehr  elementaren 
Verfahrens,  welches  sich  auch  in  meiner  Arbeit  findet,  gewürdigt  werden. 
Was  die  principiellen  Mängel  des  Verfahrens  anlangt,  welche  yor  circa 
14  Jahren  tbatsächlich  noch  bestanden,  und  die  Herr  Günther  nicht  ver- 
schweigt, so  hoffe  ich  dieselben  zum  grössten  Theil  durch  die  geometrische 
Theorie  der  An-  und  Umläufe  beseitigt  zu  haben. 

SMtaohrlft  f.  UaihemaÜk  u.  Phjdk.  8d.  JaUrg.  1S94.  Q.H«U.  %."& 


334  üeber  d.  Anflösnng  d.  GleichoDgeu  y.  fQnften  Orade.  Von  Dr.  W.  Hbymann. 


Im  Anschlags  an  Günther  bat  auch  Herr  von  Schaewen  die  Auf- 
lösung obiger  Oleicbnng  mittelst  Eettenwnrzeln  resp.  Kettenpotenzen  be- 
werkstelligt (dieselbe  Zeitschrift  11.  Jahrgang  S.  264). 

untersucht  man  die  Günther- Schaewen 'sehen  Eettenlösnngen  auf 
Gmnd  der  früher  aufgestellten  geometrischen  Principien,  so  wird  man 
finden,  dass  es  sich  bei  ihnen  um  den  Schnitt  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  einer  höheren  Parabel  y  =  a^  handelt.  Nach  unserem  Verfahren  kommt 
hingegen  der  Schnitt  einer  Geraden 

«  s=  y  +  c    mit  y  =  äc"+* 

in  Frage ,  und  dementsprechend  wtlrde  eine  Lösung  der  Torgelegten  Gleichung 
durch  die  Eettenpotenz 

dargestellt  sein,  wobei  zur  Abktlrzung 

«  1 

n+1 


^mT  =  ^»     -—r-T  =  V 


(1+0    " 

gesetzt  wurde.     Dass  diese  Lösung  convergirt  und  neben  den  anderen  die 
einzig  hier  in  Betracht  kommende  ist,  zeigt  das  entsprechende  Curvenbild. 

Chemnitz,  Juni  1898. 
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XVIII. 

Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung. 

VOD 

Professor  Dr.  August  Weiler. 


1.  Der  Verfasser  des  Torliegeaden  Änfsatzea  hat  1863  in  dem  8.  Banil 
VOD  ScblSmiich'a  Zeitschrift  eine  Methode   veröffentlicht  zur  IntegratioD 

gemeinen  partiellen  Diflerentialgleichnng  erster  Ordnung.  PUr  den  Fall, 
dasB  die  partielle  DifTerentialgleicbung  neben  der  abhängigen  Ycr&nderlichen 
f  nur  zwei  unabhängige  Veränderliche  x  und  y  enthält,  dass  es  sich  also 
um  die  Integration  der  Gleichung  ij'(^i  ^i  IftP,  9}  =  0  handelt,  ist  bekannt- 
lich diese  Aafgabe  von  Lagrange  in  unübertrefflicher  Weise  gelöst  worden. 
Ich  hatte  roir  die  von  Lagrange  gegebene  Losung  zam  Vorbild  genommen, 
ond  es  war  mir  gelungen,  die  Integration  der  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  mit  n  unabhängigen  Veränderlichen  in  ähnlicher  Weise 
HQSzufQbren.  Neuerdings  ist  meiner  Methode  die  Berechtigung  abgesprochen 
worden.  Das  hat  mich  veranlasst,  die  Ectwickelung  des  Gegenstandes 
historisch  und  sachlich  nochmals  zu  verfolgen. 

Als  ich  zn  der  Lösung  der  Aufgabe  gelangt  war,  wnsste  ich  nicht, 
dasB  Jacobi  schon  vorher  eine  Lüsung  der  Aufgabe  gegeben  und  in 
■einen  Vorlesungen  vorgetragen  hatte.  Ich  habe  das  erfahren,  als  ich  von 
meinen  ßesnltsten  Clebscb  Mittheilung  machte,  welcher  damals  einer 
[■ehrstelle  an  dem  Polytechnikum  in  Karlsruhe  vorstand.  Clebsch  hat 
mir  sogleich  bemerkt,  das»  die  von  Jacobi  gegebene  LOsung  eine  erheb- 
lich grossere  Anzahl  von  Integrationen  erfordere  als  die  meinige.  Da  die 
'letztere    auf  einer  anderen  GruDdla<;e  beruht  als  die  Jacobi'sche,    so  war 

1  fOr  Clebscb  ein  Anlass,  zu  zeigen,  dass  man  auf  der  Jacobi'schen 
Qrandlage  mit  derselben  Anzahl  von  Integrationen  aasreicbe,  zn  welcher 
nein«  Methode  geführt  hat.     Clebscb   hat  das  in  dem  Journal  fUr  reine 

1  angewandte  Mathematik  Band  Gö  veröffentlicht. 

2,  DieLSsuDg  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  stützt  sich  in  der  Haupt- 
«b»  auf  die  Integration  eines  vollständigen  Systems  parUellec  Dlffuft&ti.«!.- 


gleichangen ,  in  welcheu  die  partiellen  Differentialquotienten  der  gesuchten 
Function  nur  linear  vorkommeu.  Damit  sich  der  Leser  von  TOmberein  eine 
Vorstellung  davon  machen  könue,  wie  sich  die  von  mir  gegebene  IntegratJons- 
methode  von  der  Jacobi'schen  unterscheidet,  muss  ich  auf  die  Betrachtung 
zweier  partieller  Differentialgleichungen  von  linearer  Form  eingehen,  w^^ 
ein  vollständiges  System  bilden. 
Diese  Gleichungen  seien  r 


')         '•.^+«.if  +  ''.i?+-+»-. 


dx,  äx,  dx-t  ax„ 


^ 


in  welchen  n,,  a^...b,,  &,...  gegebene  Functionen  der  n  VeränderliclieD 
Xi,  x^.,.x.  sind.  Jede  der  Gleichungen  ftlr  sich  genommen ,  hat  bekannt- 
lich n  —  1  Losungen  91.  Daa  System  wird  aber  ein  vollständiges  genannt, 
wenn  die  beiden  Gleichungen  m  — 2  gemeinsame  Lösungen  haben,  Zur 
Abkürzung  seien  die  beiden  Gleichungen  mit  A(^)  =^0 ,  B(<p)=0  be- 
zeichnet, um  die  n  — 2  gemeinsamen  LDsungen  ip  zu  bestimmen,  Bebt 
Jacobi  eine  besondere  Beschaffenheit  des  voUstfindigen  Systems  vonuu; 
Es  ist  bekanntüch  schon  von  Poisson  gezeigt  worden,  daaa  es  S/slnnt 
partieller  Differentialgleichungen  giebt ,  welche  die  folgende  ßigentclilill 
haben:  Ist  gp  =  Vi  eine  Lösung  der  Gleichung  jS((p)  =  0,  ist  also  £{?■,}  =  0 
eine  identische  Gleichung ,  so  ist  auch  ip  =  A  (tp,)  eine  LSsung  der  Gleictumg 
B(ip)  =  0,  also  auch  B[A('p,)']  =  0  eine  identische  Gleichung.  Jftcalii 
hat  aber  gezeigt,  dass  die  von  Poisson  nachgewiesene  Eigenschaft  i 
dann  besteht,  wenn  die  Gleichung; 

A\Bi<p)\-B[Ä{q,)]=0 
für  jedes  beliebige  tp  eine  identische  idt.  Das  System  der  Gldchai 
nnd  2)  ist  in  diesem  Falle  von  Clebsch  ein  J  acobi'sches  genannt 
Giebt  man  den  beiden  Gleichungen,  von  welchen  vorausgesetzt  sei, 
ein  Jacobi'sches  System  bilden,  irgend  welche  Factoren.  welche  Fui 
der  Veränderlichen  x,,  x^.,.x„  sind,  oder  setzt  man  an  deren  Stella! 
andere  Gleichungen,  welche  sich  als  lineare  Verbindungen  der  Gleicht 
und  2)  darstellen,  so  bilden  die  nenen  Gleichungen  immer  noch  ein  veS-' 
standiges  System,  aber  sie  hören  auf,  ein  Jacobi'aches  System  lo  «it. 
Wenn  also  ein  vollständiges  System  partieller  DifferentialgleichungeD  Tdt- 
liegt,  welches  die  erwähnte  Eigenschaft  nicht  hat,  so  verlangt  Jacobi, 
dass  man  zwei  lineare  Verbindungen  dieser  Gleichungen  herstelle,  wtlcb 
die  «rwühnte  Eigenschaft  besitzen,  um  dasselbe  integriren  eh  können. 

Die  von  mir  gegebene  Methode  zur  Integration  eines  vollstSndigft 
Systems  setzt  nicht  voraus,  dass  dasselbe  ein  Jacobj'sches  sei.  Ich  inlegrii«, 
Jas  vollständige  System  in  jadem  anderen  Falle  ebenso  wie  das  Jscohi 


ST&tem.  Heine  Methode,  das  TollstSndige  System  lu  integriren,  benibt 
darauf,  daas  die  von  Poissoii  nach  gewiesene  Eigenschaft  des  Systems  aach 
dann  vorhanden  sein  kann,  wenn  dasselbe  nicht  ein  Jacobi'ücbes  ist. 

3.  Die  unter  1.  besprochene  Arbeit  von  Clebsch  berechtigt  zu  noch 
einer  anderen  Auffassung.  Im  Jabre  18TÖ  hat  Herr  Professor  Mansion 
seine  „Thuorie  des  6quations  aux  d6riv6es  partielles  da  premier  ordre"  heraus- 
gegeben. Kapitel  IV  ist  überschrieben:  „Mtthode  de  Clebach  et  de  Weiler 
pour  l'intL-gration  des  äquations  lin^aires  am  d^riv^es  partielles,  aus  quell  es 
conduit  la  mötbode  de  Jacobi.*  Ich  habe  zur  Zeit  dem  Herro  Mansion 
angezeigt,  dass  das,  was  Clebsch  in  dem  Journal  für  reine  und  angewandte 
Mathematik  Band  65  über  die  Integration  der  allgemeiuen  partiellea 
Differentialgleichung  geschrieben  habe,  nicht  gleichbedeutend  sei  mit  der 
von  mir  aufgestellten  Methode.  Daraufhin  hat  mir  Herr  Manaion  die 
Berichtigung  seiner  Darstellung  in  einer  später  folgenden  zweiten  Ausgabe 
seines  Werkes  in  Aussicht  gestellt. 

Clebsch  hat  sich  ia  seiner  Besprechung  meiner  Methode  durch  seine 
Voreingenommenheit  ftir  den  grossen  Analytiker  J  a  c  o  b  i  zu  einer  Un- 
gerechtigkeit verleiten  lassen.  In  jenem  Aufsatz,  Journal  für  reine  und 
angewandte  Mathematik  Band  65,  heilst  es  auf  S.  263:  „Diese  Ver- 
einfachung, welche  die  Anzahl  der  erforderlichen  Integrationen  verringert, 
und  sich  bei  genauerer  Prüfung  als  eine  natürliche  Portentwickelung  der 
Jacobi'schen  Methode  erweist,  besteht  in  Folgendem  u,  s.  w."  Auf  meine 
Methode  zur  Integration  eines  vollständigen  Systems  partieller  Diäerential- 
gleicbungen  ist  Clebsch  in  seiner  Besprecbuug  nicht  eingegangen,  er  hat 
lediglich  die  verminderte  Anzahl  der  erforderlichen  Integrationen  in  Betracht 
gezogen.  Indem  er  sagt,  dass  die  Jacobi'scbe  Methode  mit  der  gleichen 
Anzahl  Integrationen  ausreicbe,  und  dass  sich  diese  Vereinfachung  als  eine 
natürliche  Porten twickelung  der  Jacobi'schen  Methode  erweise,  erweckt 
er  in  dem  Leser  die  Meinung,  dass  die  von  der  Jacobi'schen  abweichende 
Grundlage  meiner  Metliode  etwas  Entbehrliches  oder  Gleich  giltiges  sei, 
was  kennen  zu  lernen  sich  nicht  verlohne.  Clebsch  hat  nicht  erwShnt, 
daes  die  Verminderung  der  Anzahl  erforderlicher  Integrationen  auf  der 
J  ac 0  b i 'sehen  Grundlage  Schwierigkeiten  begegnet ,  welche  in  meiner 
Methode  nicht  vorhanden  sind. 

In  seiner  Besprechung  hat  Clebsch  auch  nicht  erwähnt,  dass  meine 
Methode  zur  Integration  der  allgemeineu  partiellen  Differentialgleichung  in 
keinerlei  Weise  der  Aufgabe  eine  Beschränkung  auferlegt.  Dies  passt  freilich 
gar  nicht  in  die  Jacobi'sche  Theorie,  in  welcher  neben  den  n  unabhängigen 
Veränderlichen  die  abhängige  Veränderliche  als  nicht  vorhanden  angenommen 
ist.  um  die  Integration  der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung,  in 
welcher  die  Anwesenheit  der  abhängigen  Veränderlichen  vorausgesetzt  ist,  zu 
,«rledigen,  ist  J  a  c  O  b  i  zu  einer  Transformation  der  zd  integrirenden  DiffereuU3.l- 


gleichung  genSthigt,  in  deren  Folge  die  abhängige  VerEnderlicbe  wegMlt, 
die  Anzahl  der  anabbUugigen  Veränderlicbeu  aber  um  eine  weitere  x,^i 
vermehrt  wird.  Wollte  man  diese  Lösung  für  den  Fall,  dasa  neben  twei 
unabb&ngigeu  Teründerlluhen  auch  die  abhängige  Veränderliche  in  der  vi 
integrirendeD  D  iffere  ntial  gleich  üb  g  vorkommt,  an  die  Stelle  der  toq 
Lagrange  für  diesen  Fall  gegebenen  Lösung  setzea,  so  hätte  man  eins 
viel  weniger  Einfaches  als  vorher,  es  würde  das  unbedingt  einen  EOck- 
achritt  der  Analysis  bedeuten.  Sclion  hieraus  Ist  ersichtlich,  dass  dir 
Jacobi'scbe  eine  unvollkommene  Methode  ist.  Die  von  mir  aufgestellt« 
Methode  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  für  den  Fall  »  =  2  unmittelbar  io 
die  von  Lagraoge  gegebene  Lösung  übergebt.  Ich  muss  auch  ernähDen, 
dass  es  keine  andere  Integrationsmetbode  giebt,  welche  das  leistet. 

Für  alles  das  scheint  Clebsch  kein  Verst&ndniss  gehabt  tu  haben. 
Die  Ungerechtigkeit,  deren  ich  denselben  beschuldige,  liegt  darin,  dass« 
in  der  Besprechung  meiner  IntegraüoDsmetbode  für  dieselbe  nur  insomil 
eine  Werthscbätzung  hatte,  als  er  sie  für  geeignet  hielt,  die  Jacobi'whi 
Theorie  zu  vervollkommnen. 

4.  Es  ist  mir  damals  bemerkt  worden,  mein  Aufsatz  vom  Jahre  1863 
sei  schwer  verständlich,  insbesondere  seien  die  Begründungen  mcbt  ein- 
gehend erörtert.  Ich  habe  daher  in  Schlömilch'a  Zeitschrift  Band  XS 
über  denselben  Gegenstand  187Ö  einen  zweiten  Aufsatz  veröffenÜieht: 
„Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  von  no- 
bescbrilnkter  Allgemeinheit",  Dieser  Aufsatz  ist  theilweise  misslong«, 
insofern,  als  ich  in  demselben  versucht  habe,  einige  meiner  Begründniiga 
auf  die  in  anderen  Integrationsmethoden  gegebenen  MUlfsmittel  za  etOtuL 
In  diesem  Betreff  enthalten  die  §§  4  und  5  des  Aufsatzes  II  Fehlerhifl» 
In  dem  gleichen  Sinne  ist  der  §  7  des  Aufsatzes  I  verfehlt. 

In  den  mathematischen  Annaleu  Band  IX  hat  Herr  Profeasor  A.  llajet 
1875  diesem  Aufsatz  II  eine  Besprechung  gewidmet.  In  ilereelben  hat  in 
Gegensatz  zu  Clebsch  Herr  Mayer  von  vornherein  den  Dntencbi«! 
zwischen  meiner  Methode  zur  Integration  eines  vollständigen  Sfikmi 
partieller  Differentialgleichungen  von  linearer  Form  und  der  von  Jsc«bi 
aufgestellten  hervorgehoben.  Im  §  1  seines  Berichtes  ist  eine  Dargtelliuig 
meiner  Methode  gegeben,  durch  welche  vollständige  Systeme  iotegrirl 
werden,  obwohl  sie  nicht  Jacob i'sche  Systeme  sind.  Im  §  2  des  Berichta 
werden  die  simultanen  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  von  litiara 
Form  untersucht,  zu  welchen  die  Integration  der  allgemeinen  partiiJka 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  fuhrt.  Inhaltlich  seines  §  3  gebt  Hcn 
Uayer  alsdann  auf  die  Integration  dieser  simultanen  Systeme  ein,  und 
zeigt,  dass  meine  Methode  zur  Integralion  des  simultanen  Syatenu  in  dir 
Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  zu  einfacheren  Resultaten  fdbrt,  all  dif 
von  Clebsch  vervoUkommaete  Jacobi'scbe  Methode. 


Herr  Mayer  hat  aber  jene  simultADen  S^rsteme,  zu  wetclien  die 
LQsung  der  allgemeinea  Aufgabe  fUfart,  nar  unter  der  Beschränkung  in 
Betracbt  geEOgen,  daas  die  abbängige  Veränderliche  in  der  zu  inte- 
grirenden  partiellen  Differentialgleichung  mcbt  vorkomme.  Ich  musa  an- 
nehmen, dasa  Herr  Mayer  geglaubt  bat,  es  sei  diese  Beschränkung  i: 
erläsalich.  Ich  kann  nicht  anerkennen,  dass  die  in  den  §§  2  und  3  seinea 
ßerichtes  gegebene  Darstellung  dea  Gegenstandes  meine  Methode  sei. 

Die  allgemeinere  Auffatisung  meiuer  LSsung  betreffeud  sagt  Herr  Maye 
auf  S.  369  seines  Berichtes:  „Herr  Weiler  behandelt  den  allgemeinen 
Fall,  wo  in  der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  die  unbekannte 
Function  selbst  auftritt.  In  dieser  Allgemeinheit  genommen  Bind  aber 
Beine  Resultate  nicht  blos  unklar  dargestellt,  Bondern  auch  geradezu  falsch. " 
Es  ist  das  ein  Irrthum,  in  nelcbeu  Herr  Mayer  vermuthlich  nur  darum 
verfallen  ist,  weil  er  unterlassen  hat,  auf  den  im  §  3  meines  Aufsabieä  II 
gegebenen  Beweis  der  Behauptung  einzugehen,  dasa  jene  simultanen  System 
in  welchen  mich  die  LSanng  der  allgemeinen  Aufgabe  geführt  bat,  iu  der 
That  vollständige  Systeme  sind. 

5.  Im  Hinblick  auf  die  unter  4,  erwähnten  Mängel  meiner  Aufsätze 
war  ich  genöthigt,  eine  dritte  Bearbeitung  des  Gegenstandes  vorzunehmen. 
Dieselbe  ist  1877  in  dem  Qand  XXII  der  ScbUmiUh'ijcheQ  Zeitscbrift 
erschienen:  „Nachträge  zu  meinen  Abhandlungen  Über  Integration  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung".  In  derselben  werden  diejenigen 
Begründungen,  welche  unter  4.  von  mir  als  mangelhaft  bezeichnet  sind, 
berichtigt.  Die  Resultate  meiner  Methode  erleiden  in  derselben  keine 
Aenderung. 

Auch  diesem  Aufsatz  hat  Herr  Mayer  eine  Besprechung  gewidmet. 
In  dem  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik  Band  9  (1877)  sagt 
Herr  Mayer  auf  S.  265  über  denselben  Folgendes:  ^Der  Aufsatz  bringt 
eine  neue  von  don  früheren  Mängeln  befreite  Darstellung  der  Weiler'schcn 
Integrationsmethode.  Auch  die  —  —  — .  Dass  aber  die  Weiler'sche 
Reduction  nicht  in  allen  Fällen  anwendbar  ist,  wird  bei  dieser  Auseinander- 
setzung der  Vortheüe  der  Methode  nicht  besonders  erwähnt".  Der  Leser 
des  Jahrbuchs  wird  diesem  Berichte  entnehmen,  dass  die  oben  unter  4.  be- 
sprochene Allgemeinheit  der  Integration  smethode  in  der  neuen  Bearbeitung 
weggefallen  sei.  Es  ist  das  aber  nicht  richtig.  Denn  ich  habe  iu  dem 
Anfaatz  III  die  Allgemeinheit  meiuer  Integrationsmethode  aufrecht  gehalten. 

6.  Die  iweite  Ausgabe  des  von  Herrn  Mansion  verfassten  Werkes 
, Theorie  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung"  ist  1892  in 
deutacher  Uebersetzung  erschienen.  Dieselbe  bringt  das,  was  Clebsch 
in  dem  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Band  65  über  diesen 

,   Gegenstund   ver&ffentlicbt  bat,    als  Methode  von  Clebsob  (8.  184  —  190). 


I 
I 

1 


360     Integration  der  allgeiii.  partiellen  Differentialgleichung  erater  OrdnuDg. 

In  Betreff  dea  Änderen  sagt  Herr  Manaion  in  einer  Aamerkang:  ,Id 
der  er&ten  franzSsiscben  Auflage  dieses  Werkes  hatten  wir  nach  Clebach 
die  im  §  23  anaeinandergesetzte  Methode  die  Weilersche  genannt,  ab« 
Weiler  hat  bemerkt,  dass  seine  Methode  von  der  in  diesem  Kapitel  aaa- 
ein andergesetzten  verecbieden  ist.  Die  Weiler'üche  Methode  wurde  tos 
Mayer  in  den  Math.  Ann.  1875  Band  9  einer  kritischen  Untersuchung  anter- 
zogen.  Es  fehlte  uns  an  Zeit,  um  eine  Analyse  der  Arbeiten  von  Weiler 
zu  geben".  Da  ich  dem  Herrn  Mansion  mein  Bedauern  darüber  aus- 
druckte, dass  er  anf  meine  Methode  einen  so  geringen  Werth  lege,  sagt 
Herr  Mansion  in  seiner  Erwiderung  vom  22,  Mai  1892  nnter  Anderem 
Folgendes:  „M.Mayer,  qui  a  corobattu  votre  mfethode,  a  du  ä  la  Go 
avoiier  qu'elle  ('tait  irr^procbable ;  mais  il  a  accompagn6  cet  «Ten  dt 
restrietiona.     Je  n'ai  pas  vouiu  citer  cea  restrietions*. 

Da  also  C  leb  seh  in  der  Vergleichung  meiner  Methode  sar  Integrstioa 
der  allgemeinen  partiellen  Differentialgleichung  erettr  Ordnung  mit  te 
Jacobi 'Beben  den  Umstand  verschwiegen  hat,  dass  meine  Methode  dit 
Verallgemeinerung  der  von  Lagrange  gegebenen  Integration  der  Gleichiug 
i>{i,  X,  y,  p,  q)  =  0  ist,  was  die  Jacobi'acbe  Methode  nicht  ist,  Hen 
Mayer  zehn  Jahre  nachher  diese  Tbatsache  in  Abrede  zu  stellen  ftlr  ggt 
gefunden  bat,  da  ferner  Herr  Mansion  derselben  in  seinem  neuesten  Werkt 
die  Anerkennung  versagt,  so  halte  ich  mich  für  verpflichtet,  meines 
früheren  Darstellungen  der  Methode  eine  neue  folgen  zu  lassen.  I(k 
werde  in  den  folgenden  Erörterungen  alle  diejenigen  HUtfsmittel ,  welche 
anderen  Methoden  entlehnt  sind,  unberühii  lassen,  und  auf  diesem  Wege 
den  Beweis  führen,  dass  meine  Methode,  ebenso  wie  sie  entstandeu,  os- 
abbSngig  von  anderen  Methoden  auch  leicht  verstSndUch  ist. 

7.  Bevor  ich  zu  dem  sachlichen  Theile  meines  Aufsatzes  fibergelw, 
möchte  ich  mir  nicht  versagen,  dem  Vorwort  des  Herrn  Maser,  des 
Herausgebers  dea  Mansion'schen  Werkes,  einige  Zeilen  zu  widmen, 
[n  diesem  Vorwort  wird  gesagt:  „Das  Mansiou'sche  Buch  ist  bisher  in 
einzige  geblieben,  welches  in  so  eingehender  Weise  die  verschiedeon 
Methoden,  welche  zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichnngto 
erster  Ordnung  vorgeschlagen  wurden,  historisch-kritisch  beleuchtet.  Um 
Beziehungen  zu  einander  klar  legt ,  ihre  Vorzüge  und  MSngel  gegen£^ti| 
abwilgt  und  jedem  Begründer  dieser  Methoden  das  Verdienst  Ifisst,  weicht* 
ihm  zukommt.  Es  ist  das  einzige  Werk  dieser  Art  geblieben ,  einfacti  va 
dem  Grunde ,  weil  es  seine  Aufgabe  gleich  in  vollkommener  und  im- 
Ubertrefflicber  Weise  löste".  Die  grosse  und  schwierige  ünlemehmaiig 
betreffend,  bezweifle  ich  niebt,  dass  Herr  Mansion  viel  Mühe  aufgeveodet 
bat,  dieser  Aufgabe  gerecht  zu  werden.  Ich  muss  aber  gestehen,  dass  mir, 
den  in  diesem  Aufsatz  besprochenen  Theil  seiner  ünternehmnng  betreSead, 
die  Lobeserhebung  des   Herrn  Maaer  unverständlich  ist.     Herr  HaadM 
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hat  eingerSamt,  dasa  er  usterlaaEeu  habe,  sich  selbst  ein  ürlheil  Ubei*  meine 
Uethode  zu  bildea ,  dasa  er  sieb  in  dieeeni  Betreff  darauf  beschränkt  liabe, 
die  Besprechungen  und  Aaslegungen  der  Herren  ClebEch  und  Mayer  in 
Betracht  su  ziehen. 

I  1.  Integratltin  des  TollHtSudlgen  SysteniH  particiler  DlfTt^rential- 
g'lelchnngen  von  linearer  Form. 

8.  Ea  seien  in  den  partiellen  Differentialgleichaugeii 


2) 


dif> 


*dx. 


+  >. 


dx„ 


welche  zur  AbkDrznng  mit  4{(p)  =  0,  B(^p)  =  0  bezeichnet  werden,  die 
Coefficienten  a,,  a^,..b,,  I),...  gegebene  Functionen  der  »Veränderlichen 
X,,  z^...Xa-  Das  System  der  Gleichungen  A{<p)  =  0,  B[ip)=-0  wird  ein 
Tollständigea  genannt,  wenn  dieselben  n  — 2  gemeiosame  Lösungen  haben. 
Ich  nehme  an,  diese  Eigenschaft  sei  vorhanden,  und  werde  aus  meiner 
Annahme  eine  weitere  Eigenschaft  des  Systems  b 
Die  Gleichung  Bi<p)  =  0  hat  bekanntlich 
y  =^j  ...  ?)  =  ß„—i-  Die  gemeißsamen  Lösungen  der  Gleichungen  5 (gi>)  =  0 
and  A{ip)  =  0  sind  daher  als  Functionen  von  ß,,  ß^...ß,-i  zu  betrachten. 
Betrachtet  man  die  Unbekannte  ip  als  eine  Function  dieser  n  —  1  Lösungen, 
so  ist  die  Gleichung  B{f)  =  0  eine  identische,  die  Gleicbaog  A{q>)^0 
aber  geht  über  in  die  folgende: 


Aiß.)-, 


^W^-- 


+  A{ß„..)- 


=  0. 


-0, 


Ich  tbeile  durch  ^(^j),  und  habe  die  Gleichung: 

'  dß,^  Ä{ß,)  dß,'*'     ""^   Al,ß,)    (i,J._, 

In  die  Coefficienten  der  Gleichung  1')  setze  ich  an  die  Stelle  der  Ver- 
Knderlichen  w^,  x^...Xi,-i  die  neuen  Veränderlichen  |5,,  j5,.,.^b-i  ein. 
Die  Veränderliche  x„  fällt  dann  aus  den  Coefficienten  von  selbst  hinaus. 
Dieser  Satz  folgt  ohne  Weiteres  aas  meiner  Annahme,  dass  die  beiden 
Gleichungen  A{ip)  =  0  und  B(5>)  =  0  ein  vollständiges  System  bilden, 
Wenn  bei  der  Elimination  von  Xj,  x^...Xa~i  nicbt  auch  die  Veränderliche 
Xa  aus  den  Coefficienten  hinausfiele,  so  könnte  die  Gleichung  1*)  nicht  n  —  iJ 
LOsungen  haben,  welche  unabhüngig  von  Za  als  Functionen  der  «  — l  Ver- 
Snderlichen  ß^,  ß^...  ß„^i  gegeben  sind. 

Wird  diese  Folgerung  nicht  als  überzeugend  angesehen,  so  mnss  ich 
freilich  den  Beweis  weiter  ausführen.  Gegenüber  der  Behauptung,  die  Ver- 
änderliche Xk  sei   in  den  Coefficienten   der  Gleichung  V)  noch  vorhanden, 
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nachdem  man  die  Veränderlichen  a;,,  X2...Xn^i  vermittelst  ß^,  ß2...ßn'i 
eliminirt  hat,  kann  ich  darauf  hinweisen,  dass  die  Gleichung  V)  eine 
identische  ist,  nachdem  man  irgend  eine  der  n  ^  2  den  Gleichungen 
Ä{g>)  =  0  und  B{q>)  =  0  gemeinsamen  Lösungen  an  die  Stelle  von  (p  eingesetzt 
hat.  Die  Gleichung  V)  würde  auch  dann  eine  identische  sein,  wenn  sie 
partiell  nach  Xn  differentiirt  wird.  Da  nach  der  Voraussetzung  9  als  Function 
von  ß^^  ß^.,,ß„^i  unabhängig  yon  Xn  ist,  so  erstreckt  sich  diese  partielle 
Differentiation  nur  auf  die  üoefficienten  der  Gleichung  1'),  welche  alsdann 
übergeht  in: 


^Ä(ß,) 

.^(^-0 

Ä(ß,)  d<p 

dx^     dß^  "^ 

1         A{ß,)         dq> 

dXn          dß„-t 

=  0. 

Die  neue  Gleichung  hat  nur  in  dem  Falle  die  erwähnten  n  —  2  Lösungen  (p, 
wenn  sie  mit  der  Gleichung  V)  identisch  ist.     Das  Letztere  ist  aber  nicht 

möglich,   wegen  des  fehlenden  Differentialquotienten --r^ •  Es  müssen  daher 

in  der  neuen  Gleichung  auch  die  übrigen  Coefficienten  gleich  Null  sein, 
und  es  folgt  aus  dieser  Forderung,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  V) 
unabhängig  von  Xh  sind. 

Eine  weitere  Eigenschaft  des  yollständigen  Systems  der  Gleichungen 
A((p)  =  0  und  J9(9)  =  0  ist  nun  durch  den  folgenden  Satz  ausgedrückt: 
Sind  q>  =  ßi  und  tp  =  ß^  Lösungen  der  Gleichung  ^(9)  =  0,  so  ist  der 

Quotient  -773^  eine  Function  der  n  —  1  Lösungen  /?, ,  ß^...ßn^i  und 
^(Pi) 

demzufolge  selbst  eine  Lösung  der  Gleichung  B  (9)  s=  0. 

Um  diesen  Satz  für  die  Integration  des  yollständigen  Systems  der  zwei 

partiellen  Differentialgleichungen  förderlicher  zu  machen ,  schreibe  ich  anstatt 

der  letzteren  die  lineare  Verbindung  der  beiden  Gleichungen,  welche  durch  die 

dw 
Elimination  von   ~ —  entsteht.    Die  zu  integrirenden  Gleichungen  sind  dann : 

dx^ 

von  welchen  die  letztere  nur  n  —  1  unabhängige  Veränderliche  hat.  Es  ist 
(p  z=  Xi  eine  Lösung  der  Gleichung  2).  Ich  bestimme  eine  zweite  Lösung 
9  =  /Sg  <lQi^ch  die  Integration  dieser  Gleichung,  und  erhalte  alsdann  weitere 
Lösungen  derselben  Gleichung  in  der  Form: 

A(ß,)  A{ß,)  _  Ajßn.») 

Es  versteht  sich,   dass  j^ssr — J/'r    nicht  noch  eine  weitere  Lösung  der 
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Gleichung  B(q>)  =  0  ist,  sondern  nur  eine  Function  der  yorausgehenden  n  —  1 
Lösungen  x^f  ß^}  ß^,.,ßm^u  Da  nun  die  n— 1  Lösungen  der  Gleichung 
B{q>)  =  0  bekannt  sind,  so  setze  ich  dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die 
Gleichung  A{q>)  =  0  ein.     Die  transformirte  Gleichung 

^  dx^'^  Ä{x,)    dß,'^""^  Ä{x,)     dßn^x 

bat  n  —  1  unabhängige  Veränderliche.  Durch  deren  Integration  ergeben 
sieb  die  yerlangten  ft  ~  2  Lösungen  des  yollständigen  Systems. 

A  (  fi       ^ 

Es   kann   der  Fall   eintreten,    dass   sich    der  Quotient  — ^    ".    »    wo 

i  <C  t)  ist,  als  eine  Function  der  bekannten  Lösungen  x^^  ßf  •  >  ßi-2  der 
Gleichung  2)  darstellt.  Durch  die  yorgeschriebene  Transformation  wird 
dann  die  Gleichung  1)  übergeführt  in  eine  partielle  Differentialgleichung 
mit  i  —  1  unabhängigen  Veränderlichen.  Die  Integration  dieser  Gleichung 
liefert  selbstyerständlich  nur  i  —  2  Lösungen  des  yollständigen  Systems. 

In  den  obigen  Lösungen  ist  der  Nenner  A{x^  =  ai,  Es  steht  Nichts 
im  Wege,  in  der  Gleichung  A{q>)=^0  den  Coefficienten  0^  =  1  zu  setzen, 
und  man  sieht  nun,  dass  das  yorliegende  System,  obwohl  es  nicht  ein 
Jacobi'sches  ist,  doch  jene  Eigenschaft  besitzt,  auf  welche  Poisson  zuerst 
hingewiesen  hat.   Wenn  nämlich  fp  =  ß^  eine  Lösung  der  Gleichung  B{q>)  =  0 

ist,  so  sind  /^g^-^d^s)'  /^4  = -^ (i^s)  •  *  *  ^^^  weitere  Lösungen  dieser  Gleichung 
zu  betrachten. 

9.  Drei  partielle  Differentialgleichungen  J. (<p)  =  0,  J9(<jp)  =  0,  0{q>)  =  0 
bilden  ein  yollstäodiges  System ,  wenn  sie  ft  -  3  gemeinsame  Lösungen 
haben,  um  ein  yollständiges  System  dieser  Art  zu  integriren,  bilde  ich 
zwei  lineare  Verbindungen  der  drei  Gleichungen ,  in  welchen  der  Differential- 
quotient — —  fehlt.    Die  zwei   neuen  Gleichungen   geben   eine  lineare  Ver- 

bindung,  in  welcher  auch  der  Differentialquotient  — —  fehlt.    Die  zu  inte- 

äx^ 

grirenden  Gleichungen  haben  nun  die  folgende  Form: 

i\  dq>  d(p  dq>  ■         ^^        a 

Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Gleichungen  2)  und  3)  für  sich  genommen 
ein  yollständiges  System  bilden.  Denn  diese  Gleichungen  haben  nach  der 
Voraussetzung  die  n  —  3  Lösungen  des  Systems  der  drei  Gleichungen, 
ausserdem   haben    sie   die   gemeinsame  Lösung  9  =  a;|,    welche   nicht  eine 
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Lösung  des  Systems  der  drei  Gleichungen  ist.  Die  Gleichungen  2)  und  3) 
haben  also  n  — 2  gemeinsame  Lösungen,  und  bilden  demzufolge  ein  ?oll- 
ständiges  System.  Die  Gleichung  3)  hat  n  •—  2  unabhängige  Verftnderliclie. 
Es  sind  q>  =  x^^  q>=^x^  Lösungen  der  Gleichung  3) ,  von  denen  die  erstere 
eine  der  den  Gleichungen  3)  und  2)  gemeinsamen  ist.  Ich  bestimme  eine 
dritte  Lösung  <p=Yb  ^^^^^  ^^^  Integration  der  Gleichong  3)  und  erhalte 
alsdann  die  weiteren  Lösungen  in  der  Form: 

^*      3(x,)'     ^'      Bix,)'"^"-'         B{x^ 

Da  nun  die  n  — 1  Lösungen  der  Gleichung  3)  bekannt  sind,  so  setze  ich 
dieselben  als  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  2)  ein.  Dieselbe  geht 
über  in: 

^  dqp         B(y^)     dq>  Jg(y«-i)       d(p      ^  ^ 

^  dx,'^  B{x,)    dy,""^     B{x^)      dy„-i 

welche  gleichfalls  n  —  2  unabhängige  Veränderliche  hat.  Es  ergeben  sich 
aus  derselben  die  den  Gleichungen  2)  und  3)  gemeinsamen  Lösungen. 

Die  Gleichung  2)  hat  die  Lösung  tps^x^  und  die  weiteren  Lösungen 
ßii  ßs'  •  •  ßn-2^  welche  sich  als  Functionen  der  n  Veränderlichen  x^^  2|...x« 
darstellen.  Die  gemeinsamen  Lösungen  der  drei  Gleichungen  il(g^)=3  0, 
^ ((p)  =  0 ,  C{qi)  =  0  sind  als  Functionen  der  n  —  2  Lösungen  x^^  ß^,  ß^.., ßm^i 
zu  betrachten.  Setzt  man  diese  Lösungen  als  neue  Veränderliche  an  die 
Stelle  von  x^,  X2-.»Xn~-2  in  die  Gleichung  Ä{q>)  =  0  ein,  so  geht  die- 
selbe über  in : 

V)       dq>    .     ^(ßj)    d(p        A{ß^)    d(p  A(ßn^t)      d(p     _Q 

^        dx,'^  Ä{x,)    dß,'^  A^x,)    dß,^""^     A{X,)       dßn^t        ' 

Die  noch  übrigen  Veränderlichen  Xm-xt  Xn  fallen  aus  den  Coefficienten  der 
transformirten  Gleichung  von  selbst  hinaus.  Es  bedarf  das  nicht  eines 
weiteren  Beweises.  Wenn  bei  der  Elimination  der  Veränderlichen  x^,  X|...jg.2 
nicht  auch  die  Veränderlichen  Xn^  i ,  Xn  aus  den  Coefßcienten  hinausfielen, 
so  könnte  die  Gleichung  1')  nicht  n  —  3  Lösungen  haben,  welche  unabhSDgjg 
von  Xn-iy  Xn  als  Functionen  der  n  —  2  Lösungen  x^^  /?,,  ß^...  ßn-t  gegebei 
sind.  Die  Coefflcienten  der  Gleichung  V)  enthalten  also  neben  denn -2 
Lösungen  x^^  ß^^  ß^...  ßn^i  keine  weiteren  Veränderlichen  des  Syiteni 
der  drei  Gleichungen»  und  sind  demzufolge  selbst  als  Lösungen  der 
Gleichung  2')  lu  betrachten. 

Es  ist  schon  erwähnt  worden,  dass  die  Gleichung  2^)  die  Lösung  9=^ 
habe.  Ich  bestimme  durch  die  Integration  dieser  Gleichung  eine  zweite 
Lösung  9=:j?2,  und  erhalte  alsdann  weitere  Lösungen  derselben  Gleiehong 
in  der  Fem: 


A^»,^*     ^*      A(a:0        -"-'       A(x^) 


Die  n — 2  Löaungen  der  Gleichung  2")  sind  a\&  neue  VerKnderliche  in  die 
Gleicbnng  A{^)=^0  einzusetzen.  Die  transformirte  Gleicbnng  1 '}  hat  n  —  2 
unabhäDgigo  Ver&nderlictie.  Durch  deren  Integration  ergeben  sich  die  ver- 
langten n  — 3  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  1),  2),  3). 

10.  Eb  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  diese  Methode  anf  die  Integration 
eines  vollständigen  Syatema  von  m  partiellen  Differentialgleichungen  anzuwen- 
den, wo  selbstverständlich  m  <n  ist.  In  der  ersten  Gleichung  behalte  man 
die  sSmmtlichen  n  partiellen  Differentialqaotienten  von  «p  nach  Xj ,  x ^  . .  .x„. 
Darob  lineare  Verbindungen  der  m  Gleichungen  bilde  man  eine  zweite,  in 

welcher  der  Differentialquotient  -: —  fehlt,  eine  dritte,  in  welcher  die 
Differentialqnotieuten  — —  und  — —  fehlen  n.  b.  w  ,  eine  wi",  in  welcher  die 

Differentialquotienten  — ; — '     -; —  •  ■■  ^; fehlen.    Es  ist  lu  beachten, 

dass  die  m  —  l  letzten  Gleicbnngen  ein  vollstSndtgea  Syatem  bilden,  weil 
sie  neben  den  n  —  m  Lösungen  des  Systems  der  m  Gleichungen  die  weitere 
gemeinsame  Lösung  ^  =^  x,  haben.  Ebenso  bilden  die  m  —  2  letzten 
Gleichungen  ein  vollständiges  System,  weil  sie  neben  jenen  n  —  m  Lösungen 
die  weiteren  gemeinsamen  Lösungen  <p  =  2,  und  ip  =  i,  haben  u.  b.  w. 
'  Aach  die  zwei  letzten  Gleichungen  bilden  ein  vollständiges  System.  Denn 
es  haben  dieselben  neben  jenen  n  —  m  Lösungen  die  weiteren  gemeinsamen 
Lösungen  ?>  =  x, ,  ip  =  x^ .  . .  qt  =  x"'—^. 

Die  Integration  des  voUsUtndigen  Systems  gestaltet  sich  in  folgender 
Weise:  Von  der  letzten  Oleichnng  und  von  jedem  der  Torerwähnten  m  —  2 
vollBtändigen  Systeme  hat  man  je  eine  LSsnng  dnrcb  die  Integration 
einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichnng  mit  n  -  m  +  1  nn- 
abhängigen  Veränderlichen  zu  bestimmen.  Auch  die  n  —  m  Lösungen 
des  Systems  der  m  Gleichungen  bestimmen  sieb  durch  die  Integration 
einer  partiellen  Differential  gleich  ong  mit  n  —  m+\  nn  ab  hängigen  Ver- 
änderlichen. Im  Ganzen  sind  also  (m—  1)  +  (rt  —  m)  =  m  —  1  Integrationen 
von  partiellen  Differentialgleichungen  mit  je  n  —  m  +  \  unabhängigen 
Veränderlichen  ausznflihren,  nm  die  n  — m  Lösungen  des  Systems  der 
m  Gleichungen  zu  erhalten. 

Die  zu  integrirenden  partiellen  DifFerentialgleicbungen  haben  eine  bc- 
luerkenswerthe  Eigenscbart:  Nur  die  an  erster  Stelle  zu  integrirende 
Gleichung  m)  enthält  die  sämmtlichen  n  Veränderlichen  i,,  x^...x„  des 
Systems  der  m  partiellen  Differentialgleichungen,  m—\  derselben 
übrigens  nicht  als  Veränderliche  der  Oleichnng  m).  sondern  als  blose 
Parameter.  In  der  Reibenfolge  der  zu  integrirenden  Gleichungen  ent- 
hält die  zweite  neben  den  »  —  m  -f  1  unabhängigen  Veränderlichen  nur 
»1—2   derartige   Parameter,   die  dritte   deren   nur  m  -  3  n.  s.  w.     Die 


I 


I 
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m'"  Oleichnng ,  ans  welcher  sich  die  n  —  m  Lösungen  des  volUtäiidigeD 
Systems  der  m  partiellen  Differentialgleiohnngen  ergeben,  enthält  neben 
den  n  —  m  + 1  nn&bhängie:ea  Veränderlichen  keinen  derarti^n  Part- 
meter. 

Infolge  dieser  Eigenschaft;  der  zu  integrirenden  partiellen  DifferentiaU 
gleicbungen  werden  die  n~m  Lösungen  des  vollEtändigea  Systems  in 
einer  vorzugsweise  einfachen  Form  dargeetellt.  Diese  n  —  m  Lüänngen  er- 
geben sich  als  Functionen  von  n  —  m  +  l  Veränderlicben.  Neben  lies 
letzteren  entbalten  dieselben  nicht  noch  andere  Veränderliche  des  Systema 
dar  m  Gleichungen.  Man  kann  dieselben  leicht  auch  als  Functionen  der 
ursprünglichen  Veränderlichen  darstellen.  Denn  es  sind  jene  m  — m+l 
Veränderlichen  als  Functionen  von  x^,  x^..,x„  beatinimt  worden.  Has 
darf  aber  annehmen,  dass  durch  die  hierzu  erforderlichen  SubstitutionM 
die  «  —  »1  LBsnngen  des  Systems  eine  Gestalt  annehmen,  welche  meiit 
verwickelter  ist  als  die  vorliegende. 

8  2.  Die  allgemeine  partielle  Dlirerentlalglelc-hiiuf;  der  erste»  Ordnaig 

wird    tnriickge führt  auf  roIIstUndige   Sj-stenic   partieller   DilTereBlisl. 

gleichun^eu  von  linearer  Form. 

11.  Ich  schreibe  die  allgemeine  partielle  DifTerentialgleicbung  dut 
ersten  Ordnung  in  der  Form; 

^^  Pii  Pi-  --Vn  die  partiellen  DiSerentialquotienten  von  z  nach  sr,,  z^...!., 
sind.  Entsprechend  der  von  Lagrange  für  den  Fall  «  =  2  gegebenen 
Lösung  der  Aufgabe  sollen  nun  die  n  partiellen  Differentialquotienta 
Pi,  Pi  ■  •  -Pn  als  Functionen  der  «  +  1  VerBnderlJchen  z,  a-,,  t,...x,  dir- 
gestellt  werden.  Sind  diese  Functionen  bekannt,  so  gelaugt  man  in  Um 
Integral  der  Qieichung  i^^^O  dnrch  die  Integration  der  voUstlndigu 
Differentialgleichang: 

de  =  p^d£^  -^  p^dx^  +  ■     •\-  p>>iix„. 

Die  Bestimmung  der  Werthe  von  p, ,  p, . . .  p,,  wird  bekanntlicb  ri 
folgender  Weise  zu  Staude  gebracht.  Aus  der  vorliegenden  Gleicbnng  4'|='' 
werden  die  n  —  1  fibolichen  n  Gleichungen  hergeleitet: 

1)  *.  =  0,     ij'3  =  0...  v„  =  0, 

in  deren  jeder  links  eine  Function  der  2n  +  \  Veränderlichen  e,  x^,X^...t„ 
Pii  Pi*-'P»  steht.     Durch  die  Auflösung  der  «  Gleichungen 

1)/,  =  0,     1/',  =  0,     t((j=  0...  ijj„=  0 
ergeben  sich  die  Wertbe  von  p,,  Pf  •  -Pn  ^'s  Functionen  der  n  +  1  Vir 
Bnderlichen  z,  x,,  Xf,..Xn' 

Die    Gleichungen    1}    sind    bekanntlich    Integrale     gegebener   I 
partieller    Differentialgleichuugen    von   linearer   Form.     Anf   die  l 
dieser  Systeme  brauche  ich  hier  nicht  einzugehen.     Die  Herleitanj 
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von  mir  im  §  1  meines  Aufsatzes  II  (1875)  gegeben  ist,  stimmt  im  Wesent- 
lichen mit  den  auch  anderen  Orts  gegebenen  Herleitungen  überein.  Ich 
setze  zur  Abkürzung? 

4^J  \  \aXi/   api       api  \  aXi/  J 

Durch  die  den  partiellen  Differentialquotienten  nach  Xi  beigefügten  Klammem 
wird  angezeigt,  dass  bei  der  partiellen  Differentiation  auch  die  Grösse  e 
als  Function  von  Xi  gedacht  wird,  dass  also  die  identischen  Gleichungen 
bestehen:       /d^\       d^  d^      (dq>\_d^  dq> 

\dxi)       de^''^  dXi'     KdxJ       de  ^'"^  dxi' 
Es  ist  ^  s=  ^2  eine  Lösung  der  Gleichung: 

(V'i9)=0. 
Es  ist  femer  (p  ^=s  ^^  eine  gemeinsame  Lösung  der  zwei  Gleichungen : 

(t|;,<p)  =  0,     (i/^g<3P)  =  0, 
7  =  ^4  eine  gemeinsame  Lösung  der  drei  Gleichungen: 

(t|/i9)  =  0,     (t|;29)  =  0,     (t['89)  =  0, 
und  schliesslich  9  =  tf;^  eine  gemeinsame  Lösung  der  ft  —  1  Gleichungen : 
{'^i<p)  =  0,     (V;,9)  =  0,     (t^3<p)  =  0  . . .  (i/;„-ig))  =  0. 

12.  Man  bestimmt  aber  auf  diesem  Wege  nicht  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Gleichung  t|;|  =  0 ,  sondern  nur  ein  vollständiges  Integral.  Das 
letztere  hat  die  Form  a  s  c^ ,  wo  c^  eine  willkürliche  Beständige  und  a  eine 
bestimmte  Function  der  ft  +  1  Veränderlichen  e^  x^^  x^..  .Xn  ist,  welche 
n  —  1  weitere  willkürliche  Beständige  Cg ,  C3  . . .  d,  enthält.  Ist  ein  voll- 
ständiges Integral  bekannt,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Inte- 
gral auf  dem  folgenden  Wege.  Man  setze  in  das  vollständige  Integral  an 
die  Stelle  von  C|  eine  willkürliche  Function  von  C2 ,  C3 . . .  Cn ,  schreibe  das- 
selbe demzufolge  in  der  Form: 

et  =  tf;(c2,  Cj. .  .c). 

Bs    zeigt    sich,    dass    man    aus    der    Function   a   leicht   n  —  1    weitere 
Fonctionen   von   e^  x^,  x^.^.x»  ableitet,    welche    die   Eigenschaft    haben, 
das  vollständige  Integral  in   das   allgemeine  Integral  überzuführen,  sobald 
sie  an  die  Stelle  von  Cg ,  c^*  *  •  Cn  eingesetzt  werden. 

Durch  die  Differentiation  des  vollständigen  Integrals  a  =  tf;  entsteht  die 

dz  da:,      *      dx^     ^  dXn 

welche  auf  Grund  der  Gleichungen: 

UZ    die  unter  11.  erwähnte  vollständige  Differentialgleichung: 
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de  =  PidXi  +Pidx^'\ +PndXn 

übergeht.  £s  sind  die  Oleichungen  II)  durch  partielle  Differentiationen  aos 
a  =  rlf  abgeleitet,  und  gleichbedeutend  mit  jenen  Gleichungen,  dnrch  welche 
sich  die  partiellen  Differentialquotienten  p^^  p^»  >  »Pm  als  Functionen  der 
n  +  1  Veränderlichen  0^  x^j  x^.,,Xn  und  der  Beständigen  c^,  Cj...^ 
bestimmen. 

Betrachtet    man    bei    der  Differentiation    der    Gleichung    a  =  ^   die 
Grössen  c^ ,  c^,  ,,Cn  als  veränderlich ,  so  entsteht  die  folgende  Gleichung: 

-.-de  +  -T—dx^+'r-dx^-\ h  - —  dxn 

dz  da?,      '      dx^     '  dXn 

.(da       drlj\  (da         dt^X  fda        dt^\,  ^ 

Werden  aber  zum  Behufe  einer  Bestimmung  der  veränderlich  gedachten 
Grössen  c^,  c^, , ,  Cn  die  folgenden  n  —  l  Gleichungen  aufgestellt: 

,•-.  da  dtjj       da  dtlß  da  di^t 

dc^      dc^      dc^      dc^         dcn      dcn 

so  hat  man  wieder  die  vollständige  Differentialgleichung: 

—  dz  4-  — dXt  4-  — dxa  4-  •  •  •  4-  — dXn* 
dz       ^  dx^^  ^  dx^   ^  ^        ^  dXn 

welche  sich  von  der  obigen  gleichlautenden  nur  dadurch  unterscheidet,  das» 
in  derselben  die  Grössen  c^ ,  c^. ,  ,c„  nicht  beständig ,  sondern  verSod«- 
lich   sind. 

Auch  die  Gleichungen  II)  erleiden  bei  dieser  Anordnung  keine  Aendemog. 
Indem  man  die  n  —  1  Grössen  c^ ,  O3  . . .  Cn  zwischen  den  n  Gleichungen 

.      da  da       ^      da  da       ^  da        ,     da        ^ 

elimiuirt,  gelangt  man  zu  ein  und  derselben  partiellen  Differentialgleichang 
t/;,  =0,  mögen  nun  die  Grössen  c^,  C3 . . .  c»  als  beständig  oder  als  Ter 
änderlich  gedacht  werden.     £s  folgt  hieraus,  dass  die  Gleichung 

O  =  ^(^21  C3  . ..  c„) 
auch  dann  ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung  if/,  =aO  ist,  weoD 
an    die   Stelle    der   Beständigen    c^ ,  C3 . . .  Cr    die   erwähnten   veränderlichen 
Werthc  eingesetzt  werden.    Die  Gleichung  0  =  r^  ist  in  dem  letzteren  Falk 
als  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  t/;,  =  0  zu  betrachten. 

13.  Es  lassen  sich  nun  leicht  auch  diejenigen  Werthe  der  partielleo 
Differentialquotienteu  J9, ,  Pi'"Pn,  welche  in  die  vollständige  Differential- 
gleichung eingesetzt  zu  dem  allgemeinen  Integral  der  Gleichung  ^i=0 
führen,  aus  den  dem  vollständigen  Integral  entsprechenden  Werthen  dieser 
Pi'jfferentialquotienten  ableiten.    Weiden  die  n  Gleichungen  I'- 
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...        da       ^    dcc       ^       da       ^    da       f.        da  da 

"^    r.^^+wr^'  di^*+d^=^  ••r.^-+d^=^' 

durch  welche  die  partiellen  Differentialquotienten  Pi^  p^»»  »Pn  als  Functionen 
von  5,  d?!,  x^'.'Xn  nnd  von  c^,  (^...c„  ausgedrückt  sind,  nach  denn  — 1 
Grössen  c^,  (^...Cm  aufgelöst,  so  ergeben  sich  hiermit  neben  der  zu 
integrirenden  Gleichung  t^^  =  0  die  n  ^  1  weiteren  Gleichungen : 

IV)  <Pa  =  ^ »     g>3  =  <3  • . .  9n  =  Cii. 

Betrachtet  man  die   Grössen  c^y   (^...c»    als   beständig,    so   dienen   diese 

Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  zu  integrirenden  Gleichung  ^|  =  0  zur 

Bestimmung   eines   vollständigen  Integrals.     Setzt   man   aber   die   aus  den 

Gleichungen 

___.  da         d^f         da        di/;  da         di/; 

dc^        dc^       dc^       de^  dcn       dcm 

herzuleitenden  Werthe  von  c^,  c^...Cn  in  die  Gleichungen  IV)  ein,  so  sind 
die  letzteren  identisch  mit  jenen  Gleichungen 

I)  if;,  =  0,     if;3  =  0...tf;«  =  0, 

welche  in  Verbindung  mit  der  zu  integrirenden  Gleichung  t^]  =  0  zu  dem 
allgemeinen  Integral  führen. 

Die  veränderlichen  Werthe  von   c^,  c^.,,Cn  betreffend   ftthre   ich   die 
neuen  Veränderlichen 

da  da  da 


=''^8»     ■Tr"=^8"'-3 — •^»fn 


dc^  dc^         ^         dCn 

in  die  Gleichungen  III)  ein.    Offenbar  sind  nun  die  Werthe  von  c^ ,  ^3 . . .  r„ 
willkürliche  Functionen   von  x^,  K^.,.Xn*     Man  hat    demgemäss  jede  der 
Grössen  ^2;  %"'^n  als  eine  willkürliche  Function  der  n  — 1  Veränder- 
lichen Xg ,  X3  . . .  Xn  und  je  einer  der  Veränderlichen  g)^ ,  9>3  •  •  •  ^n  zu  be- 
trachten. 

14.  Da  es  sich  nun  um  die  Bestimmung  eines  vollständigen  Integrals 
liandelt,  da  also  die  Gleichungen 

IV)  9^2  =  ^2 1     «Ps  =  Cg  . . .  9«  =  c« 

filr  den  Fall  hergeleitet  werden  sollen ,  dass  die  Grössen  c^,  ^3  •  • .  Cn  be- 
atftndig  sind,  so  treten  andere  Systeme  partieller  Differentialgleichungen 
cm  die  Stelle  der  unter  11.  angegebenem.  Es  ist  <p  »  <P2  ^^^^  Lösung  der 
Gleichung: 

1)  {%(p)=-0.       •■ 

]£b  ist  femer  9  =  93  eine  gemeinsame  Lösung  der  zwei  Gleichungen : 

2)  Kg>)  =  0.    {tp,<p)=.0, 
^s=ip^  eine  gemeinsame  Lösung  der  drei  Gleichungen: 

Zeittchrilt  f.  M»ibemAtik  u.  Physik.  S9.  Jahrg.  1804.  G.  Hett.  ^^ 


und  scbliesBÜoh  ip^  ip„  eins  gememaame  LSBong   der  n — 1  Gleicbosgeii : 

n~l)  {il>,<p)  =  0,  (qPiV)  =  0.  (<Ps?.)  =  0...(9J,_iv)=a 
Der  Nachweis,  dasB  die  Systeme  2),  3)  ...  n  —  1)  volUWniiige  sind, 
hat  keine  Schwierigkeit,  wenn  msD  den  Zusammenhang,  welcher  twiKchen 
dem  vollständigen  Integral  der  Gleichung  ip,  =  0  und  dem  allgemeineB 
Integra]  dieser  Gleichung  besteht,  nicht  aus  dem  Auge  verliert.  leb  brauche 
zu  dem  Vorausgebenden  nur  hiniuznfUgen ,  daas  es  nicht  nöthig  ist,  in  d« 
Gleichnng  ,  /.     .         .  \ 

die  Beständigen  <■, ,  c, ...Cb  sämmtUoh  zu  variiren.  um  neben  dem  »oll- 
ständigen ein  weiteres  Integral  der  Gleichung  V;,  =  0  zu  erhalten.  Es  iM 
anheim  gestellt,  von  diesea  Beständigen  beliebig  viele  zu  varürcn,  aaf 
Grand  von  ebenso  vielen  der  Gleichungen  III),  und  die  übrigen  BestÄDdigea 
unvariirt  zu  lassen.  Man  gelangt  auf  diesem  Wege  jedesmal  zu  einem  liitegnl 
der  Gleichung  i((j  =  0,  welches  zwar  nicht  das  allgemeine  Integral,  doch 
allgemeiner  als  das  voUstUndige  Integral  ist. 

Jede  der  uni«r  11.  angegebenen  partiellen  Difierentialgleicbungen 
(^■,9)^0,     {%<p)  =  0,     {i//3t)=0.  ..(,/.„.,  >p)  =  0 
hat  die  2  n  +  I  unabhängigen  VerSnd  er  liehen  B,  «, ,  x^...  x^,  pi ,  Ft-   h 
und  demzufolge    2n  LSsungen.     Der  Entstehungsart  dieser  GleichnDgeo  iit 
bekanntlich   zu   entnehmen,    dass   dieselben   neben  der  LO&nng  91  = 
<i  —  1  gemeinsamen  1 

") 

haben.     Dass  die  Gleichung  (1^,  ^)  =  0  diese  n  —  1  Lösungen  hat,  iit  n 
Bezug  auf  das  unter  13.  Gesagte  nur  damit  ermCgUcht, 

-neben  den  LSsungen 

ß)  ip  =  9j ,     gi  =  9>a  . . .  (p  =  «Po 

anoh  die  Lösungen: 

vorhanden  sind. 

Ich  habe  unter  13.  gezeigt,  dass  die  Gleichungen 
IV)  ip,  =  c,,     vj  =  c, . . .  91,  =  c„ 

in  Verbindung  mit  der  Gleichung  ^,  =  0  gleichbedeutend  sind  mit  j> 
Gleichungen  II),  welche  durch  partielle  Differentiationen  der  Gbtebfl 
o  =  Cj  entstanden  sind,  und  zufolge  der  unter  11.  vorgetichlagBnn  jtk  T 
kflnung  in  der  einfacheren  Form: 

geschrieben  werden.     Es  folgt  hieraus,    dass  in  jeder  der  obigen  psitigllli  J 
Differentialgleichungen ,    -wenn    die^lbe    neben    der    LSsung   1 
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ß)  h&t,   aoQli  die  LCanng  ip  =  a  Torhanden  ist.    Denkt  man  sich 
die  Veranderticben  ji, ,  {),... Pn  vermittelst  der  Gleichungec 

^,  =  0,  ipj  =  Cj .  (ps  =  C3 . . .  <p»  =  f„ 
eliminirt ,  so  fallen  die  partiellen  DüFerentialquotieDten  von  <p  nacb  p,,P2.. •Pn 
anä  der  Gleicbung  weg.  Wird  alsdann  tp  =  tt  gesetzt,  so  ist  dieselbe  nuf 
Grund  der  Gleichnngen  II)  eine  identische.  Da  also  tp  ^  o  eine  L0s;tng 
der  Gleichung  (ifp,  ip)  =  0  ist,  so  sind  nun  die  sSmmtlichen  2«  Lüsnngen 
dieser  Gleicliung  auf  das  vollständige  Integral  n  =  ir^  zurückgeführt. 

Daraus,  dass  die  Gleichung  {Tf^<p)^=0  die  L'isungen  0}  hat,  kann 
nicht  gefolgert  werden,  dass  sie  auch  die  LOsnngen  ß)  und  y)  habe.  PUbrt 
man  aber  die  Gleichung  {%'p)=^  "'^0'"  '"  i'Pt'P)  =  ^t  indem  man  an 
die  Stelle  von  t(>,  ^  ü  die  weniger  allgemeine  Gleichung  ip^=^c^  setzt,  in 
welcher  c,j  eine  Beständige  ist,  so  hat  die  Gleichung  (<Pt<p)=^0  neben  den 
Losungen  'p^'^it  9=  =  Vj  <1'9  weiteren  »  —  2  Lösungen 

«')  5)  =  if.^  ,       9  =  ./;,  . . .  9)  =  ^„. 

Da  also  Cj  eine  Beständige  ist,  so  fUllt  die  erste  der  Gleichungen  III)  weg, 
und  es  ist  die  VerBnderÜche  Hj  niobt  vorhanden.  Die  Wcrthe  von  Cj, 
e^  . .  .  c„  sind  nun  als  willkürliche  Functionen  der  VerSoderlicben  x,,.  x.,  ...x„ 
zu  betrachten.  Die  Gleichung  {f^v)  =  0  kann  aber  die  m  —  2  Lösungen  a') 
nur  dann  enthalten,  wenn  sie  neben  den  Lösungen 

auch  die  Lösungen: 

hat  Die  Gleichung  (ly^ip)  =  0  hat  auch  die  Lösong  qi  =  a.  Es  sind  daher 
im  Ganzen  2«  — 1   Lösungen  dieser  Gleichung  bekannt. 

Daraus,  dass  ferner  die  Gleichung  (i^ji^i)  =  0  die  Lösungen  a)  hat, 
kann  nicht  gefolgert  werden,  dass  sie  auch  die  Lösungen  ß")  und  /)  habe. 
Liast  man  aber  diese  Gleichung  übergehen  in  (tp^ip)  ==0,  indem  man  an 
die  Stelle  von  Va  =  0  die  weniger  allgemeine  Gleichung  cp^  =  Cg  setzt,  in 
welcher  Cj  eine  Beständige  ist,  so  hat  die  Gleichung  (ipg 91)  =  0  neben  den 
LösQDgen  qa  =  i(/,,  ip  =  Vi,  v  =  Ts  die  weiteren  m  —  3  Lüsungen: 

o")  qi  =  l(J,...  ip  s=  v„. 

Aus  der  Annahme,  dass  c^  eine  Beständige  sei,  folgt,  daas  hier  die  Ver- 
änderliche Xj  wegfällt,  dass  also  die  Werthe  von  c,  .  , .  r„  als  willkürliche 
functionon  von  x,...x„  vorliegen.  Die  Gleichung  ((Pav)  =  0  kann  aber 
die  t)— 3  Lösungen  a")  nar  dann  enthalten,  wenn  neben  den  Lösungen 

ß^  q>  =  •Pf-^'  =  'P« 

BQch  die  Lösungen 

y")  ip  ^  x^.  .  .ip  =  x„ 

vorhanden  sind.     Die  Gleichung   (qi^tp)  =  0  hat  auch   die  Lösung  gi  =  », 
et  sind  hiermit  2ii  —  2  ^tiaui^gen  dieser  Qleiehang  featgeiitBllt.    Scbliesa- 
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lioh  findet  man,  dasB  in  der  Gleichung  (9)„.](p)  =  0  neben  den  fi+)  Lösungen 
^  =  )pj,  gj^qpj,  <p£=(pg...gi=qDni  <p=' tt  uur  die  eine  weitfire  LflGaog 
tp  =  Kn  gegeben  ist,  dass  also  im  Ganzen  n  +  2  Lösungen  der  Gleichnng 
(ip„.i<p)^0  bekannt  sind. 

Das  Vorausgehende  führt  zu  dem  folgenden  Uesultat :  Das  System  3) 
ist  ein  vollständiges,  weil  es  2n— 1  LCBiingeii,  2  weniger  als  an- 
abhängige Veränderliche  hat;  das  System  3)  ist  ein  vollständiges,  weil 
es  2n  —  2  Lösangen,  3  weniger  als  nnabhängige  Yeränderlicbe 
hat  n.  a.  w.  Aach  das  System  n  —  1)  ist  ein  votlständiges ,  weil  et 
n  +  2  Lfisnngen ,  n  —  1  weniger  als  nnabhängige  Teränderliohe  hat. 

g  3,    Bestimmnug  des  TollHtündlgeu  Integrals. 
15.    Zur    Bestimmung     des     vollständigen    Integrals     bedarf     es    dei 
Gleichungen : 

IV)  gjg  =  Cg.     9)3  =  Cj  . .  .  q)„  =  t,, 

und  es  sind  nnter  14.  die  vollständigen  Systeme  partieller  DifTerential- 
gleichungen  aufgestellt,  aus  welchen  sich  die  Gleichungen  IV)  berleiteiL 
Die  Integration  der  vollstäudigeu  Systeme  vereinfacht  eich  erheblich  »nf 
Grund  der  folgenden  Regel :  Kennt  man  ein  Integral  des  vollständigen  Systema, 
so  eliminire  man  hiermit  ein  und  dieselbe  Veränderliche  aus  den  Co«fE- 
cienten  einer  jeden  Gleichung  des  Systems,  Es  wird  also  in  jeder  Gleicbnog 
die  Anzahl  der  Veränderlichen  und  auch  die  Anzahl  der  den  Gleicbongcii 
gemeinsamen  Lösungen  um  eine  vermindert.  Das  transformirte  Syslen 
partieller  Differentialgleichungen  ist  gleichfalls  ein  vollständiges. 
Ich  habe  unter  11.  die  Abkürzung 

eingeführt,  nnd  es  ist  9^9,  eine  L5aung  der  partiellen  Differentialgldohu;; 

Diese  Gleichung   hat  2n  +  l    unabhängige   Veränderliche.      Eliminirt  nu 

aus  den  Coefficienten  vermittelst  der  Gleichung  iff,  =  0  die  Verfinderliclie;^ 

so  ist  die   gesuchte  Function  q>   unabhängig  von  jj, ,   also  -—^=0.  Di» 

transformirte  Gleichung,  welche  mit  (^,9),  =  0  bezeichnet  wird,  lial  2i 
unabhängige  Veränderliche.  Durch  ein  Integral  dieser  Gleichnng  iit  die 
Gleichung  qn,  =  c,  gegeben. 

Es  ist  femer  ^  =  9)3  eine  gemeinsame  Lösung  der  partiellen  Diffenntii!' 
gleich  ungen : 

Wegen  -^  =  0  ist  in  der  zweiten  Gleichung  der  Differentialquotient  l-r 
niciit  vorhanden.     Dieselbe  hat  daher   2n— 1  unabhängige  Vei&dali^ 


£Iiminirt  man  rermittelst  der  Glsichnng  9,  ^^C}  die  VerSnderliobe  p,,  bo 
geht  das  System  2)  über  in  das  aene  System: 

in  welchem  die  zweite  Gleichung  2tt  —  2  unabLliagige  Vertoderüche  hat. 
Eine  Lösung  dieser  Gleichung  ist  tp=x^.  Durch  Integration  beatirame  ich 
eine  zweite  Löenng  <p  =  ^,  und  erhalte  alsdann  die  weiteren  Lösungen  dieser 
Gleichung;        ^l^,ß,\        ^  ^  (jMA        g  (M^ZLilI* 

Diese  Lösungen  Ttthre  ich  als  neue  VerSJiderliche  in  die  Gleicbnng  (^,  <p\  ^  0 
ein.  leb  bestimme  aladaon  ein  Integral  der  transformirten  Gleichung, 
welche  gleicbfalls  2n~2  anahhKngige  VerSnderliche  hat  Dies  ist  die 
Gleichung  ip^  =  Cj. 

Ea  ist  ferner  cp  =  ip,^  eine  LUsung  des  vollständigen  Systems : 

Weeen   -^=0,    -r-^~0  sind    in    der  dritten  Gleichung  die  Differential- 
°       dp,         '     dp,  •* 

qnotienten   {— — j  nnd  (— — J   nicht    vorhanden.     Diese   Gleichung    hat 

daher  2fi  —  3  unabhängige  YerUnderlicbe.  Eliminirt  man  vermittelst  der 
Gleichung  »pj  =  c^  die  Veränderliche  p^,  so  gebt  das  System  3)  über  in  daa 
folgende:  (^^^)^  =  o,     (ip,9i)a  =  0,     (va^-Ja  =  0. 

in  welchem  die  dritte  Gleichung  2n  — 4  unabhängige  Veränderliche  bat. 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  des  Systems  bilden  für  sich  genommen 
ein  Tollst£ndiges  System ,  weil  sie  neben  den  Lösungen  des  Systeme  der 
drei  Qlelchangen  die  gemeinsame  LOsung  *r>  =  a;,  haben,  welche  nicht  eine 
IjBgnng  der  ersten  Gleichung  ist.  Im  Uebrigen  ist  die  Integration  dee 
Bjitems  3)  etwas  abweichend  von  dem  unter  9.  vorgeschriebenen  Ver- 
fahren, insofern,  als  hier  nicht  wie  dort  die  letzte,  sondern  die  vorletzte 
Gleichung  zuerst  integrirt  wird,  weil  die  Lösungen  der  Gleichung  (ipä9i)3  =  0 
gegeben  sind.  Die  Gleichung  {ips'p)^  ="  0  hat  ntlmlich  die  2n  —  2 
JjSenngen  x,,  /J,,  ß^,  ßf...ßin-3-  Ich  habe  die  Gleichung  ^^=-c^  zur 
Elimination  von  p^  verwendet.  Da  tp^  eine  Function  der  Lösungen  x, ,  jS^, 
ft.  ßi---ßiH-t  ist,  so  hat  die  Gleichung  {'Pi>p)i  =  0  die  2n  — 3Lösungen 
*n  ßii  ßf  ■  -ßi-'^i  welche  als  Functionen  der  2»  — 2  Veränderlichen  «,  x^, 
3^.  ..Xk,  pf-Va  gegeben  sind.  Vermittelet  dieser  2n— 3  Lösungen  eli- 
miniren  sich  die  sämmtlichen  2n—  2  unabhängigen  Veränderlichen  e^  x,, 
Xf...x„,  p, . . .  pn  der  Gleichung  (g'jip)^  =  0,  Die  transformirte  Gleichung 
hat  die  Lfisung  <p  =  Xi  und  die  2n— 4  unabhängigen  Veränderlichen  ß^, 
Pi---ßit-i.  Durch  deren  Integration  bestimme  ich  eine  zweite  LSaung 
9  =  r,    and    erbalt«    alsdann    die    weiteren  Lösungen   dieser  Gleicbui 


Diese  LQanngen  Bind  als   neue  VerSoderliobe  in  die  OleicboDg  (ifr,9),csO 
einzurühren.    Die  transformirte  Gleichung  bat  gleichfalls  2 n  —  4  VerSnder- 

liche.     Durch  ein  Integra!  derselben  ist  die  Gleichung  y,  =  c,  gegebeo. 

Die  Integration  des  Systemes  2)  führt  bekanntlich  nicht  immer  xa  dec 
aämmtlichen  2n  — 4  Lösungen  ß^,  ßi..-ßiu.i  der  Gleichung  {ipjif)j^  =  i). 
Wenn  mindestens  die  beiden  Lüaungen  ß^,  ßi  gegeben  sind,  ao  crhfilt  nuD 
die  weiteren  Lösungen  der  Gleicbuug  (<Pj?>)a  =  0  vermittelst  der  Gleichung 
(VsVls^^)  '°  welche  sie  eingesetzt  vrerden  sollen,  nach  der  bekaDclea 
Eegel  in  der  Porn. :       ^  (^^gj,  (.p,^,), 

I  Es  ist  ferner  tp^  tp^  eine  Lösung  des  vollständigen  Systems: 

Wegen  -;— '-  =  0,    -r-^=0,    -p-^  =  0  sind  in  der  vierten  Gleichung  die 

dpi  dpj  opj 

Diflerentialquotienten  (-j^  1>    {— — ji    (-7—)  nicht  vorhanden.    Dieselbt 

hat  daher  3»  — 5  unabhUugige  Vertlnderliche.    Elimiairt  man  vermittelst  du 
Gleichung  lp^  =  c^  die  Veränderliche  p„  so  geht  das  System  4j  über  iadu 

in  welchem  die  vierte  Gleichung  S »  —  G  unabhängige  Veränderliche  bsL 

Die  drei  letzten  Gleichungen  des  Systems  bilden  gleichfalls  ein  voll- 
ständiges  System ,  weil  nie  neben  den  Lösungen  des  Systeme  der  tic( 
Gleichungen  die  gemeinsame  Lösung  tp  '=^  x,  haben ,  welche  nicht  (iu 
Lösung  der  ersten  Gleichung  lat.  Zum  Behuf  der  Integration  des  Syiton 
dieser  drei  Gleichungen  bat  man  darauf  zu  achten,  dass  die  gemeinumu 
Lösungen  der  Gleichungen  ((fijip)(  =  0  und  {<p^ip)i  =  0  bekannt  sind.  D» 
beiden  Gleichungen  (vif^—O  und  {^3ip\  —  ^  haben  nämlich  die 3ii-4 
gemeinsamen  Lösungen  x^ ,  j', ,  y^,  Yt  ■•  •  y"^"-*-  '^^  habe  die  Gleiclmiig 
ipj  =  Cf  zur  Elimination  von  p.,  verwendet.  Da  gs,  eine  Fanction  der  2ii-( 
Lösungen  z^,  ^j,  y^,  Yi  ■  ■  yin.i  ist,  so  haben  die  Gleicbangen  (9>,9>),  =  l' 
nnd  {<Ps'p)t  =  ^  die  2m  — 5 Lösungen  s,,  y^,  Yf-Y^i-*'  ''eiche  als  FundioMe 
der  2n  — 3  Veränderlichen  s,  i, ,  Xi...X„,  P^.'-P«  gegeben  sind.  V«- 
mittelst  dieser  2n  —  ö  Lösungen  eliminiren  sich  die  sämmilicben  '2n-l 
nnabh  äugigen  Veränderlichen  «,  a:,,  x,^...x„,  Pj...p„d6r  Gleichung  {ipjT),=U 
Die  transformirte  Gleichung  hat  die  Lösung  ip  =  Xi  und  die  2«— 60» 
abhängigen  Veränderlichen  Ys,  Ya'  •  •  Y^"-f-  ^^^  bestimme  dnrch  lutegntioi 
eine  zweite  Lrisung  (p  =^  S^  dieser  Gleicbnng,  und  erhält  alsdann  die  weilna 
Lösungen  in  der  Form: 

A  _(»i'A     ,     (»,<.),      .         (<'ia..-.). 
•"WiJT'    '^Jv^iJ."    '•■' — SwT' 

DieBo    Löeangen    werden    nun     als   neue  Veränderliche   in   die   Gleicbu« 
ll'i  9')j  =  0  eingeführt.   T)\e  lTB.ii6^o'[ni«\Ä&\'i\'i)R^\i%'Q.'»A^n 


Veränderlicbe.  Durch  eiii  Integral  derselben  ist  die  Oleicbung  ip^  =  c^ 
gegebeo. 

Es  bat  keine  Schwierigkeit,  auch  die  Übrigen  Systeme  partieller  Differential" 
gleichuDgen  zu  integriren.  Demzufolge  hat  man  znr  Bestimmung  der 
GleiclinngenT(=fj,  <P3='"ai  'p4=C4---'Pa~e„je  eine  Integration  auszuführen: 
TOD   einer  Differentialgleichung  mit  2n    unahhängigen    Ver&nderlichen 

„      zwei  Differentialgleichungen  „     2m~2         „  , 

n        -.  ,  n    2n-4 

and  schliesalich : 
von  zwei  Differential  gl  eiohun  gen  mit  4  nnabbängigen  Veränderlichen. 

16.  Da  nun  die  Gleichungen  V'j^Cs,  ^3  =  Cg  ,.,  7i„=:c„  bekannt  sind, 
80  gelangt  man  za  dem  vollständigen  Integral  durch  die  Integration  der 
Tollatflndigen  Differentialgleichung: 

de  =  Pidx^  +  Pjrfj, +  ■■  •  +P,(i3'n. 
Man     kann    übrigens    die    Rechnung    ao   einrichten,    dass    das    TollBUiudige 
Integral  durch  je  eine  Integration  von  zwei  partiellen  Differentitklgleichungen 
mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  bestimmt  wird.     Es  ist  offenbar,  dass 
auch  die  partielle  Dilferentialgleichung  {cp,(p)  ^=  0  neben  den  LUsungen 

I  die  Lösung  91  =  n  hat.  Man  kann  iJaber-  das  System  der  Gleichungen  IJ), 
I  welches  gleichbedeutend  ist  mit  der  obigen  vollständigen  Differentialgleichung, 
I  durcb'  das  folgende  System  ersetzen : 

{i>,  ip),,i  =  0,  {<p,v),.i  =  0,  (93  9i)„_,  =  0  . . .  (ip,  ip)„_,  =  0. 
LSsst  mau  die  erste  und  die  letzte  Gleichung  fort,  so  bat  das  System  der 
übrigen  n  — 2  Gleichungen  die  vier  Lösungen  :rj,  a,,  a, ,  04,  welche  als 
Functionen  von  s..  a:, ,  a:, ...a:„,  Pn  gegeben  sind.  Vermittelst  der  Gleichung 
ip„  ^  Ca  eliminire  ich  die  Veränderliche  p„.  Da  qn„  eine  Function  der  Ver- 
Knderlichen  z,,  a,,  a^,  a^  ist,  so  hat  das  transformirte  System  der  er- 
vtrtthnten  n  —  2  Gleichungen  die  Löaungen  x,,  0^,  a^,  welche  als  Functionen 
der  Veränderlichen  e,  i, ,  x^...x„  gegeben  sind.  Diese  Lösungen  sind  als 
neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  (Tnip)n  =  0  einzuführen.  Die  trans- 
formirte  Gleichung  hat  die  Lösung  91  =  Zj  und  die  zwei  unabhängigen  Ver- 
linderlichen  a^,  o^.  Durch  die  Integration  dieser  Gleichung  bestimme  ich 
eine  zweite  Lüaung  ip  ~  i,.  Führt  man  diese  beiden  Lösungen  als  neue 
Veränderliche  in  die  Gleichung  (%<p)n'=  0  ein,  so  ergiebt  sich  durch  deren 
Integration  das  vollständige  Integral  a  =  c,. 

Dies  ist  die  Integrationsmethode,  welche  ich  1863  veröffentlicht  habe. 
Ich  behaupte  nicht,  dass  man  durch  andere  Methoden  nicht  zu  noch  weiteren 
Resultaten  gelangen  künue.  Aber  es  giebt  keine  andere  Methode,  durch  welche 
das,  was  diese  Methode  leistet,  in  einer  ebenso  einfachen  Weise  erreicht  wird. 
Karlsruhe,  iui  Mai  1S91. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XX.  Ueber  vollBtändige  und  complementäre  Perioden 
nnd  BeBtreihen  anendlicher  Decimatbrficlie. 

Die  periodischen  DecinalljrUcbe  zerfallen  in  solche  2n-stellt^, 
in  welchen  die  Ziffern  der  ersten  Hälfte  der  Periode  die  eotsprechendeg 
der  zweiten  zu  9  und  die  zugehörigen  Reete  sich  zum  Nenner  P  Aea  ge- 
meinen Bruches,  aas  welchen  dieselhen  hervorgegangen  sind,  ergEnwn, 
lind  in  solche  2m- oder  (2n  —  l)-atellige,  in  welchen  die  Ziffern  der  Periode 
und  die  Reste  steh  zu  den  Zifiern  und  den  Resten  eines  anderen  aus  einem 
gemeinen  Bruche  mit  demselben  Nenner  F  hervorgegangenen  Deci  mal  brache) 
sich  zu  9  bezw.  F  ergänzen,  Erstero  Perioden  und  Restreihen  heisst  mu 
TOltstElndige,  letztere  complementäre. 

In  den  mir  zur  Hand  gekommenen  diesbezögiichen  Schriften  sind  dt« 
Eigenschaften  der  DecimalbrUche  auf  elementarem  und  daher  weitl&D%«n 
Wege  oder  nur  für  Brüche  mit  einem  Primzahlnenner  nachgewiesen  ond 
ist  überhaupt  nur  gezeigt,  daas  solche  DecimalbrUche  exisüren,  ohne  Jan 
darauf  eingegangen  wird,  ob  nur  die  eine  oder  andere  Art  vorkommt,  odei 
ohne  dass,  untersucht  wird,  wann  diese  vorkommen.  Ich  nehme  beider 
Untersuchung  dieser  Frage  das  lunHchst  Liegende ,  nämlich  die  Lehre  »oa 
den  Potenzresten  zu  Hilfe,  wodurch  auch  noch  erreicht  wird,  dass  die  <r 
baltenen  Resultate  fUr  jedes  Zahlensystem  gelten.  Wenn  allerdings  diu 
und  wann  statt  allgemein  einer  Zahl  a  die  Grundzahl  unseres  ZableDSjstemt 
eingeführt  wird,  so  geschiebt  es,  um  mSgUchät  an  darauf  folgende  bestjmmte 
Beispiele  anechliessen  zu  können.  Im  üebrigen  beschränke  ich  mich  lui 
naboliegenden    OrUndeo    auf   rein   periodische    DecimalbrUche,   da  ein 

■  Bruch  -rr  in  der  Form  .-.„  ,j  • ■  geschrieben  werden  bim, 

p-  aber  einen  «■  oder  jS-stelligen  Decimalbruoh,  je  nachdem 


gememer 


S'.bfi 


a>B 


^      —  einen  rein  periodischen  giebt  und  daa  Product  beider  ein  gamiicbt 

periodischer  mit  a  oder  ß   ausserperiodischen  Ziffern   ist.     Die  Bachitilw 

Pi ,  Pb  ■  ■  -  ■  bedeuten  immer  Primzahlen  ausser  2  und  Ö  und  P  ist  im  Polgeoda 

immer  das  Product  aus  solchen  Primzahlen  oder  aus  Potenzen  deraelbeo. 

Gehört  o  zu  l  =  2m{modP},  ist  also  a'  :zzl(modP),  so  ist  auch 

e{a'-l)=a{a'"+l)(a'"-l)  =  0{modP), 

wobei  wir  e  relativ  piim  za  F  ^oraniBBetieu. 
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-     ./*.    *N_^N  ^  ^* 


Ist  nun   a"*^!   auch   relativ    prim  zu  P,    dann  moss  jei(a'"+l) 
durch  P  theilbar.  also  t 

w  mm 

t 
folglich  auch  $a^     =:^  eaf''*{modP) 

sein.  t 

Wenn  dann  ec?     =rt      und  ea*''^  =  rt^plmodP)y  wo  n     und  r^-^ 

2  2 

die  kleinsten  positiven  Reste  {modP)  sind,  so  ist 

1)  rt      ^--rt^vifnodP)  oder  u     +rt^v'=P' 

2  2 

Sind  die   kleinsten  positiven  Beste  von  at^  (j?z^  a^0^ , .  .a^0(fnodP) 
bezw.  r, ,  fg ,  fj , . . .  r^  und  die  zugehörigen  Quotienten  9i  i  ^^i  ^3 . .  •  gi ,  so  ist: 


2 


^-f     '^-f+t*  ^""*'+*' 


daher:  2-"+* 

oder  aP^  ^(^i«^+,  + ^'--+1)  +  -^» 

oder  ^i_„4.  .  +  ^'-«'+1'=^""*» 

mithin  für  a  =  10:  g«       .    +gi-,4.i=9. 

Zum  Beispiel :  W  =  l  (mod  101 ) 

und  10ß  =  l(mo(Jl3), 

also  10"=l(fnodl3.101). 

Nun  ist  aber  10"- 1  ==  (10«+ l)(W-l)  =  0(fno(ll3.101). 

10«  -  1  ist  aber  =  0{modl3). 

Daher  giebt  .o<q    keine   vollständige  Periode.     In   der  That  ist  zum 
IQ 

Beispiel  j^  =  0,0144706778370144. . . 

0^®^'  10«  =  1  {inorl41) 

and  10*  =  l(fnodl01), 

^^®'  10«o=l(moci41.101). 

Nun  ist 

10«o-l  =  (l0*o^l)(10io+i)==(io6+i)(io6«i)(ioio+i)r-0(nio(l4141). 
Weil  aber  10^=  l(mod41),  so  giebt  auch    .,  .      keine   voUstSudige 

Periode.    Es  ist  zum  Beispiel  j^ = 0,0007244626901 7 1456 17  00072 . . . 


378  Kleinere  Mittheilangen. 


Hingegen  erhält  man  ans: 

10«=l(mo(J13) 
und  10^0=1(^^^9091) 

10»=  l(mod  118183), 
oder  10«>-l  =  (10i*+l)(10*5-l)~O(moclll8183). 

lO'S-l   ist   aber   weder   {modlS)  noch  (mod9091)  =  0,   daher  giebt 


z 


1  rötöö  ^^^^  vollständige  Periode.     Es  ist  anch  znm  Beispiel: 

J?       =  0,0000423072692349999576927307650000423... 

Ea  ist  ferner:  10»»=  l(»nodll«), 

nnd  10™=  1  («od  13»), 

also    10»-»»-«»-l  ==(10»-"»»+l)(10»-"-"-l)  =  0(mo<lll».13«). 

Da  10»-»-"-l  weder  («od  11)  noch  {modlS),  folglich  anch  nicht 
{mod  11^)  und  (modl3*)  =  0  ist,  so  giebt  ^  ^ ,  ^ q,  eine  vollständige  Periode. 

11*.  lör 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  nach  Obigem  a"* —  1  relativ  prim  n 
f  ist,  oder  dass  man  eine  vollständige  Periode  erhält,  wenn  die  Hilfle 
des  kleinsten  Vielfachen  der  Exponenten ,  zu  welchen  10  nach  den  einxeben 
in  P  enthaltenen  Primzahlpotenzen  gehört,  durch  keinen  dieser  Exponenten 
theilbar  ist.  ..  .. 

Es  gehöre  a  zu  ^^^r^ pf*  {mod pf^),    zu  ^^j^-pf^(fnodpf)   u.  s.w^ 

es  sei  also:  p,_i 


•Pi« 


ö   ^«      "'    =]{modp^*). 


^^.p,- 


a   ^t  =l(i«orfpfO. 


a   ^>  =E  l{modp^*), 

Wenn  nun  fi  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  dieser  Exponenten 

ji 
von  a,  daher  a**  =  1  (moripf»pf*...)  ist,   so  entsteht  die  Frage,  ob  5  nicht 

durch  einen  der  obigen  Exponenten,  zu  welchen  a(jnodpf*)j  (ffuxlp^).- 
gehört,  oder  durch  eine  Zahl,  zu  welcher  a (tnoeJ pf "0 »  (»w^wlP?"*)»"»  ^^ 
ffj ,   «^2  *  '  *  ^62w.  kleiner  als   Oj,   o^.  . .  seien,   theilbar  ist.    Diese  letzteren 

Zahlen  sind  aber  von  der  Form  — pf»,     — — p*^'*,  .  .  .,    enthalten 

Aj  A) 

•»1  •*       1 

also  keine  niedrigere  Potenz  von  2  als  bezw.  ^-^- —  •  pf*" ,    -^r —  •  pj'v  . .  • 

A|  Aj 

In  meiner  Abhandlung:  „üeber  die  Grösse  der  Periode  eines  un- 
endlichen Decimalbruches  oder  die  Congruenz  10* ^=\{niodFf 
(Programm  der  kömg\.  Si\iä\eiiaii%\a\\>  l&viT\^\iQAi^en  1887/88)  wurde  in  §  33  be- 
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^■S^       ^    *>v  -->.,* 


P—    1 

wiesen,  dass,  wenn  die  Zahl  a  zu  — - — {modp)  gehört,  wo  k  eine  in 
p—  1  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet,  und  p^  die  höchste  Potenz  von 

p  ist,  durch  welche  a   ^    —1  getheilt  werden  kann,  a  zum  Ex- 

p-1 
ponenten  — - —  p" ~*(fnod p")  g e h ö r t.   Es  Iftsst  sich  auch  umgekehrt  zeigen, 

k  I  ^• 

dass,  wenn  a  zu — - — p''-*(»iocip")  gehört,  a  zu -^— — ?*•■*' *'(nw(Jp""*') 

gehören  muss,  d.  h.,  dass  beide  Exponenten  von  a  dieselbe 
Potenz   von  2   enthalten  müssen,    da  diese  Potenzen  von  2  nur  in 

— —  vorkommen  können.     Denn   wenn  nicht  ^-p— p""*""*'  dieser  kleinste 

Exponent    wäre,    so   mOsste   er   von   der    Form p"^*—*"  sein,    wo 

X'>  k  und  t">  x'  ist.    Es  würde  sich  aber  dann  nach  den  dortselbst  durch- 

geführten    Schlussfolgerungen   ergeben,    dass  a^  ^  1  {moäp"), 

dass    also   a   nicht    zu  — - — p"""*(modp*),    sondern,    gegen  die  Voraus- 

Setzung,  zu  einem  kleineren  Exponenten  (modp^)  gehören  würde. 

ß 
Ist  daher  a^— 1   darch  keinen   der  Moduln  pfi,  Pf*,  •••  theilbar,   so 

kann    es  auch  durch   keine  niedrigere  Potenz  der  Primzahlen  P|,  Ps,  .  •  • 

getheilt  werden.     Darch  eine   oder  mehrere  der  ersten  Gruppe  angehörige 

n   —  1        n  1 

Primzahlpotenzen   ist  es  aber  theilbar,  wenn -^- — i   — — »•••  nicht 

Aj  Ag 

dieselbe  Potenz  von  2  enthalten,  ausserdem  aber  nicht.     Denn 

ist   f*  =  2". g^»  gi|«...  pf'p;'*. ..,   wo  gj,   g2>'--   ungerade   Primzahlen    be- 

•j     1      ti     1 
deuten  und  2*. ^«g^»...  das  kleinste  Vielfache  von  — — i    — — !•••  ist, 

Aj  Aj 

so  ist  g  =  2»"'*^'g^«...  pf'jpf»...  Dieses  kann  aber  darch  einen  oder 
einige  der  Exponenten  — — pf\  — — pj'». . .  getheilt  werden,  wenn 
*^'  ^      -  nicht  dieselbe  Potenz  von  2  enthalten,  ausser- 


■t  •  •  • 


dem  nicht. 

Mittelst  des  „Canon  arithmeticus^    von  C.  G.J.Ja  cobi   ergiebt  sich 
zum  Beispiel  Folgendes: 

1.  Es  sei  p«i=  78 

pf«=  19^ 
Nun  ist:  10  ^3^^{modV), 

also:  10'=  3"»'=  3«=  l(i«od7^). 
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'  ^^  ^N. » .y^  .^ 


daher :  22SxeeO  {mod  6 . 7«), 

mithin :  a?  =  294. 

Ferner  ist:  10  =  2«»  (mod  19») , 

also:  10'=2«»'  =  2«=l(m(xfl9»), 

daher:  233  a;  =  0{mod  18 .  19) , 

folglich:            '  «  =  342. 

Mithin  hat  man  10»*=  l{modV) 

und  10"«  =  1  {mod  19«) . 

folglich  :  1018  .  19  .  49  -3  1  (,,^  78 ,  19«). 

Nnn  enthalten  294  und  342  dieselbe  Potenz  von  2,  nämlich  2^;  daher 
ist  die  Hälfte  ihres  kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  durch  keine  dieser 

Zahlen    theilbar.     „^  ^^^   giebt     folglich    eine    vollständige    Periode,  da 
109. 19. 49 _i  nach  keinem  der  Modulen  19,  19«,  7,  7*,  V=0  ist. 
2.  Es  sei:  Pf*  =  3*, 

Nun  findet  man  wie  in  1): 

I0»=l(mo(l3*) 

und  10««=l(m(Mlll«), 

also  ist  10i»8=  1  (mod  3M1«). 

9   und  22  enthalten   verschiedene  Potenzen   von   2;    die   Hälfte  ihres 
kleinsten  gemeinschaftlichen  Vielfachen  ist  daher  durch  9,    10^^—1,  aber 

auch  schon  10^—  1  durch  3*  theilbar.  Mithin  giebt  04  ^^f  keine  voll- 
ständige Periode. 

Oiebt  der  Bruch  —  keine   vollständige  Periode,   was   auch  immer  der 

Fall  ist,  wenn  in  10'=  l{modP),  wo  10  zu  t  gehört,  t  eine  ungerade 
Zahl  ist,  so  erhält  man  für  alle  möglichen  zu  P  relativ  primen  Werthe 
von  e  eine  gerade  Anzahl  von  Perioden  und  Restreihen,  deren  Glieder  sich 
paarweise  zu  9  bezw.  P  ergänzen,  d.  i.  complementäre. 

Sind  die  Beste,  welche  sich  bei  der  Verwandlung  eines  solchen  Bruchei 
mit  dem  Nenner  P  in  einen  Decimalbruch  ergeben,  r^,  r2,...ra>  so  geben 

die  Brüche  ^^  ^f  •  ••       dieselben  Perioden  mit  derselben  Reihenfolge  der 

Ziffern,  nur  mit  verschiedenen  Anfangsgliedern.  Alle  diese  Reste  sind  relaÜT 
prim  zu  P.  Denn  ist  z.B.  10"  — r^(wödP)  und  hätten  r/*  und  P  einen 
gemeinschaftlichen  Theiler,  so  müsste  derselbe  auch  in  10^,  das  ist  in  10 
enthalten  sein  gegen  die  Voraussetzung,  dass  P  nur  aus  ungeraden  Prim- 
zafaJen  ausser  5  zu8ammeiige^e\At  \ä^.   '^\mmt  man  einen  anderen  der  ^(P) 
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zu  P  relativ  primen  Zahlen,  welche  kleiner  als  P  sind^  etwa  5,  als  Zähler, 

so  gieht  —  t  in  einen  Decimalbrnch  verwandelt,  wieder  ö  Beste  ^j,  ^2*  ■••  ^') 

welche  wieder  als  Zähler  zu  dem  Nenner  P  genommen  dieselben  Perioden 
mit  anderen  Anfangsziffern  geben  und  von  den  Besten  r^,  r^y.,.rd  ver- 
schieden sind.  Ist  nun  allgemein  m  irgend  eine  zu  P  relativ  prime  Zahl 
und  kleiner  als  P,  so  kann  sie  als  Zähler  eines  solchen  Bruches  mit  dem 
Nenner  P  genommen  werden ;  dann  ist  aber  auch  P—  m  relativ  prim  zu 
P  und  kleiner  als  P,  kann  daher  ebenfalls  zum  Zähler  eines  Bruches  mit 
dem  Nenner  P  gemacht  werden.     Die  Beste  und  Quotienten,  die  sich  bei 

der  Verwandlung  des  Bruches  -=  in  einen  Decimalbrnch  ergeben,  ergänzen  die 

P  — Hl 

entsprechenden  Beste  und  Quotienten  bei  der  Verwandlung  des  Bruches  — = — 

zu  P  bezw.  9,  welches  letztere  sich  ebenso  wie  oben  beweisen  lässt.  Da  nun 
zu  je  zwei  solchen  sich  ergänzenden  Brüchen  2i  Beste,  welche  kleiner  als  P 
und  relativ  prim  zu  P  sind ,  gehören ,  und  auf  diese  Weise  alle  q>  (P)  Zahlen, 
welche  kleiner  als  P  und  relativ  prim  zu  P  sind,  erschöpft  werden,  so  ist 

die  Anzahl  dieser  Paare  von  complementären  Perioden     ^     » 

Zusätze  und  Folgerungen: 

1.  Ist  i»'  der  Nenner  eines  gemeinen  Bruches  und  der  Exponent  6,  zu 
welchem  10 (modp*)  gehört,  eine  gerade  Zahl  =  2v,  so  ist  die  Periode 
immer  eine  vollständige. 

2.  In  einer  vollständigen  fi- stelligen  Periode  ist  die  Summe  der  Beste 
^•P,  wenn  P  der  Nenner  des  gemeinen  Bruches  ist,  und  die  der 
Ziffern  der  Periode  ^«9. 

3.  Die  Summe  der  Beste  zweier  d- stelligen  complementären  Best- 
reihen ist  J .  P  und  die  der  Ziffern  beider  Perioden  9  S, 

4.  Dass   die   Summe  der  Ziffern  einer  p  —  1  -  stelligen  Periode  eines 

gemeinen  Bruches  mit  dem  Primzahlnenner  p  a     \^ — ^9  lässt  sich 
auch  folgendermaassen  beweisen: 

Ist  z  der  Zähler,  sind  femer  gj,  g,;***?/'-!  ^^®  Ziffern  der  Periode 
und  r,,  r^^,..rp^\  die  Beste,  so  ist: 

lOz  =g,.p  +  r,. 
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Daher 

10(^  +  r,  +  r,+ . . .  +  rp.8  +  rp.j)  =  P(gi  +  g,  +  •  •  •  +  Qp-i) 

oder  weil  fp-i  =  z  ist, 

9(n  +  '•«+•••  +  ^;'-i)  =  P((7i  +  ^f  +  •    •  +  (7i.-i). 

Aber  ^i  +  ^2  + h^p-i   ist   die  Samme    der   ersten  p  — 1  Zahlen, 

p(p  — 1) 
also  =        » >  daher  ^,       ^. 

2  II.  9(P-1) 

^1  +  ^i  +  •  •  •  +  ^p-i  ==  -^^^2 — ' 

Ebenso  erhält  man  die  bekannte  Eigenschaft,  auch  wenn  die  Periode 
allgemein  eine  d  •  stellige  ist  nnd  man  die  Summe  der  Reste  mit  B  m\ 
die  der  Quotienten  mit  Q  bezeichnet: 

oder  9J2=P.Ö, 


daher  R  = 


9 


und  Q  =  —I 

d.  i.,  wenn  P  den  Primfactor  3  nicht  enthält,  ist  die  Summe  der  Beste  immer 
durch  9   und   die  Summe  der  Ziffern  der  Periode  immer  durch  P  theilbar. 

Freising.  Jos.  Matib. 

XXI.  Ueber  Iterimng  gebrochener  Fnnotionen. 

Bezeichnet  man  mit  d  (x)  eine  rationale  gebrochene  Function  der  Ver- 
änderlichen X  und  setzt,  wie  gewöhnlich, 

0[ö(x)I  =.-  0,(x),     0[0,(x)]  =  d^ix),. .  . 

dann  ist  bei  der  Form  n,  .      ax+b 

die  Frage  häufig  beantwortet  worden,  unter  welchen  Bedingungen  ftir  eio 
gegebenes  n 

1)  d„{x)  =  x 

wird.  Ich  werde  zeigen,  dass,  wenn  in  d{x)  der  Zähler  oder  der  Nenner 
von  höherem  als  dem  ersten  Grade  wird,  fQr  keine  Wahl  der  Constanten 
und  kein  n  die  Gleichung  1)  erfüllt  werden,  dass  also  bei  der  Iterinug 
keine  Periode  entstehen  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  den  Quotienten 

q>{x)  __    ao(ic  — a,)(aj  — ag)... 

P  {^)    "~      «0  (^  —  «l)(^  —  Cfg).  . . 

zweier  ganzer  Functionen  (p{x),  t/;(a;),  die  keinen  Theiler  mit  einander  ge- 
meinsam haben  sollen,  so  dass  bei  der  Zerlegung  in  lineare  Factoren  kda 


Kleinere  Mittheilnngen.  383 

ai  einem  a/t  gleich  wird  (A ,  ^  >  0).    Für  x  setzen  wir  in  diesen  Quotienten 


nun 


ein,  wobei  mindestens  eine  der  beiden  ganzen  Functionen  Z(x)  und  N{x) 
von  höherem  als  dem  ersten  Grade  sein  soll,  und  Z{x)  und  N{x)  keinen 
gemeinsamen  Factor  besitzen.    Dann  wird 

wobei  II  die  Differenz  der  Orade  von  '^{x)  und  (p{x)  bedeutet. 

In  dem  Bruche  auf  der  rechten  Seite  kann  sich  kein  Factor  in  «,  der 
im  Zähler  auftritt,  gegen  einen  gleichen  des  Nenners  wegheben.  Denn 
hätten  zwei  Klammem  von  der  Form 

Z(x)  -  aiN{x)    und     Z{x)  -  a^JY(«) 
einen  gemeinsamen  Theiler,  dann  hätte  ihn  auch  ihre  Differenz 

iai-aß)N(x) 

und  da  ai  —  Oß  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist,   auch  N{x)  und 

folglich  ebenso  Z{x).     Dass  aber  in 

f..  .        Z{x) 

Zähler  und  Nenner  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  hatten  wir  ja 
von  vornherein  vorausgesetzt. 

Wäre  nun  dn(x)  =«,80  setzen  wir  für 

—7-T  =  ^a'\\X); 

dann  folgt  aus  dem  bewiesenen  Hilfssatze,  dass  Bn{x)  nur  dann  =  x  sein 
kann,  wenn  schon  tp  :  ^  und  6  selbst  linear  ist,  und  damit  ist  die  Richtig- 
keit der  Behauptung  dargelegt. 

So  einfach  der  gegebene  Beweis  des  Hilfssatzes  ist,  so  hat  er  doch 
nach  der  Seite  hin  einen  Mangel,  dass  bei  einem  rein  arithmetischen  Satze 
die  Existenz  der  Wurzeln,  also  ein  algebraisches  Theorem  vorausgesetzt 
wurde.  Um  dem  abzuhelfen  mag  ein  zweiter ,  zwar  etwas  weniger  einfacher, 
aber  doch  rein  arithmetischer  Beweis  des  Hilfssatzes  folgen. 

Es  seien  <p(a;),  iif{x)  zwei  ganze  Functionen,  unter  denen  (p{x)  dem 
Grade  nach  höher  oder  mindestens  gleich  ^(o;)  sei.  Ferner  sollen  beide 
Functionen  ohne  gemeinsamen  Theiler  angenommen  werden.  Setzt  man 
nun  in  <p  und  in  ^  für  die  Variable  x  den  Bruch 

^  '       N(x) 

ein  und  entfernt  die  Nenner  durch  Multiplioation  mit  den  niedrigsten  dazu 
nOthigen  Potenzen  von  N;  dann  behaupte  ich,  dass  die  neuen  Functionen^ 


384  Kleinere  Mittheilangen. 

die  mit  q>(Z^  N)  und  ^(Z,  N)  bezeichnet  werden  mögen,  anch  keinen 
gemeinsamen  Theiler  haben. 

Zum  Beweise   wenden  wir  auf  tp  und  ^  die  Euklid'sche  Methode  des 
grössten  gemeinsamen  Theilers  an.     Dabei  möge 

die  erste  Zeile  des  Schemas  sein;  ^|  ist  der  Quotient,  ^|  der  Best  der 
Division.  Setzt  man  jetzt  wieder  B  fflr  x  ein  und  bezeichnet  ähnlich  wie 
soeben,  dann  entsteht 

Hier  ist  ^^  die  Differenz  der  Grade  yon  q>{x)  und  ^i{x).    Hfttten  nun 
9>(Z,  N)  und  ^(Z,  N)  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  hfttte  ihn  aneh 

Es  kann  ihn  aber  N  nicht  haben,  weil  ihn  sonst  wegen  ^(Z,  N)  aach 
Z  besftsse ;  also  kommt  er  in  ^^(Z,  N)  yor. 

Die  zweite  Zeile  des  Euklidischen  Schemas  sei 

*(«)  =  ft(«)*i(«)  +  *2(«) 
und  entsprechend  bilden  wir 

t/;(Z,  JV)  =  ft(Z,  -Br)*i(Z,  27)+2y^.^,(Z,  N) 

und  schliessen,  dass  auch  ^^(Z^  N)  den  Theiler  besitzt.  So  gebt  es 
weiter,  und  da  wir  schliesslich  auf  eine  Constante  ^r  kommen,  so  folgt 
die  behauptete  Unmöglichkeit. 

GieBsen.  E.  Netto. 
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Historisch-literarisclie  Abtheilung. 


Gesohiohte  der  optischen  und  katoptrisohen 

Anamorphosen. 

Von 

Dr.  H.  Rüosfl 

In  OannitAtt. 


Hierzu  Tafel  II,  Figur  1-9. 


Als  Anamorphosen  bezeichnet  man  verzerrte  Bilder  eines  Vorbildes 
(prototjp),  welche  yon  einem  gewissen  Punkte  aus,  direct  oder  in  einem 
Spiegel  gesehen,  als  unverzerrtes  Vorbild  wieder  erscheinen. 

Die  Construction  der  Anamorphosen  ist  von  den  Mathematikern  und 
Physikern  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  behandelt  worden,  und  der  be- 
rühmte Mechaniker  und  Physiker  Jacob  Leupold  hat  drei  Maschinen 
hergestellt,  mit  denen  man^ dieselben  zeichnen  kann. 

Diese  Ansicht,  die  sich  von  Buch  zu  Buch  fortgepflanzt  hat,  zu  be- 
richtigen, wird  Gegenstand  dieser  Abhandlung  sein;  es  wird  sich  zeigen, 
dass  alle  Constructionen ,  die  sich  auf  Cylinderspiegel  beziehen ,  vom  wissen- 
schaftlichen Standpunkte  aus  unrichtig  sind,  und  dass  die  drei  Maschinen 
Leupold*s  Anamorphosen  liefern,  welche  den  Gesetzen  der  Anamorphosen 
widersprechen. 

Als  der  Erste,  der  sich  mit  Anamorph osen^^beschttftigte,  ^wird  in 
französischen  Werken*  Simon  Stevin  bezeichnet.  In  der  Geschichte  der 
Physik  von  Heller  dagegen  wird  besonders  dem  Jesuiten  Caspar  Schott 
das  Verdienst  zugeschrieben,  Regeln  für  die  Anamorphosen  der  cylindrisohen 
und  conischen  Spiegel  aufgestellt  zu  haben. 

Was  Simon  Stevin  anlangt,  so  liegt  offenbar  eine  Verwechslung 
mit  Schott  vor.  Dies  geht  daraus  hervor,  dass  das  vermeintliche  Werk 
Stevin 's  »Magia  universalis,  Herbipol.  1657^  unter  demselben  Titel  im 
gleichen  Jahre  in  Wflrzburg  von  Schott  erschienen  ist,  dass  Stevin  1620 
in  Leyden  gestorben  ist,  und  dass  weder  ein  von  ihm  herausgegebenes 
Werk,  noch  das  nach  seinem  Tode  erschienene  ^les  Oeuvres  mathem.  de 
S.  Stevin,  Leyden  1634^  obigen  Titel  trügt. 

*  Cfr.  Cours  de  phytique  de  Täcole  polyt.  von  Jamin  1892  „Miroirs  coniqaes 
et  cylindrique8*^ 

Bit!.-  Ut.  Abib.  d.  ZtitBohr.  t  MaUl  u.  7hj%.  99.  ] tihig.  V.«»4.  V.Bi^.  V 
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Was  Schott  anlangt,  so  bin  ich  nach  dem  Stadium  seiner  «Uagia 
universalis"  der  Ansicht,  dass  ihm  bezüglich  der  Forderung  der  Anamor- 
phosen  nur  das  Verdienst  zukommt,  die  yerschiedenen ,  in  anderen  Werken 
zerstreut  liegenden  Constructionen  gesammelt  zu  haben ,  ohne  indessen  etwas 
Neues  zu  liefern. 

Der  Erste,    der   über    Anamorphosen   geschrieben    haben    dürfte,   ist 
Vaulezard:   Perspective  cylindrique  et  conique,  Paris  1630, 
daran  würden  sich  anreihen: 

Herigonius:    Cursus  mathematicus ,  Paris  1634; 
Athanasius  Circherius:  Ars  magna  lucis  et  umbrae,  Rom  1646; 
Phil.  Harzdörfer;  Mathematische  und  philosophische Erquickangs- 

stunden,  Nürnberg  1653; 
Jean  FranQois  Niceron:  La  perspective  curieuse,  Paris  1652; 
Casparus     Schottus:      Magia    universalis     naturae     et    artis, 

(Herbipol.)   Würzburg  1662; 
Job.  Christ.  Sturm:    Mathesis  juvenalis,  Nürnberg  1699; 
Leonh.   Chr.  Sturm:   Kurzer  Begriff  der  gesammten  Mathesis, 
Prankfurt  a.  0.  1710. 
Als  das  umfassendste  dieser  Werke,   in  Bezug  auf  Anamorphosen,  mau 
das  von  Schott  bezeichnet  werden.    Obgleich  die  Darstellung  an  Klarheit 
und  Kürze    zu   wünschen   übrig  Iftsst,    so  ist  sie  doch  noch  übersichtlicher 
als  die  anderer  ^ Autoren.     Dass    in  einem   solch'  vielseitigen  Werke,  dai 
die     reine     und     angewandte    Mathematik,    die    Physik     und     praktiiche 
Mechanik   etc.   behandelt  und   alle   nur   denkbaren  Anwendungen  im  prak- 
tischen  Leben   in   Betracht  zieht.   Manches   aufgenommen  wurde,   das  der 
Verfasser  selbst  nicht  genügend  beherrschte ,  ist  wohl  zu  entschuldigen  und 
trifft  auch   für  dieses  Werk  zu.     Ich  verweise  hier  z.  B.  auf  die  ganz  oo- 
verständliche  Construction  8.  162  pragmatia  II  des  obigen  Werkes. 

Die  Beschreibung  der  Maschinen  Leupold's  erschien  1713  in  Leipsig 
unter  dem  Titel: 

Jacob  Leupold's  Mecbanici,  zu  Leipzig,  Anamorphosis  mechaaic& 
nova  oder  Beschreibung  dreier  Maschinen,  mit  welchen  sehr  geschwinde 
und  leicht,  auch  von  Denen,  die  solcher  Wissenschaft  unerfahren,  mancherlei 
Bilder  und  Figuren  können  gezeichnet  werden,  dass  sie  ganz  ungestalt 
und  unkenntlich,  dennoch  aber  die  ersteren  durch  einen  Cylinderspiegel, 
die  anderen  durch  einen  couischen  und  die  dritten  mit  einem  flachen  Spiegel 
von  einem  gewissen  Augpunkt  aus  wiederum  in  rechter  Gestalt  und  Pro- 
portion erscheinen. 

Man  wird  sieb ,  namentlich  bezüglich  der  drei  letzten  Maschinen ,  fragen, 
wie  die  unrichtigen  Constructionen  der  Anamorphosen  als  solche  so  lang« 
unerkannt  blieben.  Wir  finden  eine  Erklärung  dafür,  wenn  wir  uns  des 
damaligen  Zweck  der  Anamorphosen  klar  machen.  Es  handelte  sich 
darum,    etwa   von    einer  Person  od^x  ^vv^eud  einem    Thier  eine  Cjlinder- 
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anamorphose  herzustellen,  also  ein  verzerrtes  Bild  des  Originals,  das,  im 
Cjlinderspiegel  gesehen,  richtig  erscheint.  War  auch  das  im  Spiegel  ge-' 
sehene  Bild  in  yielen  Punkten  dem  Original  nicht  ähnlich,  so  war  doch 
der  Oesammteindruck  der  eines  wohlgestalteten  Bildes,  das  man  um  so 
mehr  dem  Original  ähnlich  halten  musste,  als  das  letztere  bei  der  Be- 
sichtigung nicht  zur  Verfügung  stand,  und  so  ein  Vergleich  im  Einzelnen 
nicht  angestellt  werden  konnte. 

Hätten  dagegen  die  Physiker  und  Mathematiker  jener  Zeit  sich  die 
Aufgabe  gestellt,  eine  Curve  zu  zeichnen,  welche  in  einem  Cjlinderspiegel 
gesehen  als  Gerade  erscheint,  so  hätten  sie  finden  müssen,  dass  ihre  Con- 
structionen  und  Apparate  die  richtigen  Anamorphosen  der  Gerade  nicht 
liefern  konnten. 

Optische  Anamorphosen. 

Die  Aufgabe  ist  hier,  auf  eine  beliebige  Fläche  ein  verzerrtes  Bild 
eines  Vorbildes  zu  zeichnen,  das  von  einem  Punkte  aus  richtig  erscheint. 
Diese  Anamorphosen  fanden  in  jener  Zeit  mannigfache  Anwendungen.  So 
erwähnt  Schott*,  dass  in  dem  Kloster  des  Franciscus  de  Parula  auf  dem 
Monte  Piocio  in  Rom  das  Bild  des  Franciscus  de  Parula  von  einem  Punkte 
aus  an  einer  Wand  zu  sehen  sei,  dass  aber  von  anderen  Punkten  aus  nur 
Bäume ;  Menschen,  Thiere  an  dieser  Stelle  zu  sehen  seien.  Diese  Anamor- 
phose wurde  von  P.  Emanuel  Magnanus  hergestellt  und  in  seiner 
perspectiva  horaria  lib.  3  prop.  77  beschrieben. 

Weitere  Anwendungen,  die  in  Capellen  damals  oft  gesehen  wurden, 
waren  die  Anamorphosen  schiefer  Balken.** 

Auf  zwei  zusammenstossende  Wände  wurden  Balken  gemalt,  die  von 
einem  gewissen  Punkte  der  Capelle  aus  so  erschienen,  als  ob  sie  in  beide 
Wände  eingefügt  und  über  den  Winkel  der  Wände  gespannt  wären. 

Schott  schreibt  darüber,  dass,  wenn  man  sich  vom  richtigen  Stand- 
punkte entferne,  das  Bild  sich  aufzulösen,  die  Säulen  sich  zu  bewegen  und 
einzustürzen  scheinen.*** 

Auch  in  Gärten  wurden  solche  Anamorphosen  angelegt,  welche,  von 
einem  Punkte  ausserhalb  gesehen,  die  Form  eines  Adlers,  Löwens  etc.  zeigten. 

Diese  Anamorphosen  wurden  theils  auf  geometrische  Weise,  theils  auf 
praktisch  mechanische  hergestellt;  wir  werden  im  Folgenden  beide  Methoden 
behandeln. 

Zunächst  handelt  es  sich  darum :  Was  ist  ein  nicht  verzerrtes  (richtiges) 
Bild  eines  Vorbildes  und  was  ein  verzerrtes? 

Betrachtet  man  einen  Körper  von  einem  Punkte  P  aus  in  bestimmter 
Richtung  (Richtung  der  Augenachse),   so   erhält   man   eine   bestimmte  An- 

*  p.  138  „Vidi  saepissime  Romae  etc.** 
♦♦  p.  136  coroU.  II.  ibid. 
*♦•  p.  135  ann.  ad.  cor.  IL 
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sieht  desselben.  Dieselbe  kann  graphisch  wiedergegeben  werden  dnrch  das 
perspectivische  Bild^  d£ks  auf  einer  Ebene  senkrecht  zur  genannten 
Richtung  dnrch  Zentralprojection  aus  dem  Auge  entstehen  wttrde. 

Hat  man  ein  ebenes  Vorbild,  so  erscheint  es  yon  allen  Punkten  aos 
un verzerrt,  wenn  man  es  in  einer  Richtung  betrachtet,  die  senkrecht  snr 
Ebene  des  Vorbildes  ist;  denn  die  graphische  Wiedergabe  der  Ansichteo 
giebt  perspectivische  Bilder,  welche  dem  Vorbild  tthnlich  sind. 

I.   Anamorphosen  in  der  Ebene  E,   welche   yon    einem 

Punkte  P  aus  nach  vorgeschriebener  Richtung  gesehen 

eine  unverzerrte  Ansicht  des  Vorbildes  liefern. 

1.  Geometrische  Lösung.  Ist  E^^  die  Ebene  senkrecht  zur  vor- 
geschriebenen Richtung,   so  lautet  die  Aufgabe  in  geometrischer  Fassnog: 

Das  Vorbild   in   der  Ebene  E^  von  P  aus  auf  Ebene  E  zn  projicirea. 

Diese  Aufgabe  wurde  besonders  einfach  durch  die  sogenannten  Qua- 
dratnetze  gelöst.  Figur  1  und  2  giebt  eine  solche  Construction  wieder. 
Das  Vorbild  wird  mit  einem  Netz  von  Quadraten  überzogen,  wie  ABCD  zeigt 
In  der  Ebene  E  wird  eine  Strecke  Ä'D*  in  ebenso  viel  Theile  getbeilt 
als  AD.  Ist  nun  0  die  Projection  des  Auges  auf  Ebene  Ey  so  ziehe  man 
durch  0  und  die  Theilpunkte  Strahlen.  In  unserer  Figur  liegt  0  auf  iC'/ 
und  zwar  so  weit  von  J*  entfernt,  dass  0J'=16,Ä'D\  Die  AughOhe  ist 
P0  =  4ä'D\  Trägt  man  diese  Höhe  in  der  Ebene  E  auf  der  Senkreehten 
in  0  auf,  und  bezeichnet  den  Endpunkt  mit  P\  so  giebt  P'Ä  die  Dia- 
gonale Ä  C  der  Anamorpbose,  und  wenn  man  durch  die  Schnittpunkte 
der  Diagonale  Parallelen  mit  Ä D'  zieht,  so  erhält  man  die  Anamorpbose 
des  Quadratnetzes.  Zeichnet  man  nun  in  die  einzelnen  Vierecke  derselben 
die  entsprechenden  Theile  des  Vorbildes,  so  erhält  man  die  gesuchte  Ana- 
morpbose. Durch  Construction  der  Diagonalen  von  den  Quadraten  des 
Netzes  und  den  Diagonalen  der  Vierecke  der  Anamorpbose  lassen  sich  die 
Punkte  des  Vorbildes  und  seiner  Anamorphose  noch  genauer  bestimmen. 

Hält  man  in  0  (wo  also  J'O  =  16 ÄJD)  ein  Papier  senkrecht  mt 
Zeich  enebene  und  bringt  in  einer  Höhe  von  \ÄIf  im  Papier  ein  kleines 
Loch  an,  so  erscheint  die  Anamorphose,  durch  dieses  Loch  gesehen,  als 
Quadrat  und  unverzerrt.  Einfacher  kann  man  dies  auch  erreichen,  wenn 
man  das  Zeichenblatt  schief  hält  und  mit  einem  Auge  dasselbe  so  betrachtet, 
dass  die  Behstrahlen  schief  auffallen  und  von  dem  genannten  Punkte  0 
aus  gehen.  Später  wird  noch  gezeigt,  wie  sich  diese  Anamorphosen  bequem 
in  einem  Spiegel  betrachten  lassen. 

Die  Richtigkeit  obiger  Construction  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man 
sich  das  Vorbild  ABCD  senkrecht  zur  Ebene  E  über  ÄD'  aufgestellt  denkt 

2.  Mechanische  Lösung.  Hierbei  kamen  zwei  Instrumente  znr 
Anwendung;  das  velum  mesopticum  und  die  später  zu  beschreibende 
porfnla  optica. 
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Das  yelum  mesopticum  Kirchers^  war  ein  Rahmen,  der  mit  einem 
Schleier  oder  transparenten  Papier  überzogen  war,  und  in  die  Ebene  E^ 
des  Vorbildes  gebracht  wurde.  Auf  das  Velum  wurde  das  Vorbild  gezeich- 
net und  von  P  aus  beleuchtet.  Es  entstand  dann  auf  E  ein  Schatten  des 
Bildes,  der  nachgezeichnet  wurde.  Häufig  wurde  auch  das  Bild  durch 
Löcher  markirt,  und  die  Lichtpunkte  dieser  Löcher  auf  E  aufgezeichnet. 
Eine  weitere  Anwendung  des  Velum  bestand  darin,  dass  man  das  Bild 
beinahe  ganz  ausschnitt  und  mit  gespanntem  Faden,  der  durch  P  ging, 
dem  Ausschnitt  nachfuhr;  der  Schnittpunkt  des  Fadens  mit  E  beschrieb 
dann  die  Anamorphose. 

IL   Anamorphosen  auf  convexen  und  concayen  Pyramiden. 

Geometrisch  wurden  nur  die  Anamorphosen  regulärer  Pyramiden  be* 
handelt.  Diese  Anamorphosen  wurden  längs  der  Höhe  der  Pyramiden 
betrachtet,  so  dass  sich  das  Auge  über  (bei  convexen)  oder  unter  (bei 
concaven)  der  Spitze  befand. 

Figur  3  und  4  giebt  eine  solche  Consti*uction  für  eine  fünfseitige  Pyra- 
mide. Um  das  Vorbild  wird  ein  reguläres  Fünfeck  beschrieben,  und  in 
dasselbe  weitere  concentrische  Fünfecke,  deren  Seiten  sich  wie  1:2:3:4 
verhalten.  In  einem  Achsenschnitt,  durch  eine  Kante  der  Pyramide,  wird 
die  Seite  dSir  Basis  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  (Fig.  4)  und  dieselben 
von  P  aus  auf  die  Kante  projicirt.  Parallelen  durch  die  Projectionspunkte 
mit  den  Seiten  des  Fünfecks  der  Pyramidenbasis  ergeben  dann  die  ent- 
sprechende Eintheilung  der  Anamorphose. 

Diese  Eintheilung  kann  noch  weiter  vervollständigt  werden  durch 
Strahlen  ans  der  Pyramidenspitze.  Das  Einzeichnen  der  Anamorphose  ge- 
schieht dann  wie  bei  L 

Durch  Umlegen  eines  Papiers  um  die  Pyramide,  das  hernach  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  wird,  kann  die  Anamorphose  bequem  auf  das  Papier 
gezeichnet  und  nachher  wieder  um  die  Pyramide  gelegt  werden. 

Die  mechanische  Herstellung  geschah  durch  Licht  und  Schatten  oder 
durch  Fäden  wie  bei  I. 

in.    Anamorphosen  auf  convexen  und  concaven  Kegeln. 

Statt  der  regulären  concentrischen  Polygone  wurden,  da  es  sich  nur 
um  senkrechte  Kreiskegel  handelte,  concentrische  Kreise  verwendet;  im 
Uebrigen  aber  ganz  das  vorige  Verfahren  eingeschlagen. 

IV.    Anamorphosen  auf  beliebig  unterbrochenen  Flächen. 

Es  handelte  sich  hier  z.  B.  darum,  in  einem  Hof  mit  Säulen,  Fenstern, 
Thüren  eine  Anamorphose  eines  Vorbildes  auf  diesen  Gegenständen  zu  ent- 
werfen. 

*  Kircher,  lib.  II.  de  him.  et  umbr.  par.  H. 
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Die  Ausführung,  welche  P.  Marius  Bettinas  (Apiar.  6,  Progjmn.  2 
cap.  3)  beschreibt,  war  eine  mechanische  und  geschah  unter  Anwendung 
des  velum  mesopticum  mit  Licht;  Schatten  oder  Fäden. 

Bei  diesen  Auamorphosen  wurde  auch  die  portula  optica  von 
Albert  Dürer  in  Nürnberg  benützt  und  z.  B.  bei  Herstellung  des  oben 
genannten  Bildes  des  Fran9ois  de  Parula  verwendet. 

Dieses    Instrument   bestand  aus  zwei   Rahmen,    die   wie  zwei  Blfttter 
eines   Buches   zusammengeklappt    werden    konnten;    auf   dem    einen  über- 
spannten Rahmen  befand  sich  das  Vorbild,  der  andere  besasa  an  der  Um- 
rahmung Haken,    zwischen   denen    zwei   Fäden   gespannt  werden  konnten. 
Dieser  zweite  Rahmen  wurde  in  der  Lage  befestigt,    welche  das  Vorbild 
einnehmen    sollte.     Um    zum   Punkte  Ä  des  Vorbildes    den   Punkt  A  der 
Anamorphose  zu  erhalten,   wurde  die  Portula  geschlossen,   die  zwei  Fäden 
so  gespannt,  dass  sie  durchs!  gingen,   sodann  die  Portula  wieder  geOffDei 
Ein  Faden,   der  im  Augpuukte  P  über  eine  Rolle  ging   und   dort  ein  Ge- 
wicht trug,   wurde  nun  durch   den  Krenzungspunkt  der  Fäden  gelegt  ond 
angezogen;  derselbe  bestimmte  dann  Ä\     Von  den  besprochenen  Methoden 
wurden    mancherlei    Anwendungen    gemacht    auf   gefurchte    Flächen.    So 
wurden  Auamorphosen  erzeugt  auf  aneinander   gelegten  dreiseitigen  Pjn- 
miden;    von  unten,    von   der  Mitte   und  von  oben  gesehen  erschien  je  ein 
verschiedenes  Bild.     Aehnliche  Auamorphosen   wurden  mit  Fäden  gemacht, 
die  auf  einen  Rahmen  aufgezogen   waren.     Solche  Auamorphosen  werden 
noch  heute  im  Grossen  hergestellt. 

Eatoptrische  Anamorphosen. 

Die  Anamorphosen  eines  Vorbildes  werden  hier  in  einem  Spiegel  Ton 
einem  Punkte  P  aus  nach  bestimmter  Richtung  betrachtet  und  müssen  dann 
eine  unverzerrte   Ä.nsicht  des  Vorbildes  liefern. 

Diese  Richtung  wurde  bei  Planspiegeln  senkrecht  zum  Spiegel  ange- 
nommen, bei  Kegelspiegeln  wurde  P  in  die  Achse  des  Kegels  gelegt  ond 
die  Richtung  parallel  dieser  Achse  gewählt. 

Bei  Cjlinderspiegeln  war  das  Vorbild  ausnahmsweise  kein  ebenes  mehr, 
vielmehr  ein  auf  einem  Cjlinder  befindliches  Bild.  Die  Anamorphose  dieses 
Vorbildes ,  im  Spiegel  gesehen ,  musste  dann  eine  richtige  (unverzerrte)  An- 
sicht des  Vorbildes  liefern. 

Den  genannten  Autoren  lag  indessen  das  Vorbild  in  einer  Ebene  ab- 
gewickelt vor,  und  sie  bezeichneten  die  Anamorphose  als  Anamorphose 
dieses  ebenen  Bildes.  Da  nun  aber  eine  solche  Anamorphose  nie  die- 
selbe Ansicht  liefern  kann  wie  das  ebene  Vorbild,  sondern  nur  wie 
das  cylindriscbe  Vorbild,  so  ist  eine  derartige  Bezeichnung  nicht  correct; 
sie  war  eine  Folge  des  Mangels  einer  Definition  über  verzerrte  und  unTer- 
zerrte  Bilder, 
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AnamorphoBen  der  Planspiegel. 

Die  Aufgabe   ist    hier:    Eine  An  amorph  ose   eines    ebenen  Vorbildes  zu 
xeichuen,  welche,  von  einem  bestimmten  Punkte  P  aus  senkrecht  zu  ein 
Planapiegel  E^  gesehen,  im  letzteren  unverxerrt  erEcheiot. 

Stellt  man  nun  in  Figur  t  einen  Spiegel  auf  A' B'  senkrecht 
ZeicfaDUDggebeue  und  sucht  zum  Fnnkte  P  dieser  Figitr  den  symmetrischen 
Pnnkt  in  Bezug  auf  die  Spiegelebene .  so  erhält  man ,  von  diesem  Punkte 
aus  gesehen,  ein  unyerzerrtes  Spiegelbild.  Hieraus  folgt,  daä  jede  Plan- 
spiegel-Aoamorphose  auf  ganz  dieselbe  Weise  constrnirt  wird,  wie  eine 
optische  Anamorphose. 

üeber  die  Accommodation  der  Augen.  Die  perspecti Tische 
Wiedergabe  einer  Ansicht  ergab,  wie  wir  früher  anführten,  ein  ebenes 
Bild.  Dasselbe  bringt  im  Ange  nicht  ganz  denselben  Eindruck  hervor,  wie 
die  Ansicht  selbst,  denn  jedes  Äuge  kann  durch  Accommodation  auch  die  dritte 
Dimension  der  Ansicht  zum  Bewusstsein  bringen,  indem  es  die  einzelnen 
Tbeile  der  Ansicht  für  sich  nach  einander  fixlrt,  und  beide  Augen  ver- 
mögen dieses  Hewusstsein  durch  die  stereoskopiscbe  Ansiebt  noch  deutlicher 
SU  machen. 

Damit  die  optische  Täuschung  bei  den  Anamorpbosen  eine  vollkommene 
ist,  empfiehlt  es  sich  daher,  die  Anamorpbosen  wenigstens  bei  kleinen 
Eotferunagen  mit  einem  Auge  m  betrachten  nud  dieselben  auf  ein  gleich- 
förmiges weisses  oder  schwarzes  Papier  auszubreiten.  Bei  Planspiegeln 
kann  man  auch  den  Spiegel  so  gross  als  das  Vorbild  {AB CD  der  Fig.  1) 
nehmen,  indem  man  auf  dem  Spiegel  ein  Papier  ausbreitet,  aus  dem  man 
ein  Rechteck  von  der  Grösse  jiSCi>  ansgeschnitten  hat.  Ist  der  Spiegel 
vertical,  so  kann  man  auch  die  Anamorphose  über  dem  oberen  Rand  senk- 
recht zur  Spiegelebene  anbringen.  In  diesem  Falls  wird  das  verzerrte 
Bild  selbst  nicht  gesehen,  wodurch  die  Täuschung  noch  vollständiger  wird. 

Die  früher  erwähnten  Anamorpbosen  auf  gefurchten  PlScben  (aneinander 
gereihten  Prismen)  können  ebenso  in  einem  Spiegel  betrachtet  werden  und 
zeigen  dann  drei  verschiedene  Bilder,  je  nacbdeni  man  in  den  Spiegel  sieht. 

Die  Anamorphosen  des  Cylinderspiegels  nnd  des  Eegelspiegels. 

Die  Aufgabe  ist  hier:  Eine  Auamorphose  eiues  auf  einem  Cj'linder 
ausgespannten  Vorbildes  za  snchen ,  das,  von  einem  bestimmten  Punkte  P 
im  Cjlinderspiegel  gesehen,  eine  richtige  (nnverzerrte)  Ansicht  des  Vor- 
bildes ergiebt. 

Die  hier  vorhandenen  Heihoden  von  P.  Marius  Bettinus  Ap  5 
Progymn.  1  cap,  5;  von  Petrus  Herigonius  tom.  5,  cnrsus  math,  prop.  9 
perspecti vae ;  von  P.  Atbanasius  Kircberus  Üb.  2,  tucia  et  umbr.  par.  2, 
cap.  3  prop.  II  können  keinen  Anspruch  auf  Genauigkeit  machen,  denselben 
liegen  willkürliche  Annahmeu  Über  die  Verzerrungen  der  Aaamorpbosen 
',  m  Orunde. 


I 
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Auch  hier  wird  das  ebene  Bild  mit  einem  Quadratneti  übertogen, 
so  auf  den  Cylinder  aufgeklebt  gedacht,  dass  die  einen  Seiten,  die  Eoq 
zontalen,  parallel  der  BssiB,  die  anderen,  die  Verticalen,  parallel  deu 
Mantelliuien  gehen.     Der  Cylinder  ist  immer  ein  Rolationscylinder. 

Dasa  die  Verticalen  im  Anamorphosenbild  aU  Gerade  erecheiDeo  mQs^n. 
findet  £icb  bei  Herigonius  und  Kircherus;  die  Horizonlaleii  dagegen, 
welche  im  Bilde  der  Änamorphosen  Paucarsche  Schnecken  sind,  wie  ich 
am  Schiasse  zeigeo  werde,  sind  nicht  richtig  Übertragen. 

Besonders  ungenau  ist  das  Verrahrea  des  Bettinus.  Er  zieht  über 
den  Cylinderspiegel  ein  Papier,  auf  dtiä  das  Vorbild  aufgezeichnet  ist,  uod 
nimmt  dasselbe  als  Papiercy linder  ab;  projicirt  das  Bild  von  einem  Punkte 
auf  der  concaven  Seite  desselben  auf  die  Ebene.  Die  Frojection  geschiebt 
mittelst  ConEtructioQ  oder  mittelst  eines  Lichtes.  Diese  Projection  ist  dann 
seine  An  amorph  ose. 

Für  die  Kegelspiegel  findet  mau  in  dem  Werke  von  Schott  nur  eine 
Methode  angegeben,  die  der  Projection  mittelst  eines  Lichtes  ans  den 
Innern  eines  Papierkegels,  der  wie  obiger  Papiercylinder  hergestellt  wird. 
Die  Lage  des  Augpuoktes,  der  jedenfalls  nicht  senkrecht  Über  der  Kegel- 
spitze angenommen  ist,  ist  dabei  ganz  ausser  Acht  gelassen.  Das  Werl; 
von  Leonh.  Chr.  Sturm  giebt  für  Cylinder-  und  Kegel  -  Änamorpboaa 
bessere  Constructionen.  Bei  Cylinderspiegeln  sind  die  Verticalen  gani 
richtig  in  den  Anamorphosen  abgebildet,  unter  Berücksichtigung  des  fit- 
fiectionsgesetzes;  für  die  Abbildung  der  Horizontalen  sind  wenigstens  drei 
Puukte  derselben  richtig  angegeben. 

Wir  sehen  daher,  dass  die  richtigen  Abbildungen  der  Horiiootalea 
keinem  der  genannten  Physiker  und  Mathematiker  geglOckt  ist,  obgleich 
die  Schnecken  Pascal'e  damals  schon  bekanut  waren. 

Wir  geben   im  Folgenden    die    riclitigen  Constructionen    für   Cylbder- 


Denkt  man  sich  den  Cylinder  mit  einem  Quadratnetz  von  oben  ang» 
gebener  Beschaffenbeit  überzogen,  so  JSsst  sich  in  der  Zeicbnungsebene  £ 
ein  Netz  zeichnen,  das,  von  P  aus  im  Spiegel  gesehen ,  mit  dem  Cylinder- 
netz  zusammenfällt.  Greift  man  eine  Mautellinie  hernns  und  zieht  von  P 
Strahlen  nach  ibr,  so  liegen  die  reflectirten  Strahlen  in  einer  Ebene  der 
Eeflectionsebene  zu  derjenigen  Ebene,  die  durch  P  und  die  ManteUinie  ge- 
legt wird.  Diese  Reflectionsebene  wird  die  Ebene  E  in  einer  Oeradea 
schneiden,  welche  Anamorphose  der  Mantellinie  ist. 

Ist  (Fig.  5)  0  die  Projection  von  P  auf  Ebene  E,  AB  die  Mantel- 
linie.    so    iet   ÄBOP   die   Ebene  durch   F   und   AB.     Macht    man  jetit 

LÄBN--=LOBN, 

so  erhält  man  die  Anamorphose  A' B  von  AB  and  Ebene  ABA'  iit  | 

Jfeäections  ebene. 


Oescbicbte  der  optischen  und  katroptisclien  AnUmorphosen. 


I«t  A  ein  Pnnkt  ctes  C^linders,  Q  Mittelpunkt  des  entsprechenden 
Kreiees  auf  dem  Cylioder,  so  erhSlt  man  den  ADamorpboseDpuukt  Ä 
durch  folgende  Contitruction : 

Ziehe  FQ  und  PA,  dieee  liefern  mit  Ebene  E  die  Schnittpnnltto  J 
und  A".  wo  J  BQf  OM  liegt,  und  JA"\  QA  geht.  Der  Einfullsstrahl  PA 
trird  nun  nach  A  bo  reflectirt,  dass  {_ÄAB^RAP  ist.  Im  AAA'A" 
geht  also  die  Halbirungslinie  AR  des  Äussenwinliels  parallel  A'A'\  das 
Dreieck  ist  also  gleichschenklig,  somit  AA"=AA'  und  A"B=  BA'. 
nun  OPs=c  und  h  der  Abstand  des  Punktes  P  vom  Kreiee  um  Q,  so 
i/j1"=P=  7  ■  fl,  WO  a  der  C^linderadius.  Betrachtet  man  jet^t  in  c 
Ebene  E  die  Figur  JMBÄA",  in  der  JHB  =  a,  JA"=  p  und  SA"=A'B 
ist,  so  ergeben  einfache  Betrachtungen,  dass  ein  um  Jlf  mit  liadiuB  MJ 
beBChriebener  Kreis  JA'  in  einem  Punkte  6'  so  achneidet,  dass  A'S 
ist;  denn  ist  A"A'^2x,  so  ist  JS=2(p  +  x-a),  JÄ-=p  +  2x.  Sucht 
man  jetzt  fUr  alle  Punkte  A  des  Kreises  um  Q  die  Punkte  Ä,  so  bleibt 
J  und  p  constant,  die  Punkte  A'  liegen  auf  einer  Pascal'schen  Schnecke*, 
deren  Verlängerungsstück  (oder  VerkOrzungastück)  2a  —  j)  ist.  Diese 
Schnecke  hat  J  entweder  als  Doppelpunkt,  BUckkehrpunkt  oder  isoÜrten 
Punkt. 

um  diejenigen  Punkte  x  und  y  auf  JM  zu  finden,  durch  welche  die 
Schnecke   noch   weiter   geht,    ziehe   man   QL' MO  nnd   Mantellinie  LK. 

Macht  man  jetzt  LPI'Q=  L^^Qf  ^^  ergiebt  sich  *;  denn  der  ein- 
fallende Strahl   PL  giebt  den  Reflectionsstrahl  Lx. 

Wiederholt  man  die  Construction  für  den  zweiton  Endpunkt  des 
Oarcbmeesers  LQ,   so  findet  man  y  {y  ist  in  der  Fig.  5  nicht  gezeichnet). 

Aas  drei  von  den  Punkten  J,  M,  X  und  y  Usst  sich  aber  die  Schnecke 
cAiBtmiren. 

lat  daher  in  Figur  G  das  Zeichnungsblatt  die  Ebene  der  Basis  des 
RotatiouBcylinders ,  Kreis  M  diese  Basis  und  0  die  Projection  des  Aug- 
punkteB,  so  mache  man  OP^MO  and  gleich  der  AughChe,  trage  auf  den 
Lothen  in  K,  M  und  H  die  Theile  der  Verticalen  des  Quadratnetzea  auf 
und  üonstruire  tn  P  die  in  Bezug  auf  die  Lothe  in  K  und  D  symmetrischen 
Punkte  R  und  n,.  Nunmehr  projicire  m 
aus  n,  die  zweiten  aus  P,  die  dritten  an 
liefern  die  Punkte  x,  J,  y. 

Die  PascalVhen  Schnecken,  die   i 
xuin  mehrfachen  Punkte  haben,  sind  dann  die  Anamorphosen  der  Hoi 
taleo    des  Netzes.     Alle   diese   Sohnecken  haben   concentriscbe   um   M  be- 
Bohriebene  Orundkreise. 

*  Zieht  man  von  einem  Punkte  einen  Kreiiea  ans  Sehnen  und  verlängert  oder 
dieielbeu  rou  ihren  Euilpunkten  aus  um  eine  constante  Strecke,  «o  be- 
annkt  dieier  Strecke  eine  Pasearsche  Schnecke. 


1  die  ersten  Thcile  (die  auf  £/.) 
n,  auf  OM.    Diese  Projectionen 


1  durch  X  und  y  gehen  und  J 


TrBgt  man  endlich  von  K  ans  tiacU  beiden  Seiten  aof  der  Basis  BOgen 
ab,  gleich  den  Theileo  der  Horizontalen  des  Quadratnetzes  und  verbindet 
die  so  erhaltenen  Punkte  B  rait  0  und  macht  iMBA'=  LMBO,  so  er- 
halt man  die  Änaraorphosea  BA'  der  Verticalen  des  Netzes. 

Aumerkung.  Das  Spiegelbild  der  Anamorphosen  liegt  nicht  etwi 
auf  dem  Spiegel,  sondern  in  der  Basisebene  aelbat,  wie  au3  Figur  5  «r- 
sichtlicb  ist.  Die  Strahlen,  welche  ogmiicb  von  A' ausgehen  und  das  A 3g« 
treffen,  geben  (nach  der  RefLection)  in  ihrer  Verlängerung  durch  Ä''. 

Um  auch  für  den  Fall  des  convexen  CylinderspiegeU  die  Ajiamot- 
phosen  der  Verticalen  des  Qnadratnetzes  zu  erhalten,  trägt  man  (nie  bei  S) 
Ton  D  aus  auf  der  Basis  die  Theiie  der  Horizontalen  des  Netiea  nach 
beiden  Seiten  auf  und  constrairt,  wie  bei  B,  die  Beflectionsstrahlen.  Wir 
behandeln  jetzt,  da  sich  wesentliche  Unterschiede  herausstellen  werden, 
beide  Arten  von  Spiegeln. 

1.    Der  convexe  Cylinderapiegel. 

Die  mehrfachen  Punkte  der  Schnecken  liegen  der  Construction  gemln 
anf  der  abgelegnen  Hälfte  MJ  des  Cylindera;  vom  Cylinder  und  du 
Anamorphosen  kommt  nur  der  Tbeil  in  Betracht,  welcher  von  den  V«. 
ISngerungen  der  Grenztaugeuten  aus  0  und  dem  zugewandten  Theiie  in 
Spiegels  eingeschlossen  wird,  der  andere  Tbeil  der  Ebene  ist  nnsicfatbir. 
Bei  denjenigen  Schnecken  (wie  die  grosse  der  t'iguf).  welche  twei  Bäget 
in  den  sichtbaren  Tbeil  senden,  kommt  nur  einer  [der  vollständig  m^{- 
zogene)  in  Betracht,  der  andere  bezieht  sich  auf  den  concaven  Spiegti. 
Da  nich  in  dem  betrachteten  Tbeile  weder  die  Schnecken  unter  einujder, 
noch  die  Geraden  unter  einander  schneiden,  so  wird  die  Anamorpho«i. 
Spiegel  nur  einmal  gesehen, 

2.    Der  concave  Spiegel. 

Ueber  denselben  dürften  nach  meinen  Kenntnissen  der  eiDScbligigtT 
Literatur  noch  keine  theoretischen  Untersuchungen  angestellt  worden  im. 
Da  sich  dieselben  indessen  enge  an  die  vorigen  anreihen,  so  habe  ich  lii 
dieser  historischen  Abhandlung  beigefügt. 

Entweder  befindet  sich  hier  das  Ange  im  Cjünderranm .  oder  ta 
unvollständigen  Cylindern  ausserhalb. 

Im  ersteren  (selteneren)  Fall  bedeckt  das  im  Spiegel  sichtbara  .In- 
morphosennetz  die  Basis,  im  anderen  Fall  bedeckt  es  den  dnrch  die  On» 
strahlen  abgeschnittenen  sichtbaren  Tbeil  der  Ebene.  Da  sich  die  Bchweio* 
namentlich  in  der  NShe  von  7),  gegenseitig  achneiden,  so  wird  jedtritUl 
Schnitt,  wie  auch  die  Doppelpunkte,  mehrmals  im  Spiegel  gesehen,  fin 
kommt  noch,  dass  sich  auch  die  Geraden  der  Anamorphosen  sehonfK 

Zeichnet  man  jetzt  in  ein  Fach  des  Netzes  der  Anamorphosen  a> 
Figur,  so  sieht  man  dieselbe  von  Paus  mehrere  Male,  wobei  ö  »(■ 
möglich  ist,  daaa  Tbeile  der  Figur  auf  anderen  Theilen  derselbeo Figvfl 


liegen  kommen.     Von   diesen  Bildern  wird  im  Allgemeinen  von  P  ans  nur 

ein  einziges  nnverzerrt  eracheinen. 

Indessen  giebt  es  aiicb  einen  Theil  des  Netzes  der  AcamorphoBe,  TOn 
dem  höchstens  ein  Bild  im  Spiegel  erscbeinen  knnn;  es  ist  dies  derjenige 
Tbeil  Jer  Ebene,  welcher  von  der  BerUhrungsebene',  die  man  durch  die 
Greoztangenten  von  0  an  den  Spiegel  erhält,  und  dem  Spiegel  begrenzt  wird. 

Dits  Netz  diesem  Tbeiles  darf  nicht  mit  dem  des  couvesen  Spiegels  ver- 
wechselt werden.  In  unserer  Fignr  wird  es  gebildet  von  den  punktirten 
Scbn ecken tbeilen  nnd  von  den  verUngerten  Strahlen ,  die  in  der  NSbe 
von  D  (nicht  etwa  K)  gezogen  worden  sind. 

Der  convexe  Eegelepiegel. 

Punkt  P  befinde  sich  in  der  Achse  des  Rötationskegels,  die  Anamor- 
phose  in  der  Basisebene.  Der  Strahl  nach  der  Spitze  triSt  dann  die  Ana- 
morphose   noch,    wenn   der  Oeffuuugswinkel  des  Kegels  kleiner  aU  45°  ist. 

Das  Vorbild  wird  durch  concentriscbe  ECreise  und  Radien  mit  einem 
Netz  überzogen.  Die  Basis  des  Kegels  ebenfalls  mit  einem  Netz,  das  dem 
genannten  ühnlicb  ist.  In  Figur  7  ist  die  Hälfte  dieses  Netzes  durch  die 
concentrischen  Halbkreise  1,  2,  3  dargestellt.  Projicivt  man  die  Punkte 
1,2,3  auf  die  Mantellinie  SA  des  Kegels  und  construirt  zu  PS,  PI', 
P2',  P3'  die  Reflectionastrahlen  So,  ST,  SIT,  SIII  (vermittelst  der  Strahlen 
nach  dem  symmetrischen  Punkte  P'),  so  erhält  man  die  Punkte  o,  I,  II,  III 
und  durch  Kreise  um  0  die  Anamorphosen  der  Kreise  des  Vorhildes,  durch 
die  verlängerten  Radien  endlich  die  Anamorphosen  der  Radien. 

Ware  der  Kegel  concav  (etwa  ein  Kegelrumpf,  auf  dessen  kleinerem 
Kreise  die  Anamorphose  aufliegt,  während  man  vom  grösseren  aus  in  den 
BnmpC  hineinsieht),  so  wUrde  im  Aligemeinen  jeder  Punkt  mehrfach  gesehen, 

Der  Engelspiegel. 

Legt  man  bei  beliebigen  Botationsflächen  den  Augpankt  P  in  die 
Botaliensachse,  die  Ebene  der  Anamorphosen  senkrecht  zu  dieser  Acbse  und 
flberiiieht  das  Vorbild  wieder  mit  einem  Netz  durch  eoncentrisehe  Kreise 
Dod  Radien,  so  VA&si  sich,  ganz  wie  beim  Kegel  die  Anamorphose  derselben 
CDUitruiren,  man  erbült  wieder  concentriscbe  Kreise  und  Radien. 

Bei  der  Kugel  wird  man  dann  im  Mittelpunkte  der  Anamorphose  eine 
Oeffnnng  anbringen,  die  Anamorphose  der  Kugel  zuwenden  und  durch  die 
Oeffaang  das  unveraerrte  Bild  erblicken. 

*  Genauer   wäre   dieser  Theil   durch    die  caustische  Linie   dea   leuchtenden 

Panklei  0  anzugeben      Diese   ixt  für  den  ganzen  Basiakreia  eine  Curve  mit  iwei 

Rück kehrp unkten  auf  Z)ff  und  Evolute  einer  PaBCiil'aclien  Schneüke.    Bei  Angabe 

de«   oben  genannten  Tbeiles  der  Eüene  wäre  dann  statt  der  Berübrungstehne  die 

I   canatische  Linie   der  Spie  gel  boai  a ,    welche   ein  Theil   der   Evolute   iat,    zu   setzen, 

^^on    d(D  PaBcal'Belien  Schnecken   sei  hier  noch  erwiihnt,    daw  sie  verlängerte 

fc-jerkürzte  Epicykloiden  sind,  für  die  Rollkreia  und  festet  Kreia  gleich.  potitvaA, 


Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Instrumente  Lenpold's  tu  beh&ndcin. 

wurde  man  die  frUlieren  Netze  des  Vorbildes  filr  Plan-,  Cylinder-  nnd 
Kegelspiege!  mit  diesen  IiiBtruraenteti  Übertragen,  so  würden  anf  jedgi 
Geraden  der  Anamorphesen  gleiche  Tbeile  entsieben, 

Beim  Cjliuderspiegel  waren  neben  diesen  Tbeilpunkten  auch  die  Oeraden 
eelbsi  uoricbtig;  statt  der  Pascarschen  Sobnecken  würde  man  conceotriaclie 
Kreise  erb  alten. 

Bei  den  Planspiegeln  wären  die  Anamorpboaen  richtig,  wenn  der  Ana- 
punltt  unendlicb  fern  wSre,  da  aber  dies  ausdrücklich  nicht  der  Fall  itL, 
so  Bind  auch  diese  Anamorpboaen  uncorrect. 

Figur  8  giebt  die  Radtran smiaaion  der  Maschine  für  Kegel  -  Änamor- 
phoaen.  Das  grosse  Rad  R  ist  mit.  einer  Saite  flboriogen.  deren  beiä« 
Enden  a  und  b  an  einem  horizontalen  Lineal  befestigt  sind.  Mit  dem  grossen 
Bad  dreht  sich  das  mit  ibm  fest  verbundene  kleine  r,  das  durch  eine  Saile 
ein  anderes  r,  in  Di-ebung  versetzen  kann.  Diese  Saite  geht  nach  d« 
Enden  c  und  d  eines  anderen  Lineals.  Die  drei  R£der  sind  in  einem  G«- 
hHuse,  das  um  den  Punkt  0  des  Zeicbnungsblattes  gedreht  werden  ku», 
wobei  die  Mittelpunkte  der  RBder  in  der  Drehachse  bleiben.  Führt  mis 
mit  Stirt  t  dem  Vorbilde  auf  der  Zeichnungsebene  nach,  so  beschreibt  Still I 
die  Anamorphose.    Aus  der  Figur  folgt,  dass,  wenn  (  gegen  0  hin  den  W(g 

j)   macht,   s   den  Weg  g        machen    muss,    also    ein    constantes  VieirMbai 
des  vorigen. 

Beim  Cylinderspiegel  bat  man  wieder  ein  Wellrad  (Fig-  9)  mit  Udeit 
S  nnd  r,  nebst  Saiten,  von  denen  die  über  R  gespannte  nach  den  Eodu 
a  und  b  eines  horizontalen  Lineals  geht,  während  die  andere.  Über  r  g» 
spannte,  nach  den  Enden  c  und  d  eines  verticalen  Lineals  gebL 

In  Wirklichkeit  sind  noch  zwei  weitere  Itilder  vorbanden,  die  dorct 
die  letzte  Saite  in  Drehung  gebracht  werden  kQnneo  ,  aber  nur  den  Zwetli 
haben,  das  Verschieben  gleichmUssig  zu  reguliren.  Am  verticalen  Uoai 
ist  ein  Arm  mit  Stift  s,  ebenso  am  horizontalen.  Das  Vorbild  wird  ul 
einen  Holzcjlinder  aufgeklebt,  um  dessen  Achse  x  das  Cieh&use  der  Balko 
gedreht  werden  kann.  F&hrt  man  mit  dem  Stifte  s  dem  Vorbilde  anf  te 
Cylinder  nach,  so  beschreibt  Slift  (  die  Anamorphose.  Die  UnriofatigiBt 
dieser  Aoamorphoseu  folgt  schon  daraus,  dass  die  Lage  dee 
nicht  in  Betracht  gezogen  wurde. 

Die  Planspiegel -Anamorphosen  werden  mit  einem  Apparat 
der  ein  Wellrad  ohne  weitere  Rolle  besitzt  nnd  dem  Apparat  f 
■pieget  sonst  ganz  entspricht. 

Cannetate,  April  1S9.S 


TIN  FRAGMENT  DES  METRIQUES  DE  HERON. 

Von 

Paul  Tanneby 

in  Paria. 


Dans  8on  Edition  dePappns,  Haltscb  a  publik  (vol.  III,  praef.  XVII— XXI, 
1139 — 1165)  le  d6but  de  ProUgomönes  k  la  Sjntaxe  de  PtoUm^e, 
qni  daDS  oertains  mannscrits  sont  anonymes,  dans  d'antres  sont  attribu^s 
ä  Pappns  oü  encore  ä  Diophante.  En  r6alit6  ces  Prolegomdnes  ont  6tö 
compilös ,  principalement  d'aprds  Pappus  et  Tb^on ,  par  nn  autear  post^rieor 
k  Syrianiis*  (5*  siöcle  de  notre  dre),  mais  qui  doit  avoir  v6cu  k  Alezandrie 
et  parait  devoir  dtre  rattacb6  a  T^cole  d*Ammoniu8  le  fils  d*Hermias. 
Ainsi  il  qnalifie  Ptol6in6e  de  Gtlog  (diyin);  ce  n'est  donc  pas  un 
chr6tien;  etc. 

Dans  la  partie  in^dite  de  ces  Prol6gomöne8,  j'ai  rencontrö  an  frag- 
ment  des  M6triques  de  H6ron,  que  je  crois  d*autant  plus  interessant  de 
publier  qu'il  8*agit  de  Teztraction  approcb^e  de  la  racine  d'un  nombre  non 
carr6  parfait,  c*est  ä  dire  de  la  question  pour  laquelle  Eutocias  (comm.  in 
dim.  circnli  Arcbimedis  p.  270,  Heiberg)  renvoie  pr6cisementauxM6triqaes 
de  H6ron,  en  mdme  temps  qu*ä  Pappus,  ä  Tb^on  et  a  d'autres  commen- 
tateurs  de  la  Syntaxe  de  Ptol6m6e.** 

Je  donnerai  le  texte  d'aprds  le  manuscrit  de  la  Bibliotbdque  Nationale 
de  Paris  grec  2390,  du  XIP  sidcle  (folio  9  verso  2®  colonne): 


*  II  attribue  ä  ce  pbilosopbe,  le  maitre  de  Proclus,  d'avoir  invent^,  pour 

faciUter  la  diyiaion  d*ane  fraction  sexagäsimale  simple  par  une  aatre,  par  exemple 

de  120'"  par  240'^,  de  substitaer  au  dividende  et  au  diviseur  leurs  quotients  par 

-  na  facteuT  commun.  Preuve  singuliäre  des  lacunes  que^  dans  Tantiquit^ ,  pr^sentait 

Venseignement  claBsique  pour  le  calcul. 

**  n  est  poBsible  que  parmi  ces  autres  commentateurs^   Eutocias,   disciple 

d*AmmoDias I  ait  pr^cis^ment  en  vne  Tauteur  des  Prol^gom^nes.    Le  manuscrit 

anquel  nous   las   empruntons  semble   d'ailleurs   d^river  d*un   exemplaire   ayant 

appartenu  k  Häliodore,  le  fräre  d'Ammonius;  cet  Häliodore  y  avait  not^  des  obser- 

Tations  faites  par  lui-m§me;  ce  sont  celles  qui  ont  ^t^  rapport^es  parBouliiau  sous 

Je  Dom  de  Thius  (parce  qu"  Häliodore  en  a  ^jontd  une  faite  ä  Atbänes  sous  le 

joention  tov  SbIov  r^'Qrjoig;  ce  divin  n'est  autre  ävidemment  que  Proclus).    Elles 

cni  6i6  publikes,   Mb  fantivement,  par  Halma  (Cbronologie  de  Ptoldm^e, 

«econde  partie,  pages  10—12)   qui  a  omis  la  pbrase  importante  dont  elles  sont 

pr^cdd^es:  Tcrvra  dno  vov  dvxiyqdqtov  vov  iptXoaotpov  ^yQuipa.    D'apr^  cet  indice, 

en  pourrait  attribuer  les  Prol^gomenes  ä  Höliodore. 


14  Historisch -literarische  Abtheilimg. 

z/e/£ofiev  ovv  cSg  dn  ivglaxetv  toov  ötöofiivmv  agi^fiav  niivpiv 
TBtQCtycüvtKtjv.  ioTCD  6s  Ka^^vKo^eciv  cSg  iv  rolg  MsxgiKOig  Hgotvog  im 
Ttj  xov  nct^oUnov  TQiyoivov  [(ieglaei  elrovv]  fiexQi^ön*.  .  •  ilgrifiivoig  vno 
Tov  q>yloa6q>ov  Siavog  öta  xov  inoiivijiAaxog^*  dn^ai  x6  «rpoxf/fiivor. 
O  yag  "Hquiv  iXg  xiva  agi^fiov  xovzianv  xov  tpx  neQixvitiv  laftßivn 
xovxov  xrjv  nXtVQav  Iva  ivgrj  x6  if^ßadov  xtjg  xa&olmrjg  fLixgriCimq  rov 
xQtycivov,  Xiyfi  6i  ovrca,  ''Kai  ind  at  %1/k  ^rixijv  nXivgav  ovx  ^ovtfi, 
Ai}T^6fieOa  (iBxa  dtcttpogov  iXaxlöxov  xtjv  nkevgdv  ovx(og.  Imi  6  CwzyyliiBn 
TQ)  ^x  xBxgdyoivog  iaxiv  6  iI/k^koI  nkevgav  (1%^^^***  ^ov  xf,  iiigt^ov  xov  %'t 
ilg  xov  K^ ,  ylvovxai  xg  öL^noigov!*  tXgi]xai  61  ncag  öti  iLBgij^eiv  %ai  tig  on 
fidkiaxa  xd  xoiavxa  BVfiagiaxBgov  öia  z6  oiiOBiörj  ilvai  xa  fitQfi  xav  i^- 
dfioolv  Tovroov.t  '^'Kal"  {q>fici)  ""toi/tw  ngoa^Bg  rag  x^**  Tovritfu»  xoi; 
7ig  öifiotgovy^' yivovxai  vy  6liioigov,xovxmv  xo  ijfiiavy  ylvovxui  %g  L  y  .ftfrti 
aga  xov  ij^K'qTtkBvgd  ?yyiara  xg  L  y.xavxa  ydg  iqf*  iavxd  ylvovxai  ip%  kg.liv 
dh  {qftiöl)  ßovkolfiB&a  ikdöCovi.  iiogla  xov  kg  dgi^fiov  njv  itutpogif 
yivto&at^  kafißdvofiBv  xov  i|/x  kg  xai  xavxd  noii^OavxBg^  fvgriöoiiiv  xoiUa 
Ikaaoov  TOV  kg  tijv  öiag>ogdv  yivofiivijv.     ovxmg  (liv  ovv  6    Hgmv, 

Tradnction.  Nous  montrerons  donc  comment  il  faat  trouTer  ]i 
racine  carr6e  d'nn  nombre  donn6.  Proposons  •  nous  de  le  montrer  ä  h  Ibii 
suivant  ce  qui  se  troave  dans  les  M^triqaes  de  H^ron  poar  la  mesoie  da 
triangle  en  g^n^ral  et  d'aprds  ce  qu'en  dit  le  philosophe  Tb6on  du»  soe 
Commentaire.  H6ron  en  effet  rencontre  un  certain  nombre  720,  dont  il 
prend  la  racine,  poar  trouver  Taire  da  triangle  d^aprös  la  mesore  g^n^nk 
Voici  ce  qu'il  dit. 

»Paisque  720  n'a  pas  de  racine  rationelle,  nous  prendrons  comme  sirit 
la   racine  avec   la  diff^rence   minima.     Comme  le   carr6  le   plas  voisin  de 

720  est  729,  dont  la  racine  est  27,   divisex  720  par  27;   il  yient  265t* 

*  Le  texte  de  rorigiaal  avait  primitivement  portä  (iBgiefi;  cfrovr  ^et^'m 
est  rindication  de  la  v^ritable  leycn ,  qui  de  la  loarge  a  pass^  dans  le  coipi. 
Apres  fitrgijoBt  j'indique  ane  lacune;  on  peat  suppUer  xai  iv  roig. 

**  II  s'agit  du  comroentaire  de  Tb^on  sur  Ptol^m^,  que  notre  auteor  ooo^ 
ensuite. 

♦♦♦  J*ai  ajoute  le  mot  iiBi. 
t  Toute  cette  phrase.  qui  se  rapporte  aox  precedenta  d^veloppementt  dooiM 
sur  la  division  n^appartient  pas  au  texte  de  U^ron. 

tt  Je  supprime  la  phrase  iotercalee  dans  le  texte  häronien:    „on  aditooB* 

ment  il  faut  eä'ectaer  ia   division;   dans  le  cas  actuel,   eile  est  träs  simple,  ki 

ordres  (de  fractions  sexagesimales)  ^tant  leg  mßmes  poar  ces  nombres*'  c'estidiit 

qa'ils  peuvent  €tre  considor^es  comme  des  degr^,  et  qa^il  ne  B*agit*paB  dedinw« 

par  exeiuple,  des  üerces  yac  d<^  ^\i%x\j^. 
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Ajontez-y  27,  il  vient  53^;   prenez   la  moitiö,   qui  est  26^  tt«      Ainsi   la 

racine  de  720  sera  ä  ti'ds  peu  prös  26;^^;   car  en   mnltipliant  ce  nombre 

1  "^^ 

par  lui-mdme,   od   a  720^-    Si  nous  voulons  que  la  diff^rence  soit  encore 

1  1 

moindre  qne  la  fraction  h^,  nous  prenons  720^^  et  faisant  la  mdme  chose, 

ob  OD  - 

noQS  trouverons  qae  la  diff&rence  tombe  beaucoup  au  dessous  de  ^tt* 

Voil^  ce  qne  dit  H6ron.^ 

Remarques.  L'eztraction  de  la  racine  carr6e  de  720  se  troave  dans 
la  Geometria  Heronis  (p.  110  de  r6d.  Uultscb)  pour  le  calcul  d'un 
triangle  faisant  partie  d*an  trapdze  et  dont  les  c6t6s  sent  les  nombres  1, 
8,  9  (p^rimdtre  2p  =  24).    L'aire  est  obtenue  par  la  formale: 

^=/i>(i>-ö)(p-ft)(i>-c). 

II  est  6vident  qae  c*est  Tapplication  de  cette  formale  qae  notre 
anteur  entend  par  les  mots  Ka&oXiaij  fiivQTjcig  rov  TQiycivov,  Or 
dans  la  Geometria,  nous  troavons  pr6cis6meDt  ces  mots  comme  titre 
pour  les  probltoes  oü  la  möme  formale  est  emploj^e  poar  le  calcal 
de  l'aire  (p.  71,  n*  31).  Mais  noas  ne  la  rencontrons  14  qae  poar  deax 
triangles  dont  l'aire  est  rationelle  avec  les  cöt6s  (13,  14,  15  et  le 
rectangle  5,  12,  13). 

On  doit  en  conclare  qae  la  Geometriane  peat  tout  aa  plas  valoir 
qne  comme  an  extrait  incomplet  des  Metoixa, 

2*.  Soit  Ä=^d'^  +  r^  an  nombre  non  carr6  parfait,  a  une  valear 
approch^e  de  la  racine,  r  positif  oa  n6gatif.  H^ron  enseigne  &  prendre 
pour  yA  la  valeur  approcb^e 

qai,  comme  on  sait,  expliqne  ä  peu  prds  le  tiers  des  25  racines  non  exactes 
de  la  collection  b^ronienne  (a  6tant  sappos6  entier). 

Comme  second  degr6  d'approximation ,  il  enseigne  de  prendre 


'*«=K«'+^)- 


CTest  ^galement  le  proc6d6  conna  de  Barlaam  et  de  Nicolas  Rbabdas*  aa 
XIV*  sidcle;  Tantiqait^  de  ce  proc6d6  est  donc  d6montr6e.  Mais  comme 
aucune  des  racines  non  exactes  de  la  collection  h6ronienne  ne  parait  dtre 
donn6e  directement  par  an  calcal  de  ce  geAre,  le  probldme  quo  soaldvent 
ees  racines  pour  le  second  dogr6  d'approximation  reste  entier. 


*  Voir  Notices  et  cztraites  des  Manuscrits  XXXII,  1886;  Lettre  de 
Bhabdas  ä  Tsavoukbe  7,  8,  9,  10,  11. 


Eecensionen. 


Karl  Krumbacheb,  Woher  stammt  das  Wort  Zififor  (Chiffre)  t  Sonder- 
abdrack  aus  den  l^tudes  de  philologie  n^o-grecqne.  Paris  1892. 
HS.  und  Nocli  einmal  das  Wort  Ziffer.  Sonderabdrack  ans  der 
Byzantinischen  Zeitschrift.     Leipzig  1893.     5  S. 

Herr  Erumbacher  hat  in  zwei  Aufs&tzen  mit  dem  Ursprung  des 
Wortes  Ziffer  sich  beschäftigt^  bat  das  zweite  Mal  eine  Meinung  selbst 
widerlegt,  die  er  das  erste  Mal  wahrscheinlich  za  machen  wusste.  Dt 
unsere  Fachgenossen  nicht  leicht  in  die  Lage  kommen  dtlrften,  die  Zeit- 
schriften zur  Hand  zu  nehmen^  in  welchen  beide  Aeassernngen  ersduenea, 
60  gestatten  wir  uns^  in  aller  Küne  deren  Inhalt  anzudeuten.  Die  Ab- 
stammung der  Wörter  Ziffer,  Chiffre  von  a$  —  sifr  ist  nie  angezweifelt 
worden y  aber  was  ist  as  —  sifr?  Ist  es  ein  arabisches  Wort  mit  da 
ursprünglichen  Bedeutung  leer,  welches  dann  später  die  abgeleitete  Be 
deutung  NM  annahm,  oder  ist  es  ein  fremdes  Lehnwort?  Herr  Erum- 
bacher war  zuei*st  geneigt^  diese  Meinung  für  die  richtige  zu  halten. 
Er  glaubte,  das  griechische  ^rjg>og  sei  allmälig  in  sifr  übergegangen,  hibe 
dabei  den  Sinn  der  Null  angenommen ,  und  da  diese  auf  Sanskrit  sumi^ 
d.  h.  leer  biess,  habe  auch  sifr  als  arabisches  Wort  für  leer  eintretea 
müssen.  In  dem  zweiten  Aufsatze  ist  dagegen  as  —  sifr  als  ein  arabisches 
Wort  erkannt,  welches  früher  leer  als  Null  hiess.  üeberdies  ist  gezeigt, 
dass  der  Laut  tf;  niemals  in  ein  arabisches  s  überzugehen  vermag,  sonden 
—  mit  Rücksicht  darauf,  dass  den  Arabern  ein  p  fehlt  —  entweder  in 
b  s   oder  in  f  s  zerfSllt.     So  wurde  nachweislich  ipij(fog  zu  fsifsa,  yocalisiit 

^eSifisä.  CAhTOB. 

Die  Arithmetik  des  Elia  Misrachi.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Matbe- 
matik  von  Gustav  Wertheim,  Oberlehrer.  Programm  der  Real- 
schule der  israelitischen  Gemeinde  (Pbilanthropin)  zu  Frankfort  a  M. 
[1893.  Programm  Nr.  419.]  42  S.  Druck  von  Kumpf  und  Beis. 
Frankfurt  a.  M. 

Die  Frage  ist  dem  Referenten  schon  vorgelegt  worden,    ist  ihm  beia 
Niederschreiben  der  beiden  et^^^TL^^^XL^^^^voL^x  Vorlesungen  über  Geschichti 


der  Mathematik  von  selbst  aufgetaacbt,  ob  die  Uathematik  der  Juden 
nicht  einen  eigeaen  Abschnitt  beanspruche?  Er  hat  die  Frage  stets  ver- 
neint und  bat  aach  in  die  am  Jahresende  1893  erschienene  neue  Auflage  des 
I.  Bandes  keinen  solchen  ÄbachDitt  eingeBchoben.  Er  wüsste  in  der  Thnt 
fllr  denselben  keinen  Inhalt.  War  die  mathematische  Begabung  der  Juden 
zur  Zeit,  als  sie  noch  ein  Volk  bildeten,  sowie  im  Mittelalter,  so  lucge  sie 
in  hebräischer  Sprache  zu  schreiben  pflegten,  eine  wesentlich  geringere, 
als  sie  im  Laufe  der  Jahi'hunderte  alsdann  geworden  ist,  bis  sie  in  unseren 
Zeiten  einen  Jacobi,  einen  Eisenstein,  einen  Kronecker,  einen 
Halphen,  nm  nnr  Verstorbene  zn  nennen,  an  die  Spitze  der  Foracher 
brachte?  Sind  alte  Werke  von  grosser  Tragweite  spurlos  verloren  ge- 
gangen? Sind  solche  gar  noch  vorhanden,  aber  unbekannt,  weil  Die, 
welche  sie  lesen  können,  den  Inhalt  nicht  verstehen,  und  die  den  Inhalt 
benrtheilen  künnten,  der  Sprache  nicht  mächtig  sind?  Wir  wissen  es  nicht. 
Wir  wissen  nur,  dass  die  bekannten  mathematischen  Schriften  hebräiaob 
schreibender  Gelehrten  von  so  seltenem  Werthe  sind,  dass  sie  gar  wohl  in 
die  Literatur  anderer  Katiouen  eiugescbaUet  werden  können.  Auch  das 
„Buch  der  Zahl"  des  Elia  Hiarachi,  welches  1534  im  Original,  dann 
auBjngsweise  und  mit  einer  lateinischen  üebersetzung-  von  Scbrecken- 
fncbs  hegleitet  IÖ46  im  Drucke  erschien,  macht  keine  Ausnahme.  Es 
wird  künftig  in  unserem  XIII.  Abschnitte,  wahrscheinlich  in  Capitel  LX, 
einen  angemessenen  Platz  finden  und  zugleich  aus  dem  LIY.  Capitel  [Bd.  II 
S.  210]  verschwinden,  da  natürlich  der  früher  lebende  Johannes  Wid- 
niann  keine  Kenntniss  von  Misrachi's  Rechenbuch  besitzen  konnte.  Mit 
dieser  Richtigstellung  einer  unserer  eigenen  Angaben  haben  wir  zugleich 
angedeutet,  was  wir  noch  bestimmter  auszusprechen  wünschen,  dasa  Herr 
Werlheim  in  seiner  ProgrammabhandluDg  einen  Gelehrten  zu  allgemeinerer 
Kenntniss  gebracht  hat,  der  so  gut  wie  verschollen  war,  und  dass  wir 
persönlich  ihm  für  die  uns  gewordene  Belehrung  ausserordentlich  erkennt- 
lich sind,  Misrachi  hat  zwar,  wie  Herr  Wertheim  ausdiücklich  hervor- 
bebt, das  Material  zu  seinem  Buche  Griechen  und  Arabern,  sowie  einem 
Schüler  von  diesen,  Abraham  ibn  Esra,  entnommen,  aber  doch  nicht 
80,  dass  nicht  an  vielen  Orten  der  selbstdenkende  Verfasser  zu  Tage  trüte. 
Am  Interessantesten  vielleicht  ist  Misrachi's  Summirung  der  Cuhikzahlen 

P„2     lH2"  +  3^      r-f3' 

1+2  1  *  1  +  2  +  6  l+'i 
D.S.W.,  deren  Verallgemeinerung  allerdings  auf  bioser  Induction  zu  be- 
rnhen  scheint  Herr  WertheJm  berichtet  {S.  6),  Dr.  M.  Silberberg  in 
Posen  besitze  eine  von  ihm  angefertigte  deutsche  üebersetzung  des  Muster- 
werkes von  Abraham  ibn  Esra  (1093— 1167).  Vielleicht  würde  auch  sie 
eiae  gelegentliche  Veröffentlichung,  sei  es  vollständig,  sei  es  im  Auszöge, 
▼er  dienen. 

Bi*l.-Ij'l.  Abib.  d.  ZeilKbr.  f.  Malh,  n.  Phj..  au.JiJira,  18M4. ; 
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IS  EistoriBcli-UterariacLe  Abtheitnng. 

Die  Bebaadlnng  der  Logarithmen  und  der  Sinaa  im  TToterrielit  too 
Max  Koppe.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm  des  Andreai- 
Keftl-GymnaBiums  in  Berlin.  Ostern  1893  [1893.  Programm  Sr.  93], 
Berlin  1893.  ß.  Gaertner's  Ycrlngähuchhandlung.  Hermann  Hey- 
falder.  34  S.  mit  5  Fii^uren. 
Wir  stehen  nicht  an,  ilas  titts  vorliegende  Programm  als  ein  nloha 
zu  bezeichnen,  welches  ganz  besondere  Beachtung  verdient.  Die  Aufgabe, 
welche  Herr  Koppe  sich  gestellt  hat,  ist  zunächst  eine  plUiagoi^ech  tAt 
wichtige.  Die  Bedeutung  von  Logarithmen-  und  Sinustafeln  für  di* 
Praiis  steht  nicht  im  Einklänge  mit  der  Art,  wie  der  Scbüler  dort, 
wo  sie  ihm  zuerst  vorgeführt  werden,  also  in  der  Mittetschole  aie 
kennen  lernt.  Fertige  Tafeln  liegen  ihm  vor;  in  ihnen  als  erfahran^ 
massig  gegebenen  nachzuschlageu  lernt  er;  wie  die  Tafeln  entatandeo. 
wird  ihm  höchstens  angedeutet,  und  zwar  so  augedeutet,  da^s  der  Tn- 
snch,  das  seit  drittbalb  Jahrhunderten  Vorhandene  wenigstens  an  einigso 
Zahlen  selbstetandig  zu  prUfen,  statt  Beiz  nur  abschreckendes  Graaen  er- 
iengen  kann.  Herr  Koppe  sucht  nun  za  zeigen,  wie  nach  seiner  Meinnug 
der  Lehrer  verfahren  soll.  Er  wünscht,  dass  die  Logarithmen  in  Ver- 
bindung mit  der  ^insesüinsrechnung  gelehrt  werden,  Dass  man  Zinui- 
linsaufgaben  mittelst  Logarithmen  behandle,  geschiebt  ja  immer,  aW  Ben 
Koppe  will  den  umgekehrten  Weg  eingeschlagen  wissen.  Er  will  tob 
der  Zinses ziDstafel  ausgehend  an  ihr  zeigen,  wie  nach  einer  Zeit  Z  der 
Anfangewerth  sich  verdoppelt  habe,  nach  der  Zeit  2 Z  vervierfacht  u.a.w, 
und  will  nun  die  Interpolation  der  arithmetischen,  wie  der  geometriscbts 
Reihe  vorgenommen  wissen,  welche  in  der  Zinseszinstafel  einander  gegM- 
tlberstehen.  So  etwa,  allerdings  ohne  den  Namen  Zinseszins,  verfub 
schon  John  Neper,  und  an  ihn  soll  man  auch  heute  noch  anknüpfen.  Wm 
die  Einführung  der  Sinustafel  betrifft,  so  befürwortet  der  Verfasser  dm 
Benutzung  der  Tafel  selbst,  bevor  man  logarithmisch  ■  IrigonomettiKkt 
Tafeln  anwende,  deren  Anftreten  immerhin  ein  kUnstlicfaes  genannt  werda 
muBS,  dessen  man  sich  erwehren  soll,  so  lange  der  Sinusbegriff  selbl 
noch  nicht  ganz  fest  eingcpr&gt  ist.  Mit  mehreren  anderen  Verfassern  ran 
Schulbüchern  verlangt  deshalb  Herr  Koppe,  die  Lehre  von  den  Logaritbm« 
solle  überhaupt  erst  nach  der  Trigonometrie  auf  der  Mittelschule  in  AogfÜ 
genommen  werden.  Herr  Koppe  ist,  wie  man  aus  dieser  sehr  gedrSngtN 
Darstellung  seiner  GBundgedanken  entnehmen  mag,  AubUnger  der  geecbiclil' 
lieh  beglaubigten  Entwickelung.  Theoretisch  mag  eine  solche  ja  oftmili, 
man  wird  sogar  getrost  sagen  können  meisteus,  durch  späteres  Wissa 
überholt  sein,  für  das  Erlernen  bleibt  sie  darum  doch,  wenigstens  aaftl^ 
mentarem  Gebiete  nach  Uen-u  Koppe's  Glaubensbekenntnisa,  der  nii\>f 
r  gem&sse  Weg.     Zu  einem  solchen  Glaubensbekenntnisse  gelangt  man  daiA 

I  eigene   geschichtliche    Forschung,    und    Herr  Koppe    hat    in  SBinem  Pio- 

gramme  den  Beweis  geliefert,  dass  er   auch  hier  mit  GlQck  sich  vemdi 
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hat.  Er  hat  die  Oelegenheit  gehabt,  verhaUnissm&GBig  seltene  Bacher, 
welche  Eeferent^nie  in  der  Hand  gehabt  hat,  zu  lesen  und  hat  diese  Ge- 
legenheit benutzt  nnJ  auGgeaulzt.  Herrn  Roppe's  Darstellung  zu  Folge 
hat  %.  B.  Briggs  in  seiner  Trigonometria  Britannica  voii  1033  die 
unabhängige  Bildung  der  Binomialcoefficienten  bei  Potenzen  mit  ganzen 
positiven  Exponenten  gekannt,  während  bis  dabin  nur  die  recurrirende  Dar- 
stellang  derselben  vorbanden  war,  Eine  weitere  Behauptung  gebt  dabin,  Plato 
von  Tivoli  hivbe  nicht,  wie  man  allgemein  annahm,  in  seiner  üeber- 
eetinng  des  AI  Battani  das  Wort  siivtus  eiogeführt;  nnr  Bandberoerkungen 
Regiomontan's  enthielten  jenes  Wort,  und  aua  ihnen  sei  an  einer 
einzigen  Stelle  stnus  versus  in  den  Text  eingedrungen.  Das  Älter  des 
Wortes  sinus  wird  dadurch  allerdings  nicht  wesentlich  gefindert,  da  Herr 
Koppe  annimmt,  es  sei  von  Gerhard  von  Cremona  eingeführt  worden. 
Eine  dritte  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  Almagest,  Herr  Koppe 
findet  es  schwer  glaublich,  dass  die  fiiydlri  aüvto^ig  zu  einer  f<iyiatt]  ge- 
worden und  daraus  ol-megist  =  Almagest  entstanden  sei.  Er  vermulhet 
vielmehr  die  Verstümmelung  fiiya.  avit.,  woraus  megasUi  wurde  und  daraus 
Almagest.  Er  beruft  sich  auf  die  Thatsache,  daas  einer  alten  üebersetzung 
des  Almagestes  aus  dem  Arabischen  in  das  Lateinische  geradezu  die  Be- 
merkung beigefügt  sei,  das  Werk  habe  griechisch   „megasiti"  gehcissen. 

Cantöb. 

Carl  Heinrich  Sohellbaob.  GedScbtnissrede ,  gebalten  in  der  Anla  des 
Königl.  Friedrich'Wilhelms-Gjmnaaiums  am  29.  October  1892  von 
Felix  MÜLLE».  Mit  einem  Bildnisse  Bcbellbacb's.  35 S.  Berlin  1893 
bei  Georg  Reimer. 
Schellbach's  Leben  umspannt  eine  lange  Zeit,  Vom  25,  December 
1804  bis  zum  29.  Mai  1892  hat  er  fast  87'/,  Jahre  durchmessen,  und 
der  grGsste  Theil  dieser  vielen  Jahre  war  fruchtbarer  Arbeit  geweiht.  Wir 
haben  nicht  das  Vergnügen  gehabt,  \a  persönlichen  Beziehungen  zu  dem 
Verstorbenen  zu  stehen.  Als  wir  1852  in  Berlin  stiidirten,  war  Schell- 
bach's  „Mathematisch -pädagogisches  Seminar"  noch  nicht' vorhanden. 
Erst  1855  hat  er  es  gegründet.  Nabe  Freunde  von  uns,  welche  demselben 
angehörten,  haben  uns  mit  grtSsäter  Befriedigung,  ja  mit  einer  Art  von 
Begeisterung  von  dieser  Ansialt  gesprochen  and  [stimmten  hier,  wie  in 
Allem,  was  sie  zu  Schellbach's  Lobe  erzählten,  vollkommen  mit  dem 
Verfasser  der  uns  vorliegenden  warmen  Gedächtnissrede  überein.  Schell- 
bach war  ja  gewiss  ein  gelehrter  und  scharfsinciger^Matbematiker  und 
Physiker,  Diese  Ueberzeugung  gewinnt  jeder  Leser  seiner  weder  nach 
Zahl  noch  Inhalt  unbedeutenden  Schriften.  Aber  der  Schwerpunkt  seines 
Wirkens  lag  doch  in  seiner  Lehrtbatigkeit.  In  der  Sthule,  wie  im  Seminare 
war  es  seine  Freude,  tüchtige  Zöglinge  heranzabilden,  und  diese  Prende 
ist   ihm    häufig  geworden,     War   doch   Radolf  Clebsch  det   Et&te  -^ 


Hiatorisch  -  literarJBohe  Abtheiloiig, 

Sohellbacfa's  Seminaristen,  nnd  hundert  Andere  wirken  heute  ooch  is 
Schellbaah's  Geist  und  in  seinem  Sinne  an  deutBofaen  MittelBcbnlei. 
Wir  brauchen  nicht  erst  zu  sagen,  dass  der  Verfasser  der  QedKchtui»- 
rede  zu  dieser  Schaar  gehört,  Castor. 

Hotioe  snr  leB  travanz  scientiflqueB  de  LoniB-Philippe  Gilbert,  profesmr 

ä  rnniversite  catholique  de  Louvain,  correepondant  de  finstitut  de 
France  par  P.  Mahsion  ,  professeur  ordinaire  ä  l'univertiit^  de  Gaod, 
membre  de  l'acadämie  royale  de  Delgique.  Paris  1893.  GaDthter- 
Villars  &  Pils.  86  p.  avec  le  portrait  de  Mr,  Gilbert. 
Louis-Philippe  Gilbert,  von  väterlicher  Seite  Franzose,  darcti 
die  Mutter  einer  alten  Flamändiscben  Adelsfamilie  entstammend,  ist  u 
7.  Februar  1832  geboren,  am  4.  Februar  1892  gestorben.  Schon  im 
Octoher  185'),  also  im  Alter  von  noch  nicht  24  Jahren,  wurde  er  in 
Ifachfolger  seines  Lehrers  Pagani  ah  Professor  der  bCberen  Analysif  und 
analytischen  Mechanik  au  der  Uuiversitat  Löwen ,  und  diese  Lehrstelle  t«- 
waltete  er  durch  35  Jahre.  Im  Jahre  1890,  demselben  Jahre,  in  welehto 
ihn  die  ehrende  Wahl  zum  correspondirenden  Mitgliede  der  Pariser  Alcademie 
traf,  trat  er  von  der  Professur  znrUck,  mit  der  Absicht,  sich  ansachli««- 
licfaer  der  Sociäe  säentifique  de  BruztUes,  zu  deren  Gründer  er  gebürti, 
EU  widmen,  und  ihr  gehörte  in  der  That  seine  letzte  Wirksamkeit  u. 
Gilbert  war  Lehrer,  war  Gelehrter.  In  ersterer  Eigenschaft  soll  er  Ter- 
treffliches  geleistet  haben ,  und  die  gedrnckten  Vorlesangen ,  Cours  <f  umilj« 
infinitfyimale  und  Cours  de  mrcanique  analytiqtie,  von  welchen  jene  berahi 
in  vierter,  diese  in  dritter  Auflage  erscheinen  konnte,  bestätigen  du  in 
anhänglichen  Schülern  gespendete  Lob.  Die  eigentliche  GelefartenthStighit 
Gilbert's  ku  schildern,  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Manaion  dch  gt- 
stellt  hat,  dem  Bern fsgenossen ach aft  und  24jShrige  Freundschaft  mit  da 
Verstorbenen  das  Recht  einräumten,  seinen  wissenschaftlicben  Nekrolog  n 
schreiben.  Wir  folgen  ihm  nicht  in  der  Kennzeichnung  der  zahbeiciia 
grösseren  und  kleineren  Abbandlungen  Gilbert's.  Wir  erwähnen  bm 
eine  Abhandlung  über  die  Gammafnnctionen  in  dem  XLl. Bande  derHemoim 
der  Belgischen  Akademie  (1873),  eine  solche  über  Curven  auf  Oberfllcfc« 
(ebenda  Bd.  XXXVIl  von  18ö9),  welche  eine  Ableitung  der  Sätw  ipd 
Gauss  und  von  Ossian  ßonnet  Qher  KrQmmuugsmaasse  enthalt,  rm 
deren  Vorzügen  Herr  M  a  n  s  i  o  n  sich  in  seinen  eigenen  Vorlesungen,  wo  er  lidt 
ihrer  lu  bedienen  pflegt,  überzeugt  hat,  endlich  drei  grosse  Arbeiten  flb« 
Rotationsbewegungen  und  relative  Bewegungen  in  den  Annalen  der  SociJlt 
scientifique  de  Bruxellea  fUr  1878,  1882,  1883.  Herr  Mansion  rflbal 
auch  noch  geschichtliche  Arbeiten  Gilbert's  Über  den  Galilei-Proc»H. 
Unsere  wissenschaftliche  Üeberzeugung  steht  in  dieser  Frage  der  von  Gitbitl 
mit  grosser  Heftigkeit  veiftocbteaeu  fast  diametral  gegenüber. 
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und  könoeo  bier  nictit  so  beiläufig  die  Frage  von  der  Echtbeit  dee  Proto- 
coUes  von  1616  behandeln.  Wir  wollen  es  aamentliph  darnm  nicht,  weil 
fttr  uns  die  Frage  eine  einfach  geschichtliche  ist;  (ür  Gilbert  absr  und, 
wie  es  scheint,  auch  für  Herrn  Mansion  ist  das  geschichtliche  Interesse 
hier  mit  Fragen  des  kirchlicbea  Glaubens  vermengt,  und  über  solche  ent- 
halten wir  uns  grundsätzlich  des  Streites.  Cantor. 


Vorleenngen  Über  die  Beriioiilli'scIie&  Zahlen,    ihren  Zusammenhang  i 

den  Secanten-Coefficicnten  und  ihre  wichtigeren  Anwendungen  von 
Dr.  Looia  SAALBC&i)Tz,  a.  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität Königsberg.  Berlin  1893,  bei  Julius  Springer  VIII,  208  S. 
Von  den  sechs  Seiten,  auf  welchen  im  KlUgel'schen  Wörterbuche 
mit  einer  für  das  Erscheinungsjahr  1803  genügenden  Vollständigkeit  die 
Bernouili'scben  Zahlen  abgehandelt  »iud.  zu  den  26  Seiten,  welche  sie 
30  Jahre  später  in  dem  Grunert'scben  Supplemente  zu  jenem  Wörter- 
buche beanspruchten,  von  diesen  zu  dem  nach  weiteren  60  Jahren  mSg- 
licb  gewordenen  Bändchen,  welches  vor  uns  liegt,  das  ist,  an  einem  einzelnen 
Beispiele  gezeigt,  die  Erweiternng,  welche  die  Itfathematik  des  XIX.  Jahr- 
hnnderta  nicht  blos  in  Gestalt  von  Angliederung  ganz  neuer,  früher  unbe- 
kannter Gebiete,  sondern  auch  im  blossen  Ausbau  von  längst  Vorhandenem 
erfahren  hat.  Wir  geben  allerdings  zu,  dass  Herr  Saalschutz  einen 
sehr  günstigen  Gegenstand  gewählt  hat,  den  er  zuerst  in  Gestalt  von 
üniveraitfitsvorlesungen ,  dann  als  Druckwerk  monographisch  behandelt  hat, 
ftber  derartige  Gegenstände  bietet  die  moderne  Wissenschaft  noch  mehrere, 
and  wir  sind  überzeugt,  es  wäre  kein  Fehlgriff,  wenn  wieder  einmal  ein 
Lehrbuch  der  Kettenbrücbe  etwa  geschrieben  werden  wollte,  so  vortrefflich 
fttr  seine  Zeit  Herr  Stern  voi'  nahezu  60  Jahren  diese  Lehre  behandelte. 
Wir  haben  der  Zwischenzeit  von  90  Jahren  gedacht,  welche  zwischen  dem 
KlÜger^cbeu  Wörterbuche  und  den  Saalschütz'scheu  Vorlesungen  liegt. 
Eine  genau  ebenso  lange  Frist  trennt  das  Erscheinen  jenes  Wörterbacheg 
nach  rückwärts  von  dem  ersten  Anflauchen  der  Bernonlli'schen  Zahlen 
in  der  1713  gedruckten,  wenn  auch  früher  verfassten  Ars  conjectandi 
TOD  Jacob  Bernoulli.  Mit  dessen  Recursionsformel  beginnt  Herr  Saal- 
schutz sein  Bundchen,  dessen  vier  Abschnitte  der  Reihe  nach  die  den 
Inhalt  scharf  bezeichnenden  üeberschriften  tragen:  Recursionsformeln. 
UnabbUngige  Darstellungen.  Zahlen  theoretische  Untersnchangen.  Die 
MaO'Lau  rin'sche  Summenformel,  Innerhalb  jedes  Abschnittes  ist  so  viel 
als  Ihunlich  die  geschichtliche  Reihenfolge  beibehalten ,  und  vergleicht  man 
das  in  den  einzelnen  Abschnitten  Dargebotene  mit  einander,  so  zeigt  sich 
ein  ganz  ähnliches  Wach  üthumage setz  wie  wir  es  oben  aas  dem  Umfange 
verschiedener  Bearbeitungen  erschlossen.  Mit  Ausnahme  einer  dnrchaua 
ungenügenden  Summenformel  Mac-Lanrin's,    welche  erst  im  XIX.  Jaht- 
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hunderte    verrollsUndigt    ttnd    aasgebentet   worden    ist,    eiser   Reihenent- 
wickelung  Euler's   von  1769,  mit  fernerer  Ausnahme  einer  cDabfalngigec 

Darstellung  der  Be  rnoull  i'scben  Zahlen  durcb  Laplace  (1777)  ist  Alles, 
was  big  1820  geleistet  worden  ist,  im  ersten  Abschnitte  en'hallen. 
Recursionsformeln  für  die  Bernoulli'schen  Zahlen  herzustellen,  wu  der 
einzige  Zielpunkt  der  Betrachtung  derselben.  Die  zahlen  theoretischen  Ad- 
Wendungen  vollends  stammen  erst  ans  dem  Jahre  1840,  in  welchem  Clauaen 
und  von  Staudt  gleichzeitig  und  unabhängig  von  einaDder  den  Satf  eat- 
deekten,  liass  die  m.  Bernoalli'eche  Zahl  durch  die  positiv  oder  negativ  m 
nehmende  Summe  einer  Änzabl  von  StammbrGchen  mit  tbeilerlosen  Nennen 
zu  einer  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahl  ergänzt  werde.  Die  Thltig- 
keit  des  Herrn  Verfassers  war  eine  doppelte.  Herr  Saalschutz  hat, 
möchten  wir  sagen,  seine  BeHlhiguiig  zur  geschichtlichen  wie  zur  dog- 
matischen Darstellung  an  den  Tag  legen  wollen  und  wiiklicb  an  den  Tsg 
gelegt.  Seine  Berichte  Über  fremde  Arbeiten  sind  getreu  und  Ihunlicbt 
im  Geiste  der  Verfasser  gehalten.  Dabei  aber  hat  er,  da  er  ilenn  doch  keint 
Geschichte  der  Bernoulli'scben  Zahlen,  sondern  Vorlesungen  über  dieselben 
veröffentlichen  wollte,  es  nicht  unterlassen,  auch  eigene  neue  Dntersucbimgea 
da  und  dort  einzuschalten.  Dnter  den  verkürzten  RecDrsionsfonneln,  lie 
Herr  Saalschutz  solche  nennt,  in  welchen  nicht  sBmmtlicbe  der  gesuchlu 
Bernoulli'scben  ZabI  Vorhergehenden  vorkommt,  findet  man  solche  neoa 
Untersuchungen,  ebenso  einen  neuen  Beweis  des  Claiisen-Staudl'tclua 
Satzes  im  dritten  Abschnitte,  Neues  Über  die  Euler'Hcbe  Arbeit  von  17KI 
im  vierten  Abschnitte.  Noch  Anderes  bat  der  Verfasser  allerdingd  aasaer- 
halb  des  Rahmens  seiues  Buches  zu  Tage  gefördert,  wovon  uns  ein  ia 
physikalisch -ökonomiechen  Gesellschaft  zu  Königsberg  am  3.  November  1b9^ 
vorgelegter  Auszug  In  Ivenntniss  setzt.  Das  ganze  Buch  bildet  eine  bficbti 
interessante  und  bei  dem  vielseitigen  Gebrauche  der  B  e  r n  o  u 1 1 i '^hru 
Zahlen  auch  höchst  werthvolle  Bereicherung  der  mathematischen  Literatnr. 
— Caktol 

Einleitnng  in    die   analytische  Geometrie  and  in  die  Lehre  von  des 
Kegelschnitten   von    Dr.   \V.  Erler,    Professor    und   Oberlehrer  ta 

Köuigl.  Ptidagotiium    bei  Züllicbau.     Mit   einer  Tafel   in  Steindmti. 

Zweite    vermehrte    und    verbesserte    Auflage.     Berlin    1893.     Fari 

DUmmler'a  Verlagsbuchhandlung.     V,  82  S. 

Der  Verfasser  hat  sein  Bestreben  daliin  gerichtet,  dem  Anfänger  nicht  n<k, 

aber  gesicherte  Kenntnisse  beizubringen.  Deshalb  ist  nachdem  eine  Formel  u 

mmtea  Figur  hergeleitet  worden,  eine  weitere  Erörternng  darsa  gc~ 

knüpft,    inwieweit   die   gleiche  Formel  auch  bei  anderer  gegenseitiger  L^ 

der   in  Frage  stehenden  Raumgebilde  Berechtigung  besitze.     Schon  b«i  der 

Translation  des  Coordinatenanfangspunktes  (S.  ü  —  3j  ist  biernnf  Gewicht 

1  an  anderen  Stellen  ist  gleich  sorgfältig  verfahren.    Ein  ivtittt 


b«i  der 

lebt  gl-    I 
it«Bi^ 
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streben  ging  dabiu,  die  eingefloclitenen  Aufgaben  derart  zu  bebandeln,  daas  sie 
nicht  blosse  Recheneieiapcl  bilden,  sondorn  daas  auf  den  Sinn  der  all- 
m&lig  sich  ergebenden  Gleichungen  geachtet  wird ,  so  dass  ausser  der 
AnflSsung  der  eigentlichen  Aufgabe  noch  andere  geometrische  Wahrheiten 
als  Nebengewinn  erscheinen.  Als  Beispiel  solclier  Bebundlnng  mag  die 
Anfgabe  (5.  20  —  21)  em&bnt  sein,  diu  Gleichung  eines  Kreises  zu  gachen, 
der  durch  drei  Punkte  geht,  Sie  lüsst  nebenher  erkennen,  dass  die  Senk- 
rechten auf  die  Mitten  der  durch  die  drei  Punkte  bestimmten  Strecken 
einen  gemeinsamen  Durchschnittspunkt  besitzen.  Der  in  dieser  Aufgabe 
(8.21  Z,  2)  vorkommende  Druckfehler  a'b'*  statt  a'  +  ft''  dürfte  keinem 
anfmerksamen  Schiller  Schwierigkeit  bereiten.  Cantor. 


Leitfaden   der   analytiscben    Geometrie    der  Ebene,    zam   Gebrauch    fUr 

höhere  Lehranstalten,    von  Prof.   Dr.    Max    Simon,     Oberlehrer    am 

Lyceum  za  Stiasshurg  i.  E,    Mit  38  in  den  Test  gedruckten  Figuren. 

Berlin   1892.     Weidmann'scbe  Buchhandlung.    71  S, 

Der  Verfasser  bat  sieb  durch  verschiedene  Lehrbücher  allzu  vortheil- 

hnft    in    die  Literatur  eingeführt,    als    dass    nicht  gesteigerte  Erwartungen 

an   jedes  Folgende   sich  knüpfen  und  auch  die  vorwortlicben  Bemerkangen 

Beachtung  finden  sollten.    In  seinem  diesmaligen  Vorworte  sieht  er  bereits 

die  Zeit  kommen,  wo  die  grossen  und  einfachen  Gedanken  Poncelet's  und 

Steiner's   ihren   Einzug  ins  Gymnasium  halten  werden,    und  dann  werde 

man    mit    dem   Pascal 'sehen  Sechseckaatze    beginnen ,    vor    welchem    man 

beute  Halt  zu  machen  genölhigt  sei. 

Wir  wünschen  uns  mit  diesem  Zukunftsbilde  aus  einander  zu  setzen,  an 
welches  wir  nun  und  nimmermehr  glauben,  so  einverstanden  wir  damit  sind, 
dass  Anfangsgrunde  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  in  der  Gymnasial- 
prima gelehrt  werden.  Die  Schulen  haben  auf  allen  Stufen  datXlr  zu  sorgen, 
dass  der  Unterricht  der  Fassungskraft  des  mittelhegabten  Schillers  sich 
anpasse.  Wir  verfechten  wahrlich  nicht  die  Meinung,  es  solle  ein  so  lang- 
sames Tempo  eingehalten  werden ,  dass  auch  die  Geisteslahmen  mitkommen 
kSnnen,  aber  noch  weniger  darf  man  der  ganzen  Classe  einen  Geschwind- 
sehritt  zumulhen,  der  schon  bei  facultalivem  Unterrichte,  der  von  selbst 
eine  Auswahl  unter  den  Schülern  trifTt,  den  Meisten  den  Athem  rauben 
mOsste.  Ein  geistreicher  Lehrer  an  einem  badiscbeu  Realgymnasium,  der 
mit  Ob  erschwinglichen  Hoffnungen  auf  das  Erreichbare  an  diese  Anstalt 
versetzt  norden  war,  kleidete  seine  Enttäuschung  in  die  drastiscben  Worte: 
In  ein  Viertelliterglas  geht  nur  ein  Viertel  liter,  mag  man  es  noch  so 
lange  unter  den  geöffneten  Hahn  der  Woaseileitung  halten  1  Die  „grossen 
nnd  einfachen"  Gedanken  Poncelet's  und  Steiner's  als  gross  und 
einfacb  zu  erkennen ,  ist  nach  unserer  üeberzengung  der  Mittelschüler 
der  Prima   geistig   nicht   reif   und    wird   dazu  nicht  reif  §«ni«ß\\^  "««\ws. 


kSnaen,  denn  dain  rnttsata  man  eben  in  Ruberen  Classen  entspreelieiid 
jOngeren  Schülern  eine  Geisteakost  vorsetzen,  welche  diese  za  verdauen 
unfähig  sind  und  bleiben  werden.  Wir  glauben  im  Grossen  und  Ganien 
mit  allen  üniverailätalebreru  der  Mathematik  in  dem  Wunsche  uns  la  be- 
gegnen, der  mathematische  Unterricht  au  der  MitteUchnle  mOge  BDch 
künftig  die  Grenzen  uiclit  überschreiten,  die  heute  scbon  fast  zu  veit  gi- 
stockt  Eind,  als  dass  der  ScbUler  das  ganze  ihm  erf<chloB6eiie  Gebiet  grllfid- 
lich  kennen  lernen  könnte.  Mulliim  noti  muHa  aei  der  Wabrsproch  4a 
Mathematiklehrera  bis  in  Oberprima. 

Ucsere.  Bemängeln  Dg  des  Vorwortes  hat  zum  Glück  auf  noser  ürtheil 
Über  den  Leitfaden  selbst  keinen  Einflusa  üben  kSnneo,  denn  hier  lol 
Herr  Simon  selbst  dasjenige  beobachtet,  was  wir  beobachtet  wünKb«. 
Er  beschränkt  das  Thema,  um,  so  weit  es  zur  Behandlung  kommt,  dal« 
tiefer  eindringen  -  zu  kOnnen.  So  sind  beispielsweise  nur  rechtwinklig« 
Coordinaten  benutzt,  weder  schiefwinklige  noch  Polarcoordinaten.  Von 
einer  Belrachtung  der  allgemeinen  Gleicbung  zweiten  Grades  iit  keiM 
Rede.  Dagegen  sind  Symbole  für  ganze  Gleichungpoljnome  eingesetrt,  irä 
Plücker  sie  in  die  Geometrie  eingeführt  hat,  sind  die  Eigenachafla 
harmonischer  Theilung  einer  Strecke  und  harmonischer  Strahlen  aasgie^ 
benutzt.  Bei  der  geraden  Linie  ist  die  Gleichungsform  X  =  Ovoniig»- 
weise  in  Anwendung,  wo  L~^  —  ax  —  h.  Hier  hotten  wir  den  Verftswr 
gern  den  kleinen  Schritt  bis  zur  Hesse'achen  Normalform  weiter  machn 
sehen.  Wir  glauben  nicht,  dass  diese,  insbesondere  wenn  man  bei  den 
rechtwinkligen  Coordinatensysteme  es  bewenden  l&sst,  alaa  die  Pom 
ir.(MSn  +  y.stn«~ö  =  0  benutzt,  irgend  Schwierigkeiten  bieten  iiiic. 
während  sie  dem  Schüler  beim  üebergang  zur  DniversitätsTorleaang  dit 
Frage  erspart,  warnm  er  mit  dieser  unentbebrlichen  Form  nicht  CrUiwi 
bekannt  gemacht  worden  sei.  Vielleicht  entschliesst  sich  Herr  Sim» 
in  einer  wiederholten  Auflage,  welche  wir  dem  kleinen  Buche  wünschn, 
la  dieser  Aenderung.  Caktw 

Gaston  Darboux,    Lebens   but   la  thäorie   g£n6rale  des   earfaoe*  etfl 

applications    göomätriqnes     du    calcnl    inflnitäiimal.      Pienl 

partie.      Generalites.      Coordonn^s     curvilignes.       Surfaces    mid 

Paris  1887.     Gauthier -ViUara.    VI  und  514  S.      15  Fr». 

Das    vorliegende    Werk ,     eine    der    bedeutendsten    Erscheinungea  I 

Gebiete  der  LehrbQcher   über  krnmme  FlSchen,   ist,  wie  der  Vec 

der  Torrede   angiebt,   aus   Vorlesungen   entstanden ,    die   derselbe  u  i 

Sorbonne  gehalten   bat.    Es   verfolgt   den  Zweck,    neue  AnwendangeBl 

Theorie   der   partiellen  Differentialgleichungen  auf  die  Theorie  der  Pll« 

ta  finden,  und  damit  ist  zugleich  die  Eigenart  des  Buches  gekenueiel 

Ba    giebt    nicht   ein«  al\gQntem«  tW^tw   &<«  <&<rammen    FlSchen , 


uns,  wie  etwa  das  Salmon-Fiedler'sofae  Werk,  von  den  Anfängen  I 
zu  dea  neuesten  Ergebnissen  führte,  es  setzt  vielmehr  bedeutende  Kenot- 
nisse  sowohl  in  der  Theorie  der  krummeD  FlächeD,  wie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  voraus,  führt  uns  aber,  vom  Grtmdgedanken  aus, 
in  schönster  .Weise  von  Ergebniss  zu  Ergebniss,  ein  sohÖaeB  und  wohl- 
geftlgtes  Gebäude  vor  uns  aufführend. 

Eigenartig  und  in  dieser  Weise  meines  Wissens  znm  ersten  Male 
in  einem  Lehrbnche  der  Geometrie  durchgeführt  ist  bereits  die  Einleitung, 
die  zur  Bestimmung  einer  Cnrve  und  einer  Fläche  von  kinematischen  ( 
danken  ansgebt.  In  einem  festen  Coordinaten Systeme  wird  ein  bewegliches 
angenommen,  dessen  Anfangspunkt  —  je  nachdem  die  Bewegung  \ 
oder  zwei  unabhängigen  Veründerlichen  abhängig  ist  —  eine  Cnrve  oder 
eine  Fläche  beschreibt,  und  zwar  wird  für  die  allgemeine  ßaumcnrve  dos 
bewegliche  Coordinatenajsteni  so  bestimmt,  dass  die  drei  Achsen  von  der 
Tangente,  der  Ilanptnorraale  und  der  Binormale  gebildet  werden.  Nach 
Einführung  der  sphSrischen  Indicalrix,  der  Curve  auf  der  ICngel  mit  dem 
Eadiua  1,  welche  durch  Radien  parallel  zu  den  Tangenten  erzeugt  wird, 
wird  sogleich  eine  Reihe  wichtiger  bekannter  Sütze  mit  Hilfe  der  Be- 
wegungstheorie abgeleitet.  Die  Curven  werden  bestimmt,  bei  welchen  das 
Verhältniss  der  beiden  Krümmungsradien  constant,  ferner  diejenigen,  deren 
Hanptnormalan  zugleich  Hauptuormalen  einer  anderen  Curve  sind,  und  ( 
zeigt  sich,  dass  die  Schraubenfiäche  mit  Richtungsebene  die  einzige  gerad- 
linige Fläche  ist,  deren  Hauptkrtlmmungsradien  gleich  gross  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind. 

Es  werden  dann  die  Differentialgleichungen  integrirt,  welchen  die  drei 
Gruppen  der  Richtungscosinus  des  beweglichen  Systems  genügen  müssen, 
indem  die  LQsiing  auf  die  Integration  einer  Riccatischen  Gleichung 
zurückgeführt  wird,  und  damit  ist  ja  zugleich  die  allgemeinste  ortho- 
gonale Substitution  gegeben.  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich 
dann  ungezwungen  die  Curven ,  deren  Torsion ,  sowie  die,  deren  erste 
Krümmung  constant  ist,  und  von  den  ersteren  wird  speciell  die  Gleichung 
derjenigen  bestimmt ,  deren  sphärische  Indicatrix  ein  sphärischer  Kegel- 
schnitt ist, 

Die  Bewegung  des  beweglichen  Systems,  abhängig  von  zwei  Variabeln, 
wird  erst  für  festen  Anfangspunkt  des  beweglichen  Systems  und  dann  für 
beweglichen  Anfangspunkt  durchgeführt,  die  Integration  der  entstehenden 
Differentialgleichungen  wieder  von  der  einer  Riccatischen  Gleichung  ab- 
hängig gemacht  und  sogleich  eine  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Ab- 
wickelung der  Flächen  auf  einander  gegeben.  Der  Verfasser  verlässt  nun 
EQnäcbst  die  kinematische  Theorie,  um  die  Gauss'schen  Bezeichnungen 
eiDzafUbren  und  zeigt  bei  einigen  Flächen  an  der  Form  des  Linienetementes, 
dasa  gewisse  Coordinatencurveu  auf  ihnen  ein  isometrisches  Netz  bilden, 
sowie  dass  andere  sich  auf  einander  abwickeln  lassen. 


Im   letzten  Capitel  des  erateti  Buches   werden   dann  Gleicbangen  tod 

Flächen  abgeleitet,  die  durch  kinematische  Eigenschaften  bestimml  sind, 
GO  die  der  ScbraubenflHchen  und  Rotationaflächen .  die  sich  in  sich  Belbtt 
verachieben  lassen,  unter  denen  besonders  die  aaf  die  Kugel  abwickel- 
baren Flächen  behandelt  werden,  sowie  die  Flächen,  die  durch  Bewegang 
einer  Curve  entstehen,  die  GesimsflSchen  und  die  BpirnlSächen. 

Das  zweite  Buch  führt  uns  in  die  verscbiedenen  Systeme  der  krumm- 
linigen Coordinaten  und  zwar  zunächst  in  die  conjugirten  Systeme.  Uen  Begimi 
macht  der  Satz  des  Herrn  Königs,  dai<s  man  auf  jeder  Flüche  eine  anead- 
liche  Anzahl  von  conjugirten  Systemen  ohne  Äusruhrung  einer  Int«gratioa 
bestimmen  kunn,  Dia  Schnittcurven  einer  Flficbe  durch  Ebenen,  die  eine 
bestimmte  Geiade  enthalten,  haben  als  conjugirte  Linien  die  Berührengj- 
curven  der  Berti hrungskegel  der  Flllche,  die  ihre  Spitze  auf  der  bestimmtfo 
Geraden  baben.  Als  Anwendung  dieses  Satzes  werden  die  Flächen  gt- 
sucht,  bei  welchen  die  eine  Schaar  der  KrUmmungslinien  in  Ebenen  lie^, 
die  durch  eine  Gerade  gehen,  Flächen,  die  zuerst  von  Joachimfithal[I846) 
bebandelt  sind.  Es  werden  dann  verschiedene  Eigenschaften  der  con- 
jugirten Systeme  abgeleitet  und  die  Differentialgleichung  bestimmt,  itt 
zwei  Curven Systeme  zu  genUgen  haben,  um  conjugirte  Systeme  za  stm. 
Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  sieb  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  eon- 
struiren  lässt,  auf  welchen  man  conjugirte  Systeme  kennt,  und  es  werden 
nun  diejenigen  Flächen  gesucht,  welche  zwei  conjugirte  Systeme  haben. 
die  aus  geraden  Linien  bestehen.  Die  Speciali&irutig  der  Aufgabe  dakio. 
dass  die  conjugirten  Linien  KrUmmungslinien  sind,  liefert  die  Dupin'schtn 
Cykliden. 

Ein  Specialfall  der  conjugirten  Linien  sind  die  Asymptoten)! Dien  ab 
die  sich  selbst  conjugirten  Linien,  die  zunächst  behandelt  werden  und  dit 
anf  den  tetraedalen  Flächen  bestimmt  werden,  ein  Problem,  das  igent 
von  Herrn  S.  Lie  gelöst  ist. 

Im  folgenden  Capitel  werden  die  Systeme  behandelt,  die  ingteicfa 
orthogoual  und  isotherm  sind  und  damit  zugleich  die  conforme  Abbildung 
der  krummen  Flüche  auf  eine  Ebene,  die  fUr  deu  wichtigen  Fall  der 
Flächen  zweiten  Grades  eingehender  durchgeführt  wird.  Dieses  ffShrt  dum 
zn  der  Aufgabe,  ein  beliebiges  gegebenes  EbenenstUck  auf  die  FÜcle 
eines  Kreises  abzubilden,  welche  in  der  Behandlung  des  Herrn  Schwan 
für  den  bis  jetzt  allein  untersuchten  Fall  gelöst  wird,  doss  die  B«- 
grenzung  aus  geraden  Linien  und  Kreisbogen  zusammengesetzt  iat. 

Die  letzten  Capitel  sind  dem  wichtigsten  uuter  den  orthogoudes 
Systemen,  den  Krümmungslinien  gewidmet.  Es  wird  lon&chst  i» 
Differentialgleichung  derselben    aufgestellt  uud  die  Methode  anf  die  Flkbi 

angewendet.     Nach   AbWvtung   d«  &adi:\%u,Qa'schen   Formeln  j 
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Verfasser  zu  dem  sph&riscben  Bilde  von  Gauss  durch  parallele  Normalen 
über  und  giebt  eine  lineare  Differentialgleichung,  deren  Charakteristiken 
die  Erümmungslinien  sind  und  die  uns  in  einer  besonders  einfachen  Form 
die  Erümmungslinien  der  Cykliden  liefert. 

Zum  genaueren  Studium  der  Krümmungslinien  führt  der  Verfasser 
ein  besonderes  Coordinatensystem ,  das  pentasphSrische ,  ein.  Man  denke 
sich  fünf  Engeln,  die  sich  gegenseitig  rechtwinklig  schneiden^  so  sind  die 
pentasphSrischen  Coordinaten  eines  Punktes  seine  Potenzen  in  Beziehung 
auf  die  Kugeln  9  dividirt  durch  den  Radius  derselben ,  und  es  sind  die 
fünf  pentasphärischen  Coordinaten  Xi  verbunden  durch  die  homogene 
Gleichung:  Exi^Q. 

Es  wird  die  Bedeutung  der  neueingeführten  Coordinaten  für  das 
Studium  der  Krümmungslinien  gezeigt  und  genauer  auf  die  pentasphSrischen 
Coordinaten  einer  Kugel  eingegangen,  von  denen  nachgewiesen  wird,  das» 
sie  proportional  sind  den  Cosinus  der  Winkel  dieser  Kugel  mit  den  Coordi- 
naten-Kugeln.  Die  Winkelbeziehungen  sind  für  zwei  Kugeln  analog  denen 
für  Ebenen  bei  Cartesianischen  Coordinaten.  Nimmt  man  noch  eine 
sechste  Coordinate,  definirt  durch  die  Gleichung 


1 
hinzu,  durch  welche  das  Vorzeichen  des  Kugelradius  bestimmt  wird,  so 
entsprechen  die  homogenen  pentasphärischen  Coordinaten  einer  Kugel  den 
Plück ersehen  einer  geraden  Linie,  so  dass  einer  Geraden  im  einen 
Systeme  eine  Kugel  im  andern  Systeme  entspricht,  einer  Schaar  von 
Geraden ,  die  eine  Fläche  berührt  eine  Schaar  von  Kugeln ,  die  eine  andere 
Fläche  berührt,  den  Krümmungslinien  der  einen  die  Asymptotenlinien  der 
andern.  Diese  Transformation,  «^eine  der  schönsten  Entdeckungen  der 
modernen  Geometrie",  verdankt  man  Herrn  Lie. 

Im  Weiteren  wird  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  bestimmt,  wenn 
die  Fläche  in  Ebenen -Coordinaten  gegeben  ist,  und  speciell  die  der  Fläche 

P= 2 

und  als  weitere  Anwendung  die  partielle  Differentialgleichung  der  Flächen, 
die  als  sphärisches  Bild  zwei  beliebig  gegebene  orthogonale  Curvenschaaren 
auf  der  Einheitskugel  besitzen.  Eine  besonders  einfache  Gestalt  nimmt 
die  Gleichung  der  Krümmungslinien  an,  wenn  man  ein  besonderes  zuerst 
Ton  Bonnet  eingeführtes  Coordinatensystem  annimmt,  welches  sich  aus 
folgendem  Satze  ergiebt:  Die  BerQhrungscurven  der  Kegel,  die  der  Fläche 
umbeschrieben  sind  und  die  ihre  Spitze  auf  dem  unendlich  fernen  Kreise 
Iiaben,  bestimmen  auf  der  Fläche  ein  System  krummliniger  Coordinaten, 
die    als    sphärisches  Bild    das    System    der  geradlinigen   Erzeug<^üd<^\!L   dftx 


o"H 


Kugel  haben.  Die  Tangenten  an  zwei  darcb  einen  Punkt  der  Fliehe 
gehenden  Coordinatencurven  haben  als  Halbirungslinien  die  Bicbtang  der 
KrUmmungBlinien  der  FlSche.  Die  Gleichung  der  KmmmuDgstiiiieD  hat 
unter    der  Annahme   dleBes  C'oordinaten Systems   sonacb   die  einfache  Form: 

Von  den  entwickelten  Formeln  werden  dann  einige  ecliOne  Anwendi 
gemacht,  die  sich  auf  einfache  Weise  ergeben. 

Das  letzte  Buch  des  ersten  Bandes,  das  fast  die  Hälfte  desselben 
einnimmt,  enthlLlt  eine  eingehende  Behandlung  der  Minimal&ächen  DBd 
nmfasBt  ziemlich  Alles ,  was  bis  jetzt  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  i§L 

Das  erste  Capitel  giebt  uns  eine  voüatändige  Geschichte  der  Theoiit 
der  Minimalflüchen  bis  zum  Jahre  1866,  in  welchem  die  achOnen  üntei- 
Buchungen  von  Herrn  Weierstrass  beginnen,  denen  sich  dann  später  die  ist 
Herrn  Schwarz  anschliesaen.  Benutzt  iat  dazu  besonders  der  Anfsaü 
des  Herrn  Beltrami:  Sülle  proprieta  generali  delle  superficie  dam 
minima  {Mem.  della  Äead,  di  Bologna.  Ser.  2,  Dd.  7.     1868). 

Sodann  wird  die  Gleichung  der  Minimalflßehen  in  Punkt  -  Goordi natu 
abgeleitet  und  zwar  die  Formeln  von  Monge,  Logendre  ond  Weier- 
strass,  aus  welch'  letzteren  sich  die  Gleichung  sämmtlicher  algebnüul)« 
und  reeller  Minimalflächen  ergiebt,  so  dass  jeder  analjtiscben  Fonctim 
eine  reelle  MinimalfiSche  entspricbt.  Durch  Ableitung  der  Gleichung  d« 
Tangentialebene  und  der  Normale  erhalt  raan  die  Gleichang  der  Miniosl- 
fischen  in  Ebenen-Coordiuaten,  die  dann  zur  einfachsten  Bestimraang  der 
KrOmmungslinien  und  der  Äsymptotenlinien  führt,  und  die  gewonoenei 
Formeln  werden  zur  Bestimmung  verschiedener  Minimalfläcben  verweadeL 
Von  den  conformen  Abbildungen  wird  zuerst  die  auf  eine  Kugel  durdi 
parallele  Normalen  durchgeführt,  die  zugleich  eine  conforme  Abbildaig 
ist,  die  die  Mini  mal  fluchen  als  solche  cbarakterisirt.  Darnach  Ifisst  licii 
die  Aafgabe  ICsen ,  die  MinimalBUcben  zu  bestimmen ,  deren  Krtimmoii^ 
linien  als  sphärisches  Bild  die  Carven  eines  gegebenen  orthogonalen  Bfnteou 
auf  der  Einbeitskugel  haben.  Als  Beispiel  dienen  die  MinimalUcbu, 
deren  Krümmungsliuien  als  sphärisches  Bild  zwei  orthogonale  Schutts 
von  Kreisen  haben,  die  zuerst  von  Bonnet  bestimmt  sind,  nsd  dia 
Enneper'scbe  Fläche  als  MinimalflSohe  neunten  Grades. 

Es  folgt  dann  die  Behandlung  der  Bieguugsfi Sehen  einer  Mioimil- 
flüche,  die  wieder  Minimalflächen  sind  (associirte  Minimalflikhen)  und  di« 
durch    Ersetzen    der   Function  F{8)    durch    e'''F{s)    entetelieo,     von    deua 

Bonnet  (1853)  zuerst  den  speciellen  Fall  a  =  „  fand,  die  er  die  adjungirte 

Fläche  nannte.  Auf  diese  wird  näher  eingegangen  und  einzelne  £igta- 
Schäften  werden  abgeleitet,  die  sich  freilich  zum  grossen  Tbeile  aech  rtn 
den   anderen    BiegaiigB&&c\iQii   ft\iaa;T«>:b.Qii  Uaseu.     Dem  J 


R«ceDaiouen. 

hier  Überhaupt  schsiueii,  als  ob  die  adjnngirte  Flftohe  zu  sehr  vor  den 
anderen  Biegncga flächen  bevorzugt  werde,  Znm  Schluss  wird  noch  die 
UmkebruDg  bewiesen,  daas,  wenn  zwei  Flüchen  so  auf  eiDander  abwickel- 
bar sind,  ilasa  die  TangeBtialebenen  in  entäprechenden  Punkten  parallel 
bleiben,  sie  nothwendig  zwei  associirte  Miniualflächen  sein  müssen. 

Der  Verfasser  kommt  dann  auf  die  Formeln  von  Monge  zurUck  u 
geht  auf  die  elegante  geometrische  Interpretation  ein,  welche  Herr  S,  Lie 
deneelbeD  gegeben  bat,  die  Erzeugung  der  MinimalMcheu  durch  zi 
Hinimalcurven.  MiDimalcurven  sind  eolcbe,  deren  Tangenten  durch  den 
Duendlich  fernen  Ereia  gehen  oder  den  imaginären  Kreis  aller  Kugeln  im 
unendlichen  schneiden,  dieselben  sind  imagiujtr,  da  ihre  L9nge  gleich  Null 
ist.  Die  Mitte  der  Verbindungsgeraden  zweier  beliebiger  Punkte  zweier 
Minimalcurven  beschreibt  eine  MinimalSäche.  Roll  die  Fläche  algebraisch 
Bein,  SD  mllssen  auch  die  Minimalcurven  algebraisch  sein,  und  damit  die 
Fläche  reell  ist.  muss  man  mit  einer  Minimalonrve  die  conjugirte 
verbinden.  Nehmen  wir  statt  zweier  Minimalcurven  nur  eine^  deren 
Punkte  wir  durch  Gerade  verbinden,  die  wir  dann  halbiren,  so  erhalten 
wir  DoppelflUcben,  die  Minimalflücben  sind.  In  der  Weierstrass 'sehen 
Bezeichnung  muss  in  diesem  Falle 

sein.     Soll  die  Fläche  ausserdem  reell  sein,  so  ist 


n*F{n)  =  <p{n)- 
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zn  setzen.  Auch  fUr  die  anderen  G 1  ei chungs formen  werden  die  Be- 
dingnngen  aufgestellt,  wann  eine  Minimalfläche  einfach  oder  doppelt  ist. 

Aus  der  Gleichung  der  Minimalcurven  wird  nun  die  Ordnung  und 
die  Classe  der  Minimalfläche  bestimmt,  wie  es  auch  zuerst  von  Herrn 
8.  Lie  geschehen  ist,  und  us  wird  gezeigt,  dass  die  einfache  MiuimalflSche 
niedrigster  Ordnung  die  von  Enneper  ist,  also  von  der  neunten  Ordnnng 
und  der  sechsten  Classe,  sowie  die  einfachste  Doppelfläche  die  Henne 
berg'sche,  die  von  der  fünften  Classe  ist. 

Nachdem  so  eine  Reihe  allgemeiner  Eigenschaften  der  Minimalflächen 
entwickelt  ist,  werden  Minimalflächen  gesucht,  die  gewissen  Bedingungen 
gentigen  und  zwar  zunächst  diejenige,  welche  durch  eine  beliebige  ge- 
gebene Linie  geht  und  in  jedem  Punkte  derselben  eine  gegebene  Tangential- 
ebene bat,  eine  Frage,  die  zuerst  von  BjQrling  und  von  Bonnet  und 
später  in  eleganter  Weise  von  Herrn  Schwara  in  seinen  Miscellen  ans 
dem  Gebiete  der  Minimalflächen  (Grelle,  Bd.  80.  1875.  S.  280)  behandelt 
ist.  Die  Sätze  von.  Schwarz,  sowie  die  von  Lie  uud  Heuneberg, 
werden  dabei  abgeleitet.  Die  folgende  Aufgabe,  alle  algebraischen  Minimal- 
fiächen  zu  bestimmen,  die  eiser  gegebeneu  algebraischen  Fläche  einge- 
schrieben   sind,    war   bisher    nur  für  den  Fall  gelöst,  desa    i«   >(_^^iäwfi(Ä 


Fische  eine  Regelfltlchs  ist,  oder,  «enD  eine  abwickelbare  Fliehe,  dm 
man  ecbon  eine  eingescbri ebene  MinimalflSche  kennte.  Der  Vertassei  iü«t 
die  Aufgabe  allgemein  fflr  den  Fall ,  dasa  die  gegebene  FlElche  eine  ab- 
wickelbare Fläche  ist.  Dieses  Problem  giebt  zogleicb  AdI&sb  tu  ebei 
neuen  Definition  der  MinimalilHcben ,  die  von  Herrn  Ribaucour  gegeben 
ist:  Die  allgemeinst«  Minimaifläche  ist  die  Enveloppe  der  Ebeneii,  die  uiif 
den  gemeinsamen  Tangenten  zweier  dem  unendlich  fernen  Kugellcretse  am- 
beschriebeoen  abwickelbaren  Flächen  senkrecht  stehen  und  von  den  B«- 
rdhrungs punkten  dieser  gemeinsamen  Tangenten  gleich  weit  entfernt  sind. 
Die  letzte  der  behandelten  Aufgaben  ist  die  von  Lagrange  anfgestelltc 
und  von  Piateau  in  praxi  gelüste,  diejenige  MinimalflSche  zu  beitimmen, 
welche  eine  gegebene  Begrenzung  hat,  und  die  bisher  und  auch  in  diesem 
Werke  nur  für  den  Fall  in  Angriff  genommen  ist,  dass  die  Begrenzniig 
ans  geraden  Linien  besteht  oder  aus  Ebenen,  welche  die  Fläche  nomul 
schneidet.  Es  werden  die  Arbeiten  von  Riemann,  den  Herren  Weier- 
strass  und  Schwarz  Über  diesen  Gegenstand  besprochen  und  vereehic- 
deue  Beispiele  durchgeführt.  Die  Lösung  des  Probleme  wird  geRIrdtH 
durch  Untersuchungen,  welche  Veränderungen  mit  F(u)  vorgeben,  wttui 
statt  «  eine  Function  von  m  eingeführt  wird,  oder  wenn  ein  andeni 
rechtwinkliges  Coord in aten System  zu  Grunde  gelegt  wird,  doch  gelingt 
dieselbe  nicht,  da  die  Etuftreteode  lineare  DifTereatialgleicbung  nicht  lü- 
gemein  integrabel  ist.  Daher  wird  nun  die  Aufgabe  umgekehrt  und  Toe 
gewissen  FormAi  der  D i Seren tialgl ei chnng  ausgegangen,  deren  Intcgnl 
man  kennt  und  untersucht,  ftlr  welche  Begrenzungen  diese  die  LUnof 
liefern.  Dadurch  erhält  man  unter  Anderem  die  Minimalfläcbe ,  deren  B^ 
grenznug  von  Geraden  gebildet  wird,  die  einer  festen  Ebene  parallel  siad 
and  von  Ebenen,  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehen,  von  welcher  du 
letzte  Beispiel  Biemannns  ein  specieller  Fall  ist.  Wellgrod. 


Magnetiaclie  Beobachtnngen  atif  der  HordBee,    angestellt   in   den  Jahn« 

1884  bis  1886,   1890  und  1891.   Vou  A.  Scbück.    Hambnrg  1893. 

Selbstverlag  des  Verfassers.     IV.  58  S.  5  Tafeln,    gr.  4". 

So    namhafte  Fortschritte    die   Lehre    vom  Erdmagnetismus   in  Dctn 

Zeit  auch  gemacht  hat.    so    hat   doch  gerade  in  deren  eigentlichem  Vatir- 

lande    die    praktische   Forscher thStigkeit    mit    jenen     keineswegs   gleicbo 

Schritt  gehalten.    Nicht  als  ob  nicht  J.  v.  Lamont  und  A.  v.  HamboHt, 

auf    deren    uuermlldlicher  Thäligkeit  das  Meiste  von  dem    beruht,    tras  n 

über   das  geomagnetische  Verhalten    des    deutschen  Bodens    wissen,  fpltet 

noch  viele  tUchlige  Nachfolger  gehabt  hätten;  aber  was  dieselben  leistettn, 

ging    mehr    aus    der  Initiative    des    Einzelnen    hervor,    und    erst  in  all«i- 

uenester    Zeit    sehen    wir    auch    staatliche    Anstalten    wieder     mehr   ditMi 

1  ihre  Aufmeiksam^eV^  i.wn^nä.ä'u..    üqc  Verfasser  der  hier  ' 
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Schrift,  durch  eine  Reihe  von  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  wissenachaft- 
liohen  Seemannskunde  wohl  bekannt,  bat  sich  das  deutsche  Meer  und  desaen 
Kfisten  gegen  des  zu  seinen)  Operationsfeldo  auserseben  und  auf  zahlreichen 
auf  einander  folgenden  Seereisen  eine  stattliche  Menge  von  Thatsacben 
fUr  seinen  Zweck  zasammengebrocbt.  Er  bielt  dabei  es  für  uotbweudig, 
sich  mit  seinen  Instrumenten  ausBobliesslich  Hotzschiffeu  anzuvertrauen,  und 
daran  tbat  er  gewiss  recht,  denn  wenn  auch  die  von  Äiry  u.  A.  e 
wickelten  Formeln  es  mSglich  niacben,  die  durch  den  permanenten  und  den 
zeitweise  inducirten  Magnetismus  bedingten  Compassfebler  auszugleichen, 
so  wird  man  es  doch  jedenfalls  für  das  Beste  halten  mUssen,  solchen 
Störungen  von  vornherein  aus  dem  Wege  zu  gehen.  Andererseits  jedoch 
wuchsen  dadurch  die  Schwierigkeilen  für  den  Beobachter,  der  nun  ( 
viele  Fahrzeuge  verzichten  musste,  die  sonst  fUr  ihn  und  seine  AbBicht«n 
geeignet  gewesen  wären. 

Die  Beschreibung,  welche  Herr  Sc  bück  von  seinen  Apparaten  giebt, 
ist  eine  sehr  eingehende,  nnd  sowohl  dadurch,  wie  auch  durch  die  Dar- 
legung der  Vorsichtsmassregeln ,  welche  auf  der  Reise  selbst  zum  Schutze 
dieser  Apparate  angewendet  wurden,  dürfte  sich  die  Schrift  der  Beachtung 
Derjenigen  empfehlen,  welche  eine  ähnliche  Studienreise  zu  unternehmen 
gedenken.  Äzimutalcompass ,  Inclinatorium  und  L  a  m  o  n  t 'scher  Theodolit 
waren  in  der  Hauptsache  die  in  Verwendung  genommenen  Inatrumente.* 
Die  Theorie  derselben  wird  vom  Verfasser  im  Besonderen  entwickelt,  wobei 
anch  auf  Probleme  Rücksicht  genommen  ward,  für  welche  sich  in  der 
Literatur  kein  ausreichender  Anhalt  vorfand;  vergl.  z,  B,  die  Berechnung 
der  WSrmecorrection  bei  Inclinationsmessungen  mit  Hilfe  des  Theodoliten. 
Einschaltend  möchten  wir  dabei  bemerken,  dass  wenn  der  Verfasser  (S.  26) 
die  „Gel.  Anzeigen",  in  welchen  ein  Lamont'scher  Aufsatz  über  eben 
diesen  Gegenstand  zu  finden  sein  soll,  nicht  kennt,  dies  leicht  zu  be- 
greifen ist,  denn  es  werden  nur  Wenige  wissen,  dasa  vor  längerer  Zeit 
aucb  die  bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  eine  periodische  Ver- 
SSentlichnng  unter  diesen  Titel  besass ,  und  offenbar  ist  auf  diese  von 
La m 0  n  t  selbst  hingewiesen  worden.  Von  entschiedenem  Interesse  sind 
die  Mittheilungen  über  die  Intensitätümessungen  auf  offener  See,  fttr 
welche  sich  der  Verfasser  verschiedener  Methoden  bediente,  denn  gerade 
nach  dieser  Seite  hin  fehlt  es  noch  sehr  an  zuverlüaaigen  Bestimmungen, 
nnd  die  I  so  dyn  amen  karten  sind,  soweit  dabei  das  Meer  in  Frage  kommt, 
vielfach  nur  als  Ergebnisse  einer  Schätzung  zu  betrachten.  Die  unserer 
Vorlage  beigefügten  Karten  dagegen,  deren  technische  Vollkommenheit 
freilich  unter  dem  Umstände  etwas  leiden,  dass  dem  Verfasser  für  die 
Pablication    seiner    mUl/evoUen  Studien    nur   seine   eigenen  Mittel    zur  Ver- 

*  Wenn  englische  Autoren  über  das  Inatmmentarium  SobQck's  die  Nase 
'Mmpfteu,  80  vergassen  sie,  das«  ein  deutscher  Privatmann  sich  eben  nach  seiner 


KQjnpften,  eo  1 
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fUgung  standen,  verdienen  das  Totlste  Vartranen;  sie  geben  die  Cnoen 
gleicher  Miasweisnag,  Neigung  und  horizontaler  IntcnsitSt  fdr  den  Erri- 
räum  zwischen  48"  und  61"  nördlicher  Breite  eineraeit3,  Kwiechen  +11° 
Länge  (v.  Gr.)  andererseits.  Soweit  dabei  das  Festland  in  Betracht  kommt  and 
die  eigenen  Beobachtungen  nicht  auareichteu,  hat  der  Verfasser  solch« 
von  den  besten  PacbroSnnern  der  betreffenden  Staaten  zu  Hilfe  genommen, 
wie  denn  für  die  Niederlande  Dr.  van  Rijkevorsel  die  noch  nicht  dei 
Oeffentlichkeit  übergebeue  magnetii^che  Aufnahme  dieses  Landes  zur  tiieil- 
weisen  Verfügung  stellte.  Bei  solcher  Sachlage  hat  man  alles  Recht,  in 
der  Schrift  des  Heri-n  Schuck  einen  werthTolien  Beitrag  zur  Physik  der 
Erde  zu  erblicken. 

München.  ^'-  S-  GBhtbeb. 

A  treatiio  on  analytical  Btatics  witli  nnmerons  examplei,  by  Eoviu 
JotiN  ßouTH.  Vol.  II.  Cambridge,  at  the  uaiversity  press.  1^92.2246. 
Das  Bach  enthält  die  in  den  ersten  Band  nicht  mehr  aurgenommenB 
drei  Capitel,  Attractions,  Bending  of  rods,  ÄBtatics.  Bei  dem  entm 
Capitel  hat  der  Verfasser  mancherlei  beigefügt ,  was  nicht  leicht  zu  findei 
ist,  weshalb  er  sich  entschlossen  hat,  ein  ausführliches  Inhaltsverzeicbniu 
beizufügen,  welches  der  VoUsUindigkeit  wegen  auch  die  beiden  andetm 
Capitel  umfaasL  Der  Verfasser  war  bestrebt,  zu  jedem  Besnltat  den 
ursprünglichen  Autor  anzugeben,  was  sehr  anzuerkennen  ist.  Die  Beispielt 
sind  grSsstentheils  den  Examenanfgaben  an  der  Universität  Cambridge 
entnommen.  Die  Süssere  Ausstattung  ist  ebenso  sorgfSltig  behandelt,  wie 
die  des  ersten  Bandes.  B.  Nbbil 

Lehrbuch  der  Physik.  Von  J.  Vioi,le.  Dentscbe  Ausgabe  von  fflnCAssistenlu 

der  physikalisch -technischen  Reichsanstalt.    Erster  Tbeil:  Mecbaoik 

Zweiter    Band:    Mechanik    der   flüssigen   und    gasrörmlgeD   KSifir. 

Mit    309   TextSguren.     Berlin    1893,    Verlag   von    Julius   Spring«. 

489  B.  Preis  10  Mk. 
Daes  der  zweite  Band  eicht  mehr  in  einzelnen  Lieferungen  erschieDU 
ist,  kann  nur  als  im  Interesse  der  schnellen  Verbreitung  des  BaAm 
liegend  empfunden  werden.  Die  übersichtliche  Anordnung  des  Stuf« 
der  schöne  und  reine  Druck,  sowie  die  saubere  Durchführung  der  bild- 
lichen Darstellungen  stehen  der  eleganten  Schreibweise  gut  an.  Vi' 
Schattirung  der  Glasgefässe  ist  vielfach  so  oigenattig,  dass  man 
Biss  statt  den  Schatten  vor  sich  zu  haben  glaubt.  Bezüglich  der  gedi 
Darstellung  wird  auf  die  Besprechung  des  ersten  Bandes  des  ersten ' 
verwiesen.  » 

Hoffentlich  gelingt  es  dem  Verleger,  den  zweiten  Theil 
buches ,  welcher  die  Akustik  und  Uptik  umfassen  soll ,  im 
Jahres  der  OeffenlUchkeit  z\i  ü\iev%e\ieQ,  g^ 
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Angaben  ans  der  theoietiachen  Uechanik  nebst  Anflösuiigeii.   Von  Zeoh. 

Zweite  ÄuHage  unter  Mithilfe  von  C.  Cranz.    Stuttgart  1891.    Verlag 

von  J.  B.  Metzler.     225  8.    Preis  4  Mk.  20  Pf. 

Die  zweite  Auflage  ist  gegenüber  der  ersten  nicht  nnr  durch  einzelne 

Beispiele,    sondern    anch  durch  neue  Capitel  vermehrt  worden.     Die  neuen 

Aufgaben  sind  gross tentbeils  den  PrUfangen  bei  dem  realistischen  Profeasorata- 

Giamen    in   Württemberg    entnommen,    weshalb  diese  Sammlung  ein  guter 

;    Prüfstein   fUr   die    betreffenden  Candidateu    sein    wird.     Die   beiden  Capitel 

1   Ober  Graphostatik  und  über  meohanisclie  Principiea   rdbren  von  C,  Cranz 

her.     Leider  sind    die  Buchstaben    und    deren  Indicee   bei  den  Figuren  oft 

so   klein   ansgefallen,   dass   man  sie  nur  Bueserst  schwierig  erkennen  kann, 

E.  B.  Fig.  7 — 13.      Den    Aufgaben   sind    die    Lösungen    beigefügt,    so    dass 

sich  das  Buch  besonders  zum  Selbststudium  der  Studirenden  eignet. 

_^  B.  I^EBBL. 

BlemeiLtarpliyBilc  unter  Zugrundelegung  des  Orundriases  der  Experimental- 
physik von  E.  JocBUAKM  und  0.  Hermbb,  für  den  Aufangs Unterricht 
in    höheren     Lehranstalten,     heransgegeben    von    0.  Hebhes.      Mit 
186  Holzschnitten.    Berlin  18E)2.     Verlag  von  Winkelmann  &  Söhne. 
188  S.    Preis  2  Mk. 
Das  vorliegecde  Büchlein  verdankt  seine  Entstehung  der  Einfßhrang  der 
neuen  LehrpUne  in  Preusseu.     Im  Text  schliessL  es  sich  eng  an  den  allseitig 
sehr  beliebten  Orundrias  der  Experimentalphysik  von  E.  Jochmann  an,  aus 
dem    auch  die  Figuren  eutnommeD  sind.     Das  letztere  Buch  bildet  die  Er- 
gSoznng    dieser    Elementarph;aik.      In    der   Wahl    des    Stoffes    hätte    nach 
nnaerem   Dafürhalten    mehr   Rücksicht  auf  das   tSglicbe  Leben  genommen 
werden  sollen,  so  ist  die  elektrische  Beleuchtung  nicht  ihrem  Werthe  nach 
behandelt,   die  Glühlampe   konnten   wir  nicht  finden.     Zu   wünschen   wJlre 
fQr    eine   Neuauflage,    dass    der  Herausgeber    diesem  Gesichtspunkte    seine 
An&nerksamkeit  zuwenden  mächte.  B,  Nebbi.. 


Omndzüge  der  Moleciilar.FbyBik  and  der  mathematischen  Chemie,  dar- 
gestellt von  W.  C.  WiTTWBR.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage. 
Stuttgart  1S93.    Verlag  von  Konrad  Wittwer.    304  8.    Preis  6  Mk. 
Die    zweite   Auflage    enthält    als    Erweiterung    diejenigen    Ergebnlase, 
welche  eeit  dem  Erscheinen  der  ersten  Auflage  von  dem  Verfasaur  gefunden 
wurden.     In  der  Einleitung  begründet  der  Verfasser,   weshalb  er  nicht  der 
modernen    Richtung    zu    folgen    vermag,    welche    mehr    und  mehr  von  den 
Pemewirkungen  bei  physikalischen  KraftSuaserungen  abgebt.    Er  sucht  den 
Hacbweis    zu    liefern,    dass    die    modernen  Ausdrücke   eich    alle  auf  Ferne- 
wirkungen   zurückfuhren  lassen.     Im  Verfolg   seiner  Anschauungen  gelangt 
der  Verfasser  zu  neuen  Vorstellungen  Über  den  Aetber  und  deaaea  Di<iUt\%- 


keit  im  intermolecalareD  Zustand,  Bei  der  ZueammenfasauDg  der  mifc^ 
heutigen  Auschauaugen  im  Widersprncb  Bteheaden  Resultate  auf  S.  34  n 
wohl  unter  4  das  letzte  Wort  büu"  statt  „ab"  heisBen.  Sehr  interesäant 
sind  die  Beziehungen  zwischeu  den  Ma^isen-  uud  Äetbertheilcben.  Die  Coc- 
Btitution  der  Körper  bildet  die  Brücke  la  dem  groäsen  Abschnitt,  welcbei 
den  GruadzUgen  der  Chemie  gewidmet  ist.  E^iu  ebeuso  grosser  Abschnitt 
beschäftigt  sich  mit  der  Wfirine,  während  daa  We^en  der  Elektricit&t  in 
einem  kleinen  Scbluasabscbnitt  in  die  Betrachtungen  hereingezogen  wird. 
Alle  die  interessanten  Resultate  und  Scblussfolgerungen  mitzatheilen, 
würde  hier  zu  weit  führen;  wollten  wir  aber  einzelne  herausgreifen,  m 
W&rde  der  Gegensatz  zu  den  heutigen  Anschaaungen  za  schroff  und  unver- 
mittelt sein.  Daher  mUssen  wir  das  Lesen  des  Baches  aufs  Wärmste 
empfehlen.  ^^__„  B.  Nebel 

Sie  Beitimnmng  des  Uolecnlargewiohts  in  theoretisolier  und  praktiiDhei 
fieiiehang  von  E.  Windisou.  Mit  eioem  Vorwort  von  E.  Seu. 
Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Berlin  1892.  Verlag  tm 
Julius  Springer.  542  S.  Preis  1 2  Mk. 
Die  neuen  Methoden  zur  Bestimmung  des  Molecul  arge  wicht«  und  die 
sich  daran  anschliessenden  Schlussfolgerungen  sind  für  die  theoretiub* 
Chemie  von  solcher  Wichtigkeit,  dasa  sich  auch  der  lediglich  in  der  ^in 
arbeitende  Chemiker  wenigstens  mit  den  Resultaten  bekannt  machen  miiM. 
wenn  er  nicht  in  kurzer  Zeit  als  mit  veralteten  Anschauungen  bebafkl 
erklärt  werden  will.  Um  nun  'las  Studium  der  MolecuIargewtcUt- 
Bestimmung  zu  erleichtern ,  hat  es  der  Verfasser  unternommen ,  in  einbeitlidxt 
Form  die  geschichtliche  Entwickelnng  der  Methoden  der  Molecalarge wicht»' 
Bestimmung  kritisch  zusammen  zu  stellen,  an  deren  Spitze  sieb  die  Vxt- 
wickelang  der  Moleculartheorie  befindet.  Mit  Bienenäeiss  hat  der  Verhus 
Alles  zusammengetragen  und  Überall  mit  Literaturvermerbe  versehen,  k 
dass  auch  Derjenige,  welcher  auf  diesem  Gebiete  selbst  forschend  Ihltg 
ist,  den  grUsEten  Nutzen  von  diesem  Bucbe  haben  wird.  DenjenigCD, 
welche  sich  erst  in  dEis  Gebiet  der  physikalischen  Chemie  einarbeiten  mOStt, 
ist  das  Studium  durch  dieses  Werk  wesentlich  erleichtert,  denn  sie  findia 
wohl  Alles,  was  auf  diesem  Felde  geschaffen  wurde.  Die  Süssere  Aw- 
stattung  ISsst  nichts  zu  wünschen  tlbrig.  q_  Kebil. 


Beiträge  eut  Theorie  dei  centro-dynamisohen  Körper.  Von  Alex.  Wsknicil 
Wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Programm  des  Herzoglichen  Neou 
Gymnasiums    zu    Braunscbweig   1892.     Braunscbweig  1892, 
Heinr.  Meyer.    36  S. 
Kach  einer  geschichtlichen  Entwicklung  des  centro-dynomiscIienChanktai  J 

der  £Orper  geht  der  VeiiaBset  liSAiin  au?  di«  Frage  ein:    .WaloliHii 


ßecensionetl.  36 


allgemeinen  Beziehungen  zwischen  Körper -Formationen  und  Beschleunigangs- 
Gesetz,  welche  die  Existenz  centro •  dynamischer  Körper  bedingen?''  Diese 
allgemeine  Aufgabe  Ifisst  sich  zurückführen  auf  die  Beantwortung  der  Frage : 
„Welche  Form  hat  das  Gesetz  q){Q)  der  elementaren  Beschleunigung  für 
eine  homogen  belegte  Kugelfifiche,  wenn  dieselbe  in  Bezug  auf  ihren  Mittel- 
punkt centro  -  dynamisch  ist  ?  "  Aus  dem  Gesetz  9  (^)  =  jB  .  p  +  C  •  -^^ 
folgt  für  den  Sonderfall  w  =  3:  ^ 

I.  Die    äussere   Umgrenzung   jedes    (endlichen)    centro  •  dynamischen 
Körpers  ist  eine  einzige  geschlossene  Oberfläche,    in  deren  Innen- 
raum das  dynamische  Centrum  liegt. 
II.  Das  dynamische  Centrum  eines  centro  -  dynamischen  Körpers  fällt 

mit  dem  Schwerpunkte  desselben  zusammen. 
III.  Das  Trägheits-Ellipsoid,    dessen  Centrum    mit  dem   dynamischen 
Centrum  eines  centro  •  dynamischen  Körpers  zusammenfällt ,  ist  stets 
eine  Kugel. 
Aus  den  weiteren  Betrachtungen  folgt  die  Behauptung:    „Nur  bei  dem 
elementaren  Beschleunigungsgesetze 

(p{q)  =  B.q  +  C"^  bezw.  g>{9)  =  B.g  +  C*-f^—^ 

giebt  es  in  unserem  Baume  centro  -  dynamische  Körper  bezw«  in  n  fachen 
Mannigfaltigkeiten  centro  -  dynamische  Gebilde.  **  B.  Nbbbl. 


Omndlehren  der  mathematischen  Geographie  und  elementaren  Astronomie, 

für  den  Unterricht  bearbeitet  von  Sieqmund  Günther.  Dritte 
durchaus  umgearbeitete  und  revidirte  Auflage.  München  1893.  Ver- 
lag von  Theodor  Ackermann.     133  S.  und  2  Karten.     Preis  2  Mk. 

Verfasser  hat  diese  dritte  Auflage  den  Forderungen  der  neuen  Schul- 
ordnung in  Bayern  angepasst,  weshalb  das  Werkchen  gegenüber  seinem 
früheren  Umfang  wesentlich  gekürzt  wurde.  Ein  Hauptwerth  wurde  darauf 
gelegt,  dass  dem  Schüler  für  Uebungsmaterial  gesorgt  wurde.  Zur  An- 
regung sind  zwei  Sternkärtchen  beigefügt,  bei  denen  es  aber  für  den  Schüler 
von  Werth  gewesen  wäre,  wenn  die  einzelnen  Sternbilder  durch  dünne 
Linien  umgrenzt  wären.  Vielleicht  nimmt  der  Verfasser  Anlass,  diesem 
Wunsche  bei  einer  Neuauflage  zu  entsprechen!  B.  Nebel. 


Elektricit&t  und  Hagnetismus  im  Lichte  einheitlicher  Naturanschauung 
von  Th.  Schwartzb.  Berlin  1892.  Verlag  von  A.  Seyder  (Poly- 
technische Buchhandlung).    62  S.    Preis  1  Mk.  80  Pfg. 

Nach  den  heutigen  Anschauungen  in  der  Physik  lässt  sich  Schall ,  Licht, 
Magnetismus  und  Elektricität  auf  Bewegnngserscheinungen  zurückführen, 
weshalb    die   scheinbar    eine    Ausnahme   bildende    Gravitation  ^<^tl  -hy^^sql 


Seiten  scbon  als  eine  Bewegimgserscheinnng  zd  erkiäreo  rersacht  vorde. 
In  dem  erEten  Capitel  sncbt  der  Yerfaaser  die  Gravitation  als  eine  Stoio- 
wirkting  des  Aethers  darzustellen,  so  dass  sich  die  Massen aDziebang  mit 
Hilfe  der  Mccbantk  erklären  liesse.  Bei  diesen  Untersnchungen  wird  mis 
direct  auf  das  Rotationsproblem  gelangen ,  dem  der  Verfasser  das  iweite 
Capitel  gewidmet  bat.  Das  dritte  Capitol  bebandelt  Elek tri citSt  uudMagneÜe- 
mus.  Darin  entwickelt  der  Verfasser  eine  Änschanung,  die  uns  nnrer- 
ständlicb  ist  und  mit  den  beutigen  Anscbauungen  sieb  nicht  im  Einklang 
befindet.  Es  soll  nämlicb  eine  WiDkclfunution  die  Dimension  einer  Zeit 
besitzen.  Natürlich  sind  aucb  die  Folgerungen  daraus  solche,  welche  sicii 
mit  den  heatigeo  For&cbungsergeboissea  nicht  decken.  Q,  Nebel. 


Das  rftnmliohe  Wirkea  nnd  Wesen  der  Elektrlcität  nnd  des  HagnetUmBi 

von  Max  Möller.  Mit  8  Textabbildungen  und  3  Tafeln.  Hannom- 
Linden  1892.  Verlag  von  Mauz  &  Lange.  73  S.  Preis  3  Mk,  50  Pfg. 
Ans  den  vielfachen  Beobacblungen,  welche  der  Verfasser  als  Wasserbau- 
Ingenieur  bei  den  Wasserwellen  gemacht  hatte,  drilngte  sich  ihm  die  ^age 
auf,  ob  denti  das  Wirken  und  Wesen  der  Elektricität  und  des  Magnetiamu 
nicht  auf  ähnliche  Gewegungeu,  die  der  Aetber  auszuführen  h&Lte,  hiDUu 
komme,  Seine  Vermuthung  fand  noch  Unterstützung  durch  die  Seballwellcn 
in  der  Luft  und  durch  sonstige  meteorologische  Studien.  Bei  diesen  Onlfr- 
auchungen  betrachtet  der  Verfasser  die  ElektricitSt  als  eine  Wellenreibe  im 
Aetber,  und  zwar  ist  der  galvaniticbe  Strom  aufgefasst  als  üne  foiV 
schreitende  Welle,  während  die  atatische  Elektricität  mit  stehenden  Welles 
übereinstimme.  Die  ElektricttSt  und  der  Magnetismus  wird  hier  von  eiofn 
ganz  anderen  Standpunkte  aus  behandelt,  als  dies  gewöhnlich  gescbidit, 
so    dass  der  Physiker   vom  Fach  sicherlich  neue  Anregung  erfahrt. 

B.  Nebsl 

PbyiikaUicIi-akonomüche   Studien.     Die  Bedeutung   der  ElektricitU  Üt 

das    Eociale    Leben.     Von    J,  Sanot.     Konstanz    1S92.      Verlag   m 

Ernst  Ackermann.    60  S.    Preis  1  Mk.  50  Pfg. 

Der  erste  Tbeil  umfasst  eine  analytisch -synthetische  EntwickloDgaDit 

physikalisch -ökonomischen    Standpunktes,    von    welchem    aus    tbeoretiECbt 

Schlüsse  gezogen  werden ,  wie  z.  B.  der  Werth unterschied  Kwischen  Arbeiti- 

kraft  und  Arbeitserzeugniss  muss  ein  unendlich  grosser  werden.   Von  diewn 

Standpunkte  aus  unternimmt  der  Verfasser  eine  historische  Prtlfnng  dieaei 

Satzes.      In    der  ElektricitSt    glaubt    der  Verfasser   eine  Kraft   zu   be»itKi, 

die  nichts  kostet  nnd  nnkörperlicb  ist,  sie  allein  ktinne  nur  zum  Ziele  fDhru. 

—  Derartige  Pbautasiegebilde  wollen  wir,  die  wir  noch  dem  festen  Bodu 

nnter  den  Füssen  haben ,  nicht  mit  rauher  Hand  zerstören. 


L  .. 
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FriniiipleB  of  the  Algebra  of  FhyRica.  By  A.  Macfarlahb.  Frinted  by 
tfae  salem  press  pnbliehing  and  printing  Co.,  8a1em  Mass  1891. 
Verfasser  ist  bestrebt,  die  Algebra  dahin  zb  erweitern  und  zn  Yerall- 
gemeinem,  doss  sie  die  Quaterniocea ,  die  0 r aas mann'scbe  Methode  nnd 
die  Determinantea  vereinigt  and  steh  anwenden  ISsst  auf  physikalische 
Grössen  im  Raum,  dass  sie  aber  zur  gewöhnlichen  Algebra  wird,  sobald 
man  gpecialiairt.  B.  Hebel. 

Die  Wärmequelle  der  Gestirne  in  mechanischem  Maass ,  ein  Beitrag  zu 
mechanischen  Wörmetheoi-ie.  Von  W.  Gef.  Heidelberg  nnd  Leipzig 
1892.  Verlag  von  August  Siebert.  11  S.  Preis  1  Mk. 
Verfasser  geht  von  der  Anschauung  aus,  dass  die  Schwerkraft  e 
zum  anziehenden  Körper  hintreibende  Kraft  ist,  welche  von  der  Sonne  ver- 
nichtet wird,  wobei  von  der  Sonne  Arbeit  geleistet  wird.  Diese  Arbeit 
berechnet  nun  der  Verfasser  und  setzt  sie  in  Vergleich  mit  der  von  der 
Sonne  abgegebenen  Calorien.  Eine  Üebereinstimmung,  die  nicht  einmal  in 
der  Dimension  auftritt,  sei  deshalb  unmöglich,  weil  unsere  Afessinstrumente 
für  den  grössten  Theil  der  von  der  Sonne  ausgehenden  Strahlen  durch- 
IBssig  seien.  Das  Ergebniss  fitsst  der  Verfasser  in  folgenden  Zusätzen  zur 
mechanischen  Wiirmetheorie  zusammen:  «Dem  Energieverluat  der Weltkßrper 
durch  Auestrahlung  steht  gleichnerlhig  gegenüber  Energieerzeugung  inner- 
halb der  Gestirne  durch  die  Schwerkraft"  und  „Die  Arbeit,  die  der  Körper 
im  Widerstand  gegen  Druckkräfte  verbraucht,  ist  umgesetzte  Energie  der 
Schwerkraft."  _ _  ß.  Nebel. 

Lehrbnoh  der  Physik  für  höhere  Lehranstalten,   sowie  zur  Einführung  in 
das    Studium    der   neueren    Physik.     Von    H.  Börner.     Mit   470  in 
den  Teit  gedruckten  Abbildungen.    Berlin  1892.    Verlag  der  Weid- 
mann'schen  Buchhandlung.    584  3.    Preis  6  Mk. 
Dieses  Pbysikbuch   ist  mit  Rücksicht  auf  die  neuen  LehrplSne  in  den 
preuseiscben    Schulen    geschrieben    worden    und    zerfQllt    demnach    in    zwei 
(fortschreitende)   Stufen.     Die  erste  Stufe,   welche   einen   mehr   inductiven 
Charakter  trügt,  umfasst  Alles,  was  ein  gebildeter  Mensch  von  Physik  wissen 
soll ,    wahrend    die   zweite  Stufe ,    die  ein  mehr  deductives  Gepräge  besitzt, 
für  die  oberen  Classen  bestimmt  ist,   wo  sich  auch  die  Mathematik  besser 
verwenden    ISsst,     Das  Buch   ist  aber  auf  beiden  Stufen  doch  so  reich  mit 
Stoff  versorgt,  dass  schon  der  Verfasser  diejenigen  Partien,  die  ohne  Wei- 
teres Übergangen  werden  können ,  durch  ein  Sternchen  versehen  hat.     Nach 
unserer  Auffassung    hStte    der  Verfasser   bei    dem    absoluten  Maass-System 
auch  auf  die  Dimensionen  eingehen  sollen;  denn  dadurch  erhsit  der  Schüler 
erat  den  richtigen  Einblick  in  das  Wesen  desselben  and  erkennt  den  damit 
verbandenen    grossen    Vortheil    bei    der    rechnerischen    Verwandlung    der 
Energieformen.      Bei    dem     so    inhaltsreichen    Buche    wird    diesec   wvi,bi^\%'^ 


J 
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Theil  der  Physik  um  so  mehr  yermisst,  wir  hoffen,  dass  der  Verdaaser  bei 
einer  Neuauflage  diesen  Wunsch  berücksichtigen  werde.  B.  Nbbel. 


Einleitung  in  das  Studium  der  modernen  Elektrioitätslehre  von  Jokaz 
O.  Wallbntin.  Mit  253  in  den  Text  gedruckten  HolzschniUeo. 
Stuttgart  1892.    Verlag  von  Ferdinand  Euke.    560  S.   Preis  12  Mk. 

Zur  Zeit   ezistiren  nicht  viele  Phjsikbücher,   welche  dem  Schüler  den 
üebergang   von  der  Experimentalphysik   zu   der   theoretischen  Physik  er- 
leichtern.    Die  Bücher  über  theoretische  Physik  sind  bezüglich  der  mathe- 
matischen Ansprüche  vielfach  nur  für  die  eigentlichen  Fachleute  bestimmt 
und  nehmen  auf  solche,  welchen  die  Kenntnisse  in  der  höheren  Mathematik 
abgehen,   keinerlei  Rücksicht     Nun  giebt  es  aber  eine  grosse  Zahl  unter 
den  Studirenden ,  welche  etwas  tiefer  in  die  Physik  einzudringen  wünschen, 
als  dies  bei  der  Experimentalphysik  möglich  ist.    Für  einen  solchen  Leier- 
kreis ist  das  vorliegende  Werk  bestimmt,  das    die  gewaltigen  Fortschritte 
der  Elektricitätslehre    in  der  Neuzeit   zum  Gegenstande   hat.     Die  mathe- 
matischen Kenntnisse,  welche  bei  dem  Abschluss  eines  Gymnasiums  erltngt 
werden,  reichen  vollstftndig  aus,  um  das  Werk  mit  Nutzen  lesen  zu  könnes. 
Auf  angehende  Elektrotechniker  ist  besondere  Bücksicht  genommen,  die 
Maschinen   und    Messmethoden    sind    relativ  eingehend   behandelt  wordes; 
auch  wurde  den  elektrischen  Einheiten,  der  Wichtigkeit  entsprechend,  eis 
besonderes    Capitel   zugewiesen.     Ausserdem  zeichnet  sich  das  Werk  durch 
einen   deutlichen  Druck   und  sorgfältig  ausgeführte  Figuren   aus,  so  dass 
es  Vielen  sehr  zweckdienlich  sein  wird.  B.  Nebil 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Ueber  die  Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  ArzacheL 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein. 


Einleitung. 

Wohl  die  Geschichte  jeder  Wissenschaft  hat  einige  homines  veteres  auf- 
zuweisen,  über    die  nicht  selten    in    um  so   bestimmterer  Ausdrucksweise 
geschrieben  wird,  je  weniger  man  von  ihnen  weiss,  je  mangelhafter  die 
Anhaltspunkte  sind,  welche  kärgliche  Nachrichten  von  ihren  äusseren  Lebens- 
umständen uns  gewähren.     Als   ein   solcher  Mann  erscheint  in  der  Astro- 
nomie des  Mittelalters  der  Arabo-Hispanier  Arzachel  (corrumpirten  Namens), 
dessen  Gestalt  immer  noch  merklich  verstärkter  Beleuchtung  bedarf,   um 
hinreichend  scharf  begrenzt  wahrgenommen  werden  zu  können.    Ueber  seine 
Lebensdauer,   deren  Fizirung    im   11.  Jahrhunderte   und    die    Zeit    seiner 
wissenschaftlichen  Thätigkeit  sind  wir  so  gut  wie  gar  nicht  unterrichtet. 
Letztere  vermuthe  ich  zwischen  1060  und  1080,  ihren  Schauplatz  aber  im 
überwiegenden  Maasse    in  Toledo,    woselbst    er    u.  A.   im  Jahre  1080  die 
geocentrischc  Länge  des  Regulus  (le  lieu  de  R6gulus  k  132^33'  de  T^quinoxe 
vrai)  zu  132*33'  bestimmt  haben  soll,  wie  der  jüngere  6'JdJöo^,  wahrschein- 
lich in  der  Absicht  damit  stillschweigend  den  Beweis  für  die  Vortrefiflichkeit 
der    angewandten   Methode    (eines  Ausgleichungsver&hrens)  zu  erbringen, 
mittheilt. ^)     Schade,   dass  der  „wahre  Ort^'  in  Länge  um  4^5  zu   klein 
erhalten    wurde!     An    eine    mögliche    Verwechselung    von    2    und    6    im 
Arabischen,   d.  h.  an    einen   nur  scheinbaren  Bestand  jenes  bedauerlichen 
Misserfolges,   dabei  zu  denken,   möchte  ich  nicht   befürworten.     Dass  ich 
bei  meiner  Yergleichung  nur   das  mittlere  Aequinoctium  für  den  Jahres- 
anfang   im  Auge   haben   konnte,  dürfte  kaum  nöthig   sein    hinzuzufügen, 
eben  so  wenig  wie  die  Bemerkung,  dass  das  „wahre  Aequinoctium*'  S6dillot's 
nicht  im  Sinne  unserer  heutigen  Terminologie  aufzufassen  ist.  Befreit  man 
nämlich   die  beobachtete   Position  irgend   eines  Gestirnes  von  den  Instru- 
mentalfehlern, sowie  von  dem  Einflüsse  der  astronomischen  Refraction  und, 
wenn  nöthig,  von  dem  der  Parallaxe,  so  heisst  dieselbe  jetzt  auf  das  schein- 
hare  Aequinoctium   zur  Zeit   der   Beobachtung,    oder    auf   die   scheinbare 
Durchschnittslinie  von  Aequator  und  Ekliptik  bezogen,  —  während  früher, 
so   lange    das  uralte  Dogma   von    der   unendlich  grossen  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Lichtes  noch  unbeanstandet  galt,  die  am  InairsuB^KCi^f^ 

BisiUl.  Ablh.d.Z«itiehr.f.lf»th.a.  P^Jt.  W.Jabxg.  I«d4.  %.U«tl.  ^ 
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abgelesene  und  entsprechend  verbesserte  Coordinate  eines  Objectes  tm 
Himmel  schon  dessen  voahrtn  Ort  zur  angegebenen  Epoche  reprSsentirU. 
Da  ferner  der  Glaube  an  die  momentane  Ausbreitung  des  Lichtes  einen 
eben  so  grossen  Zeitraum  hindurch  seine  Herrschaft  behauptete,  aU  das 
periodische  Schwanken  der  Erdachse,  die  Nutation,  unbekannt  blieb,  so 
war  der  aus  der  Beobachtung  hervorgehende  Ort  auch  zugleich  der  mittlere. 

Hinsichtlich  der  Beinamen  unseres  Toledaner  Astronomen  herrscht  bei 
Allen,  die  sich  mit  ihm,  aber  grösstentheils  in  recht  unbefriedigender 
Weise ^),  beschäftigt  haben,  nahezu  üebereinstimmung ;  sie    lauteten  ^  - 

Zarkäh  oder  sJl3.j  Zarkälo  und  ^ÜlJI  an-nakkäs.     Der  erste,  wenn  auch 

in  der  (mindest-)verderbten  Schreibweise  „Arzachel",  wurde  von  Anfang 
an  von  europäischen  Schriftstellern  conservirt,  den  zweiten,  der  verschiedene 
Uebersetzungen  zulässt^  mag  er  sich  entweder  durch  wirkliches  Talent  ztun 
Malen  oder^  was  wahrscheinlicher  ist,  durch  seine  mechanische  Kunstfertig- 
keit in  der  Herstellung  metallener  Astrolabien  und  im  Aofreissen  der 
nöthigen  Linien  darauf  erworben  haben.  Seine  eigentlichen  Namen  an- 
langend, halte  ich  mich  an  das,  was  M,  Steinschneider^)  zu  Recht  erkannt 
hat;  danach  hiess  er  Äbü'l  Käsim  Ihn  * Ähdi'r  -  Bahman.  Dieses,  die 
früheren  schwankenden  Angaben  endlich  berichtigende  Ergebniss  scheint 
nicht  allgemein  angenommen  oder  genügend  bekannt  geworden  zu  sein; 
denn  noch  bei  R.  Dozy  (Supplement  aux  dictionnaires  arabes.  Lejden, 
1881.  2  Bände  in  gr.  4^)  lese  ich  Abou-Ish&c  Ibrählm  ibn-Tahy&  an- 
Naccäch,  sürnommö  Ibn-az-Zark61. 

Als  sicher  bekannt  lässt  sich  von  Zarkäll  registriren,  dass  er  etwa 
um  das  Jahr  1080,  gelegentlich  der  Yergleichung  der  aus  seinen  eigenen 
Beobachtungen  folgenden  Sonnen -Excentricität  mit  der  cU'BaUdni's*),  ein 
Zurückgehen  des  Apogaeums  der  Sonne  constatirt  zu  haben  glaubte  und 
dadurch  das  Zustandekommen  der  sogenannten  Trepidations-Theorie  der 
Fixsterne  wesentlich  gefördert  hat.  Letztere,  dem  Boden  griechischer 
Astronomie  entsprossen,  war  schon  Tdhit  hen  Korra  {b3  ^^  v:;*oIjj  E^^- 
836  zu  Harr&n ,  gest.  901  zu  Bagdad)  plausibel  erschienen ,  der  mit  Zq- 
hülfenahme  einer  beweglichen  Ekliptik,  die  sich  abwechselnd  über  die  feste 
erhob  oder  unter  sie  herabsenkte,  die  Aequinoctialpunkte  um  Betrftge,  die 
bis  zu  10^45'  steigen  konnten,  vor-  oder  rückwärts  schreiten  Hess,  an  die 
Stelle  der  fortschreitenden  Rückwärtsbewegung  der  Aequinoctien  in  der 
Ekliptik  also  eine  oscillirende  um  ein  mittleres  Aequinoctium  setzte.  Um 
seine  Beobachtungen  mit  denen  des  al-Battänl  in  Einklang  zu  bringen,  gab 
Zarkäll  dem  Mittelpunkte  des  excentrischen  Kreises  eine  Bewegung  aof 
der  Peripherie  eines  kleinen  Kreises  und  verfuhr  sonach  ähnlich,  wie 
Ptolemaeus  beim  Monde. 

Zarkäll   theilt   das   Schicksal   aller   halb   mythischen    Persönlicbkeites: 
die  Einen  heben  ihn ,  sozu^ageu^  m  den  Himmel ,  die  Anderen  weisen  ihm 
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ein  recht  bescheidenes  Plätzchen  hienieden  an.  Zu  den  ersteren,  so  viel 
steht  fest,  gehörten  seine  Fachgenossen  im  Orient,  die  ihm,  wovon  man 
sich  mehrfach  überzeugen  kann,  rückhaltlose  Anerkennung  zollten;  so 
schätzt  ihn  z.  B.  Abü'l  Hasan  'All  (bekannter  marokkanischer  Astronom 
des  13.  Jahrhunderts)  als  einen  Gelehrten  ersten  Banges.  Ihnen  ist  im 
Abendlande  der  jüngere  86dillot  beizuzählen,  der  zwar  kein  Astronom, 
dafür  aber  mit  der  Verleihung  des  Prädicates  ^, berühmt^ ^  an  orientalische 
Astronomen  um  so  freigebiger  war.  Von  den  Vertretern  der  zweiten 
Partei,  mit  entgegengesetzter  Ansicht,  will  ich  nur  Delambre  nennen,  der 
in  seiner  Histoire  de  Vastronomie  du  moyen  äge  (Paris,  1819;  gr.  4®.  Mit 
17  Figuren-Tafeln.)  zu  der  Vermuthung  gelangt,  „dass  er  nichts  weiter 
war,  als  ein  ungeschickter  Beobachter*^  Das  Mittel  aus  diesen  divergiren- 
Gien  ürtheilen  wird,  denke  ich  mir,  das  Richtige  treffen.  Um  Zarkäll's 
Leistungen  in  der  theoretischen  Astronomie,  und  damit  ihn  selbst,  nach 
Verdienst,  würdigen  zu  können,  ist  eine  ganz  andere  Klärung  des  that- 
Bächlichen  Sachverhaltes,  vor  Allem  eine  objectivere,  erforderlich,  als  sie 
augenblicklich  das  gesammte  Material  über  ibn  zu  bieten  vermag;  aber  zur 
Erreichung  dieses  Zweckes  dürfen  nicht  ausscMiesslich  philologische  Kräfte 
Hand  an's  Werk  legen,  so  bereitwillig  ich  auch  anerkenne,  dass  wir  die 
wenigen  Lichtstrahlen,  die  bis  jetzt  auf  Z.  gefallen  sind,  fast  allein  dem 
Eifer  der  Orientalisten  zu  verdanken  haben.  Das  diciiur  muss  noch  gar 
zu  oft  bei  ihm  aushelfen,  ja  wir  sind  nicht  einmal  im  Stande  genau  an- 
zugeben, welche  Tafeln  (die  zu  wiederholten  Malen  ins  Lateinische  übersetzt 
und  in  einigen  Manuscripten  uns  erhalten  sein  sollen)  er  eigentlich  verfasst 
habe,  ob  die  ,,Toledanischen*'  von  ihm  herrührten,  u.  s.  w.?  Letzteres  ist, 
wenigstens  fUr  mich,  durchaus  nicht  erwiesen. 

Wenn  ich  hier  versuche,  in  dem  soeben  angedeuteten  Sinne  mit  einem, 
wie  ich  hoffe,  guten  Beispiele  voranzugeben  und  zunächst  Zweierlei  von 
Dem,  was  man  dem  Zark&ll  zuschreibt,  ich  will  nicht  gerade  behaupten: 
zum  ersten  Male  zu  behandeln,  —  wohl  aber,  auf  Grund  von  Urkunden, 
die  mir  dabei  zu  Gebote  stehen,  in^s  rechte  Licht  zu  stellen,  so  glaube  ich 
damit  für  die  Geschichte  der  Astronomie  nichts  Ueborflüssig  es  zu  unter- 
nehmen, sondern  einen  Beitrag  zu  ihr  zu  liefern,  von  dem  ich  nur  wünsche, 
dass  er,  als  Aequivalent  für  die  Mühe,  die  er  mir  gekostet  hat.  Andere  zu 
weiteren  Untersuchungen  über  einen  Mann  veranlassen  möge,  dessen  An- 
sehen sich  Jahrhunderte  lang  in  ungeschmälertem  Fortbestande  erhalten  hat. 

Ein  Astrolabium,  ZarkäUa,  das  unzweifelhaft  aus  Zark&U's  Händen  her- 
vorgegangen, und  dessen  Construction  wesentlich  von  der  ähnlicher  ßeob- 
achtungs- Werkzeuge,  deren  man  sich  bis  dahin  allgemein  bediente^),  ver- 
schieden war,  hat  höchst  wahrscheinlich  seinen  Buhm  begründet;  und  zwar 
nicht  blos  im  Morgenlande,  sondern  auch  bei  den  Abendländern,  denen 
das  „Zarcallicum^'  zu  Gesicht  kam,  hat  es,  hier  wie  dort,  so  immenses 
Erstaunen  hervorgerufen,  dass  man  es  nur  mit  Hülfe  göttlicher^nspiration 


glaubte  begreifen  zu  können:  In  primts  cdehre  est  illud  (inulrumenlvmj 
ZarcäUicum  nttt^cupat^M^,  gwtd  ob  cximiam,  guiJ  deUnealtir,  brevitairm.  tirni 
ob  mirabilim  quam  cormAeditur  Asironomiae  dodrinam,  omnium  hujiuer 
^scipUnac  Professorvm  manibus  imiur.  EtUmverd  ubi  primitm  id  Iwiru- 
taenti  genus  ad  Örientales  Ästronomos  pervenit,  id  statim  vehemftUcr  stml 
admirali;  nee  sine  divind  ope  vel  inldligere  poluerunt.  (Von  Cnsiri  1.  c.  am 
dem    Arabischen   übersetzt.)     Hat   diese?  Instrument,  dem   eine  „äiuaent 

elegante  Form"  ^jJ^-=-  JU*.'!  SUiAi  tüT  nach  Higi  H.)  geHüligeB  Äussebea 
verlieh,  ihm  in  astrononiisthen  Kreisen  sein  Haupt-Eenommfee  verschaffl, 
so  war  es  eine  Wasseruhr,  die  man  ala  sein  Werk  pries,  welche  hreito* 
Sühichten  mit  hoher  Verehrung  für  ihn  erfüllen  musst«,  wenn  sie  wirtlich 
das  leistete,  was  die  Fama  ihr  nachrühmte.  Sie  nSher  eu  betrachten,  lotl 
meine  erste  Aufgabe  sein. 


Anmerkungen. 


r««»  d^^rS^i 


I)  L.  Am.  Sidiilot,  MAnoire  Bur  hs  inslrumadn  astronamiqwt  i 
M,  36  lithograph.  Tafeln,  (M^moires  prösent^B  par  divers  8»vatiU  it  rAc»dtott 
royale  des  inecriptions  et  belles-lettrea  de  rinetitut  de  France,  Premiere  e^ri« 
Tome  l.  Paria,  MDCCCXLIV.  i\)  Stet«  meine  ich  diesw  Werk  *on  SAlÜlot, 
wenn  ich  im  Verlaufe  meiner  Arbeit  noch  einige  Male  gendthigt  sein  «erde,  uf 
den  Verfasser  zu  recurriren;  de»  Scbluss  denselben  bildet,  wie  icb  gleicb  uti- 
cipiren  will,  ein  eehr  wertbvoUer,  19  Seiten  umfasEender  Indeit  arabischer  Kowt. 
ausdrücke,  die  der  reinen  Mathematik  und  Aatronomie  entlehnt  sind,  —  AoMt 
einer  Menge  Ton  Beschreibungen  und  ZeichDungen  verschiedener  AatrelabieD  DBii 
BOnstiger  Instrumente,  auch  der  der  Sternwarte  zu  Merägah ,  darunter  einn  iit 
TOn  Mauersextant  (u-A-Jt),  der  vertical  im  Meridian  stand,  mit  Sehrohr  U*- 
gerüstet  uud  toq  beträchtlicher  Grdsse  war,  —  findet  der  Leeer  darin  die  Mkr 
detaiUirte  Ontersuchucg  eines  arabischen  Himmelagiobus,  womit  Jomatd  tu 
DiJpartement  der  geograpbiacben  Karten  der  Pariaer  Bibliothek  bereichert  loL 
Im  Gegensätze  zu  seinem  Entdecker,  dem  Maitünder  Dr.  Schiepati,  der  ihn  M 
der  Mitte  des  II.  Jahrhunderts  stammen  läsat,  glaubt  Södillot  hiertflr  knt 
fViihere  Zeit,  als  den  Anfang  des  13.  Jahrhunderts,  annehmen  tu  dßrfen;  >«- 
mutbüch  ist  er  in  Aegjpten  verfertigt  worden,  üeber  den  Schrift-Charakter  tbeill 
S.  nicbte  mit.  Der  Globus,  welcher  einen  Durchmesser  von  etwa  IS  cm  hat.  at 
von  Meathing  und  bcBtebt  aus  swei  Halbkugeln,  die  längs  des  HoriiontAlkreü« 
(von  35  cm  Durchmesser)  zusammengelöthet  sind.  An  aeinen  Polen  ngtt. 
UDgefUbi  25  mm  lange,  eiserne  Zapfen  hervor,  die,  wie  es  acheint,  einer  ta 
ganzen  Globus  durchdringenden  Rotations- Achse  angehören  und  ihre  L^er  is 
dem  festen,  aber  nicht  mehr  vorhandenen  Meridian  hatten.  Letzterer  ist  nav«- 
änderlich  mit  dem  Ilori/ontalkreis  verbunden,  der  aelbat  wieder  von  4  metallcan 
Armen  getragen  wird,  die  zu  einem  modernen  böUemen  Fussgestelle  gehem 
Das  Ganze  hat  eine  ÜQhe  von  .19  cm.  Auaser  denen  des  Thierkreises,  find  BOci 
82  nSrdliche  und  15  südUcbe  äWro\iiVl«t  danauf  angegeben  und,  soweit  m  I 
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durch  das  Alter  gelitten  haben,  was  leider  mehrfach  der  Fall  (Sdd.  hoffte  jedoch 
Ton  Jörn.,  der  solche  Lücken  nicht  dulden  werde,  eine  gründliche  Wieder- 
herstellung), ziemlich  sauber  ausgeführt.  In  ihrer  Bezeichnung  weichen  sie  aber 
von  der  auf  anderen,  uns  bekannten,   Globen  üblichen  theilweise   sehr  ab;  so 


M  C 


heisst,  um  nur  Ein  Beispiel  zu  nennen,  die  Andromeda  dort  Xu  ji  ^     JcJ(  'iS^W 

Al-mar'atu'1-lati  lam  tara  bal&n,  „die  Frau,  welche  keinen  Mann  gesehen  hat'*, 

statt  sJLmJLwwJI  Al-musalsela ,  „die  Angekettet«".    Aequator   und  Ekliptik   sind 

in  Grade  eingetheilt.  —  Mit  diesem  Pariser  hat  ein  anderer  arabischer  Himmels- 
globus, der  in  Florenz  aufbewahrt  wird,  und  von  dessen  Existenz  ich  leider  erst 
jetzt  Kenntniss  erhielt,  grosse  Aehnlichkeit.  Herr  T.  Meucci  hat  ihn  in  einer 
besonderen,  als  Pubblicaziane  del  E.  Istituto  di  Studi  superiori  pratici  e  dt  Per- 
fesionatnefUo  in  Fireruse,  im  Jahre  1878  zu  Florenz  (in  kl.  4°.  m.  2  Figuren-Tafeln) 
erschienenen  Schrift  n&her  beschrieben,  welche  betitelt  ist:  II  Gloho  Celeste 
arabico  del  secolo  XI,  esistente  nel  Gabinetto  degli  Strumenti  antichi  di  Astro- 
nomia,  di  Fisica  e  di  Matematica  del  B.  Istituto  di  Studi  superiori.  Er  ist  gleich- 
falls aus  zwei  verlötheten  messingenen  Halbkugeln,  von  209  mm  Durchmesser, 
zusammengesetzt  und  enthält  47  Sternbilder,  21  nördliche,  14  südliche  und  12  im 
Thierkreis;  auch  bei  ihm  sind  Aequator  und  Ekliptik  in  Grade  eingetheilt  Unter 
den  Namen  der  einzelnen  Sternbilder,  welche  nicht  selten  denen  auf  dem  Pariser 
Globus  (so  bei  der  Andromeda)  vOllig  identisch  sind,  überraschte  es  mich,  für 
Cepheus  „der  Flammige"  zu  finden,  nUmlich  eine  Bezeichnung,  die.  wenn  ich 
mich  nicht  sehr  irre,  zum  ersten  Male  in  den  alphonsinischen  Tafeln,  also  in  der 
Mitte  des  13.  Jahrhundertes,  erscheint.  Der  Florentiner  Globus  enthält  folgende, 
wie  alles  üebrige^  in  kufischen  Charakteren  ausgedrückte  Inschrift: 

.  „Diesen,  mit  einem  Fussgestelle  ver- 

^_^  v^fTr^'  ^'^  ^J^^  ^"^  f^^  sehenen  Globus   hat  für  den,  mit  der 

(      i   NU     V  ImIC  '  t     {{      Würde   beider   Wezirate   [nämlich   des 

,y^    ^'    J^^'    ^'^'    O^yjy^^      Krieges   und    des   Friedens]   belehnten 

5JOU.  «JUab,  Z:.  nII  -IjI  ,.,yJ    V      ?^??^''  Commandanten,  Abu  'Isä  Ibn 
^  ^    -^   -^  ^        O-r:-   ^T?      Labbün,  -  Gott  verlängere  seine  Macht 

p  ,.^!'J  Jl     U^JI   Aax-^  ..•o    t^\J  und  seinen  Halt!  —  sein  Diener  Ibrahim 

^^  "^    ^^    ^  '             \      ^*    ^"    ^  Ibn  Said  as-Sahli,  der  Wagenmacher, 

ww^l^XJi  lubyi  \Adl  wV».^v«  %A  KjumJJU  iu  Valencia,  in  Gemeinschaft  mit  seinem 

Sohne  Muhammed,  verfertigt  und  die 

I^Ltitl     w^-^.-^      J^     ^     JUjLxJI  Fixsterne,  nach  ihren  Grössen  und Durch- 

,               r  .                "  •    (a  lU-(  möwern,   daraufgesetzt.    Er   war    voll- 

-ijü  *Lt  yU?  J^f  ^  c;,.^>b  L^^Uas)^  ständig  im  Anfange  des  Safar  des  Jahres 


X.   vxk  nÜI     jU    /    JüJI     »,3^      ^^^  ^®'"  ^^"^'^^  '^^  i^ropheten).    Gott 
1       >  wr^      -^r=^        r^^^      neige  sich  über  ihn  und  gebe  ihm  voll- 

UaI^uuij      kommenes  Heil!** 

■  ■ 

Herr  Professor  F.  Ijasinio,  der  sich  der  mühsamen  Uebersetzung  aller  auf 
dem  Globus  vorkommenden  Worte  unterzogen  hat,  ist  der  Ansicht,  dass  die 
Jahreszahl  in  den  Hunderten  jedenfalls  zuverlässig  sei  und  höchstens  478  gelesen 
werden  könne,  in  Uebereinstimmung  mit  Herrn  Meucci,  der  auf  einem  ganz 
anderen,  von  dem  seinigen  durchaus  unabhängigen  Wege  zu  demselben  Resultate 
gelang^  sei.  Letzterer  prüfte  die  Position  des  Regulus  und  fand,  dass  die 
Himmelskugel  seine  Länge  um  14<^10'  grösser  angiebt,  als  das  Verzeichniss  des 
Ptolemaeus,  mithin,  die  Präcession  zu  1®  in  66  Jahren  nach  al-Battäni  an- 
genommen, die  Zeit  der  Verfertigung  des  Globus  in  die  Nähe  des  Jahres  1076 
fallen  müue,  Ende  Juli  1080,  wie  die  Inschrift  besagt.    Gleicbe«  ca^^i^a^xsSa  «t. 


daun  für  die  übrigc-n  Sterne.  AIb  maaeEgebetid  für  die  BeBtimmung  »eine*  A 
du  die  J&hreazahl  andeatlicb  gravirt  eu  seiii  Bcbeiat,  nnd  in  Folge  deaseo,  i 
Prof.  L.  besser  als  icb  wuigs,  im  Eafiacben  aoBserOrdentlicb  leicht  falsch  getcMn 
werden  kanii,  eracbt«  icb  den  Umstand,  dasB  die  PenOolicbkeit  det  Beütsen 
eine  nobi  bekannte  und  t\it  nngegebeneu  Zeit  lebende  war.  So  findet  sich  dan 
tEirliUiA  in  einer  unserer  evropäischen  f<atnmluT'geit  ein  arahigeher  HmmtlitßiUmi 
dtts  dem  letüen  Drittel  des  U.  Jahrhundertei,  und  mein  früberer  Ausspruch,  dan 
wir  nirgends  einen  älteren,  at?  aus  dem  Anfange  des  13.  Jahrbundertes  stamiimi. 
den,  unter  den  vorhandenen  nachweisen  könnten,  läset  sich,  zu  meiner  Fteoda 
jetzt  nicht  mehr  aufrecht  erhalten.  Die  Palme,  uns  zu  dieser  Entdeckung  »er. 
holfen  tu  haben,  gebührt  unstreitig  Prof.  F.  Laainio.  Was  den  Präceisioiu-WerlJi 
des  Herrn  Meucci  anlangt,  so  «ilre  es  erforderlich  gewesen,  dabei  za  bemerkeck. 
für  welche  Gattung  von  Jahren  er  gelten  sollte,  da  in  Strenge  unser  SouneGJihi 
nicht  gemeint  sein  kann,  sondern  das  altügjptische  toq  36&  Tagen ,  an  da«  tieh 
die  arabischen  Aatronomen ,  die  es  beim  Ftoletnacus  vorfanden,  gewOhnt  hotttn, 
wUhrend  es  den  persischen  besondere  bequem  war.  weil  es  seit  dem  9.  Jtk> 
hunderte  mit  ihrem  eigenen  beweglichen  Sonnenjabre  zusammenfiel.  Dasi  veitti 
die  Einführung  von  1"  Präcession  in  66  alt  ägyptischen  oder  persischen  Jtbns 
(die,  wenn  man  die  Schalttage  hinzurechnet,  nahe  mit  68  ajnodischeo  Mondja^iin] 
Übereinkommen)  von  al-Batlünl  herrühre,  wird  sich  kaum  beweisen  hüten, 
sondern  dieselbe  ist  buchet  wahrscheinlich  schon  vor  ihm  erfolgt,  da,  so  viel  icb 
weiss,  bereits  die  Astronomen  des  al-Mämiln  danach  rechneten;  in  den  ToMit 
probatis  (^s^A^Jf  ^.Ji),  als  deren  Verfasser  der  S31  verst.  Jabia  ben  *bl 
Mansflr  (  .j-ai«  jji  j.,j  — i^^j)  genannt  wird,  ist  sie  wenigstens  adoptat 
Die  sonstigen  Priicessions-Werthe  der  Orientalen  und  demjenigen,  welchen  itb 
einst  selbst  dem  Astronomen  ans  Battau  beigelegt  habe,  hier  n&ber  lo  erOrleni, 
würde  zu  weit  führen. 

S)  1.  Lexieon  biblioffraphicum  et  encydopaedicum  a  Mustafo  Ben  AbdaM 
Katib  JeleJn  dicto  et  nomine  Ha^i  Khalfa  celebrato  componitum.  Ad  coditun 
Vindobonensium,  ParisJensium  et  Berolineusis  fidem  primum  edidit,  latine  rotil 
et  oommentario  indicibusque  instriixit  Gustavus  ilttegel.  Tomus  tertiua  Londm, 
MDCCCXLIl.    0^4".    S.  540,  541,  55C. 

Auf  der  zuletzt  angegebenen  Seite  sagt  Hägi  Halifa  (SjLJi-  «r^-^l. 
dasB  der  Spanier  Ibn  BAmmUd,  auf  Grund  der  Beobachtungen  von  Ibrfihini  iltii 
Yabja  Naccäsh  (nämlich  von  Arzacbel),  drei  Tafehi  entworfen  habe,  von  deon 
die  eine  (,j~üJuJ{  al-moktebes,  promptuarium)  einen  kurzen  Auszug  aoi  dn 
beiden  anderen  enthielt. 

2.  d'Jferbelot,  BiMiothigue  Orientale  etc.    III.  Band.   Paria,  177B.    i'.  S  U*. 

S.  M.  Casiri,  Bibliotlieca  ÄTabico-Eispana  EseurialenMt  etc.  I.  Band.  Madnd, 
1760.    Folio.    8. 39.1. 

4.  GiSoffraphie  d'Ahoulfida,  troduite  de  l'arabe  en  fran^aie  et  accompigsM 
de  notes  et  d'dclaircissementa ,  par  Heittaud.  Tome  I.  (Enthält  lediglicli  Eb- 
leitendea.)    Paris,  MDCCCXLVIII.    4".    S.  CIL 

Der  Werth  dieses,  im  hohen  Grade  venlienstvollen  Werkes  liegt  darin.  dM 
es  mit  seltener  Umsiebt  und  nicht  geringem  Pleisae  Alles,  vas  nur  über  arabiiefat 
(eben  so  persiBcbe  und  türkischet  Reisende  und  Geographen  (znm  Tbeil  Heb 
Astronomen)  la  erreichen  war,  in  sich  vereinigt;  weit  weniger  Interesse  lufW 
PS  iu  der  Richtung,  die  hier  Veranlassung  war,  es  anzuführen.  So  begegn«n  »c 
darin  einer,  der  des  Kosmas  sehr  ähnlichen,  Anscbauung  arabischer  Cosniograplien, 
vetcfie  annahmen,  dnas  Erde  udA  Qceau  \ou  einem  unznganglichra  Ringgfbii 
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ol3  Ic&f,  umgeben  seien,  hinter  dessen  Rücken  die  Sonne  des  Nachts'  ver- 
schwinde.   Ferner  wird  aus  einer  türkischen  Schrift   (Jr?A/^\^   mobyt,   Umkreis, 

häufig  an  Stelle  von  Joj^a  j^^^  bahr-i  mohy t ,  Oeean,  stehend)  eine  Wind- 
rose, deren  üngenauigkeit  übrigens  dem  Verfasser  nicht  entgangen  war, 
abgebildet;  sie  enthält  82  Striche  und  16  Sterne,  von  denen  15,  weil  ihre 
Auf-   und   üntergangsrichtungen    angegeben    sind,   zweimal   auftreten.     Südpol 

(Jwc^  V^)  ^°^  Nordpol   (vL:^  wJsd)  werden  Pol  des  Suhail  und  Weltpol 

genannt    Ein  einzelner  Strich  heisst  qS>  ^enn,   das  verkürzte  persische  yiL^ 

häne,  Haus,  PI.  L^L^  hänahä,  hier  ^Ui^t,  weil  in  das  Türkische  nur  die 
ungebräuchliche  persische  Pluralendung  übergegangen  ist.  Bein  türkisch  würde 
der   Plural  ^aüL^   h&neler  lauten,  der  Singular  ist  der  persische. 

u> 

5.  In  der  Wüstenfeld'^chen  Text- Ausgabe  des  Ibn  Hallikän  (^LXJLL  Q^O' 
die  in  den  Jahren  1835  bis  1850  zu  Göttingen  in  zwei  Quart-Bänden  erschien, 
habe  ich  Arzachel  nicht  finden  können. 

3)  M.  Steinschneider,  Vite  di  matematid  arabi  tratte  da  un'  opera  inedita 
di  Bernardino  Baldi.  (Bullettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  mate- 
matiche  e  fisiche  —  Tomo  V.    Roma,  1874.    gr.  4^) 

S.  68:  Osserub  egli  cento  e  trenV  anni  depo  Albategnio,  e  trouö  che  a*  suoi 
tempi  la  massima  declinatione  ;del  Sole  era  di  gradi  uentitrö  e  trentaquattro 
minuti.  Der  Vordersatz  (nicht  v.  St.)  bestätigt  meine  Vermuthung  über  die 
Beobachtnngszeit  des  Zarkäl!  im  Grossen  und  Ganzen. 

4)  -jUxib  uJjyuJi  ^I^JI  «JU!  wXxt  ^i  ^L^-v.'  (^j^l-T-  Q^  0^^^,:f^/i 
wurde  in  der  Mitte  des  9.  Jahrhundertes  zu  Battän  in  Mesopotamien,  in  der 
Nähe  von  Harr&n,  geboren  und  starb  929.  Seine  Beobachtungen  stellte  er  zu 
Rakka  am  Euphrat  von  878  bis  918  an. 

5)  Eines  der  ältesten  arabischen  Astrolabien,  die  wir  besitzen,  wenn  nicht 
das  älteste  überhaupt,  befindet  sich  in  Paris  und  wurde  in  der  ersten  Hälfte  des 
10.  Jahrhundertes  von  Ahmed  ben  galaf  für  den  Chalifen  Ga*far  beu  Almoktaf! 
Billah  verfertigt.  Für  das  fehlende  Datum  —  eine  Jahreszahl  ist  nämlich  nicht 
darauf  angegeben  —  nimmt  Sädillot  einmal  (S.  150)  das  Jahr  912,  das  andere  Mal. 
22  Seiten  später,  905  an.  Da  aber  zu  beiden  Zeiten  jener  Fürst  in  noch  gar  zu 
jugendlichem  Alter  stand,  als  dass  man  ihm  schon  ein  Beobachtungs-Instrument 
dedicirt  hätte,  habe  ich  mir  erlaubt,  hierin  eine  kleine  Aeuderung  vorzunehmen, 
die  allerdings  voraussetzt,  dass  das  totä'Comme-cheznous  für  die  arabischen 
Potentaten  des  frühen  Mittelalters  noch  nicht  galt. 
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Die  Wasseruhr. 

Fünfzig  Jahre  bind  verflossen^  seit  den  Abendländern  durch  F. 
de  Gayangos^  ^)  Uebersetzang  das  Geschichtswerk  des  bereits  1631  ~ 
gerade  zar  Zeit  der  Wende,  wenn  auch  nicht  der  Schrecken  des  schlimmsten 
aller  Kriege,  so  doch  der  zur  äUmäligen  Befreiung  von  der  geistigen 
Knechtschaft  Eoms  —  verstorbenen  Al-Makkari  in  einer  ihrer  Sprachen 
bekannt  geworden  war.  Darin  konnte  man  eine  gar  wundersame  Mfihre 
lesen  von  einer  überaus  kunstvollen  Wasseruhr,  welche  Az- Zarkai  in  Toledo 
ersonnen  und  daselbst  in  Gang  gesetzt  hatte.  Da  mir  die  ganze,  lebhaft 
an  ähnliche,  aber    sehr    in's  Dunkel  der   Sage    gehüllte,   Kunstwerke  der 

vX^JI  Joj\  ^y^    [Lisez  ^j|    ^^1   sx^o^  ^^jSüS   ^^^J!al\  yJ^^  %^  L 


Vj)/-    ^'I  j^^l    6^^    er*    ^"i*^^  ;j^'   ^1^    ^Ojju^j   9j^6  Aij 


^  o^/»   o-xi  ^   sILxIL  ^^U-  er^vLJI  e;tvii^  >^ 


«x>  [Les  man.  portent  ^^^ly.^^j<-.^^  i^)LJ^P.  ^.jl  r-wwcjs:\Ajj  ^.^UWi  U^il 
lob  -U  JA^;i  U4>>  ^j^^  J^l  J^l  ^.,1  vi£5^Jo^  wLoÄi^  ^'«  Jj'.^^. 
^.^Li==>  iv3U    f:U--l   ^yc  UgwA.^    [Paut-il    ajouter    ju^  ?]    U^aS    ^.,L/  .^u^ri 

^j^:^     nIaKI^     f.^!    ^    ^AAv    v.>ai    »jUyi    v£5o*Our    JIjj-    -5^   U^i 


Ueber  die  Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  Arzachel. 


49 


Chaldäer  erinnernde  Erzählung  ein  wenig  romanhaft  geförbt  erschien,  und 
dazu  noch  das  Bedenken  kam,  ob  Zarkäll^s  Schöpfung  ihn,  nur  vom  Jahre 
seiner  Bestimmung  des  Ortes  von  a  Leonis  an  gerechnet,  wirklich  über 
ein  halbes  Jahrhundert  im  Zustande  ununterbrochen  befriedigenden  Func- 
tioniiens  überdauert  haben  konnte,  —  habe  ich  mich,  um  nach  Möglichkeit 
alle  Zweifel  zu  beseitigen,  mit  der  vorhandenen  Uebersetzung  nicht  begnügt, 
sondern,  auf  Grund  der  Leydener  Text- Ausgabe  in  emendirter  Gestalt^), 
eine  zweite  angefertigt,  die  ich  im  Nachstehenden,  nebst  Urtext  und  der 
englischen,  absichtlich  nicht  in's  Deutsche  übertragenen  Conversion,  hier 
vorlege.  —  Ob  Fleischer^s  „Textverbesserungen"  und  eine  spätere  Schrift 
Dozy's  über  diese  sich  auch  auf  jene  l&agliche  Stelle  erstrecken,  weiss  ich 
nicht.  —  Alles,  was  ich  aus  Anlass  meiner  Uebersetzung  in  sachlicher  oder 
sprachlicher  Hinsicht  glaubte  betonen  oder  näher  discutiren  zu  müssen, 
habe  ich  im  Deutschen  durch  beigefügte  Zahlen  gekennzeichnet  und  dann 
unter  der  Rubrik  „Anmerkungen"  einzeln  der  Reihe  nach  abgehandelt. 


„Einige  berichten,  als  Merkwür- 
digkeiten Andalusiens'),  von  zwei 
Becken*),  welche' Äbdurrahman^)  zu 
Toledo  verfertigt  hatte,  nachdem  ihm 
Kunde  von  dem  Talisman  in  der  Stadt 
Ozein^)  in  Indien  geworden  war,  von 
dem  Al'Mas'üdV)  eine  Besehreibung 
gegeben  hat,  der  zu  Folge  jener  vom 
Eintritte  der  Morgendämmerung  an 
bis  zum  Untergange  der  Sonne  einen 
Zeiger  in  Bewegung  setzte.  Diese  bei- 
den Becken  stellte  nun  ^Abdurrahman 
ausserhalb  Toledo^s,  dort  wo  sich  das 
sogenannte  Gerber-Thor  (B&bu-'d- 
dabb&gln)  befindet,  an  dem  Damme 
des  gross ten  Flusses  auf,  und  zwar 
in  einem  Hause,  das  gewölbte  Keller- 
räume besass.^)  Seine  beiden  wunder- 
baren Gefässe  wurden  gefüllt  oder 
geleert  mit  dem  Wachsen  des  Mondes 
oder  mit  dem  Abnehmen  desselben, 
und  das  geschah,  weil  vor  dem  Er- 
scheinen der  ersten  Mondphase^)  sich 
(bereits)  eine  Kleinigkeit  Wasser  in 
ihnen  befand'^),  die  bei  Tagesanbruch 
auf  ein  Viertel  Siebentel  und  am 
Ende  des  Tages  auf  ein  halbes  Sie- 


Several  authors  describe  most  mi- 
nutely  two  water-clocks  which  Abu-1- 
Kasim-Ibn-Abdi-r-rahman,  known  by 
the  sumame  of  Az-zarkal,  built  in 
Toledo,  when  he  heard  of  the  famous 
talisman  which  is  in  the  city  of  Arin 
in  India,  and  which  Mes'udi  describes 
as  marking  the  time  with  a  band 
from  sunset  to  sunrise.  These  clocks 
consisted  of  two  basins,  which  filled 
with  water  or  emptied  according  to 
the  increasing  or  waning  of  the  moon. 
Azzarkal  placed  them  in  a  house  out 
of  the  city,  to  the  southwest,  and 
on  the  banks  of  the  river  Tajoh 
(Tagus),  near  to  the  spot  called 
Babu-1-dabbaghin  (the  gate  of  the 
tanners) ;  their  action  was  as  follows. 
At  the  moment  when  the  new  moon 
appeared  on  the  horizon  water  began 
to  flow  into  the  basins  by  means  of 
subterranean  pipcs  so  that  there 
would  be  at  day- break  the  fourth 
of  a  seventh  part,  and  at  the  end 
of  the  day  half  a  seventh  part,  of 
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^•^■^k^  ^N^^^Nai^^i  »^M' 


jjii\    ^jLoÄÄj    buöfii   ^^.jUafijJS      -ä   j^(    vXä.|^    [Las  man.  portent 


5 

^^^AÄ-    s>Ä-l  \.^iUj    loj^   fUl    ^   ""l^*^    I-Ht^    ^y^-^-    "^l^fÄül 

fr 
^^  MiiJd  LüiJUiM  ^UJI  U4J  v^j  UJ>>iUj  ^jf  [Les  mao.  portent  ^LdLi] 


[Les  man.  portent  U^ju    U^o  oi^  Jj  U^l^il  Ujjibuf  Ait  v^äJÜCj  y 

^^  Qts^'  ^  Ui^'iU»  L«  *UJ!  ^^  U^AS  ^j^  U^At  »v>^  ^^  ^  lli 

[Les  man.  portent    L^aIs    ^^]Ss>      Lä^a-Is    jjUL^    L«^j    ^k^'    ^    M' 
j^yso  ^^LfiJI  vi:5^U  y:^^  vA^I^   c;^Ai    ^   'iljj    jjj    JIa  t^Sl   j^jLx«  ^ 


N^s^^-cJI  v^qa^  ',U!  [S.  La.  0.  U4JI    I^A-fl  yil^  ^^o!  ^^  i^-  '-4^^ 
Jy3^    öf^A    nJUm    vj£5^öj     [La.    0.    U^Äi=D^«=>      L^x^sp-    c;,«AhAf>   c.A*JlJb  L^ 


o  >■  9 


L4A/    ^j^uNJ^i    ^Ui>-    v-^^^  (^^1    sj"-^^-^^   cr'^^''^*'   Li^c>L*ö  w*A^  ^-J 

JUb    qaäJLa.'!   v^jy:^    oixiJSi     ^m'   ^I;'-^    U*^^*-^j    M?jä     J-^-V*-    '-^; 

^Jl     yS^^b^    Ui'^    Uc     ^^:^i     L^S^I^     L44*Jlät    Ul     ,i5-AJf    L^l    )u' 
^Les man.porteni  ^^«Ü^  Uxijb  Uia  ,yJJ\  ^  ^(yM-^js^-^^  ;L^W  v^-tUJbi:^'  i<>U-v'' 
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ys^N.A>N, 


.^N-*  "t-V"-/"    . 


bentel  der  ganzen  Füllung  stieg.**) 
und  diese  Füllung  von  einem  halben 
Siebentel  innerhalb  eines  Zeitraumes 
von  24  Stunden*')  hörte  nicht  auf, 
bis  7  Tage  und  7  Nächte  des  Monates 
vorüber,  und  dann  beide  Becken  halb 
voll  waren;  sie  dauerte  fort  bis  zur 
Füllung  des  noch  übrigen  Restes, d.h. 
14  Tage  lang,  zu  welcher  Zeit  Voll- 
mond eintrat.  Dann  waren  beide 
Bassins  ganz  mit  Wasser  angefüllt. 

In  der  15.  Nacht,  als  der  Mond 
abzunehmen  begann,  nahm  auch  das 
Wasser  ab,  und  zwar  um  ein  halbes 
Siebentel  in  dem  Zeiträume  eines 
Tages  und  einer  Nacht,  so  dass,  als 
der  Mond  21  Tage  vollendet  hatte, 
die  Becken  zur  Hälfte  leer  waren, 
und  auch  dieser  Process  hörte  nicht 
auf,  bis  in  der  29.  Nacht  des  Mo- 
nates endlich  in  den  Becken  nichts 
mehr  von  Wasser  übrig  blieb. 

Wenn  Jemand,  den  die  Sache 
nichts  anging,  sich  zu  der  Zeit  zu 
den  Becken  begab,  als  ihre  Füllung 
abnahm,  und  Wasser  hinzufüllte,  so 
wurde  es  sogleich  verschluckt,  so  dass 
ktoin  Wasser  in  ihnen  zurückblieb,  als 
eben  das  in  dem  entsprechenden.Zeit- 
momente  nöthige.  Eben  so,  sobald  ein 
Unbefugter  aus  ihnen,  wenn  sie  nahezu 
gefüllt  waren,  Wasser  entnahm,  so 
füllten  sie  in  demselben  Augenblicke, 
in  welchem  er  seine  Hand  von  ihnen 
zurückzog,  'das  verlorene  Quantum 
wieder  nach.  Und  seine  beiden  Becken 
waren  wunderbarer  als  der  indische 
Talisman,  weil  sich  dieser  unter  dem 
Aequator,  da  wo  Tag  und  Nacht  ein- 
ander gleich  sind,  befand;  was  aber 
diese  beiden  betrifft,  so  hatten  sie 
ihren  Platz  nicht  auf  dem  Aequa- 
tor.'') 


the  water  required  to  fill  the  basins. 
In  this  Proportion  the  water  would 
continue  to  flow  until  seven  days 
and  as  many  nights  of  the  month 
were  elapsed,  when  both  basins  would 
be  half  filled;  the  same  process 
during  the  following  seven  days  and 
nights  would  make  the  two  basins 
quite  füll,  at  the  same  time  that  the 
moon  was  at  its  füll.  However,  on 
the  fifteenth  night  of  the  month, 
when  the  moon  began  to  wane,  the 
basins  would  also  begin  to  lose  every 
day  and  night  half  a  seventh  part 
of  their  water,  until  by  the  tw§nty- 
first  of  the  month  they  would  be 
half  empty,  and  when  the  moon 
reached  her  twenty-ninth  night  not 
a  drop  of  water  would  remain  in 
them;  it  being  worthy  of  remark 
that,  should  any  one  go  to  any  of 
the  basins  when  they  were  not  filled, 
and  pour  wat«r  into  them  with  a 
view  to  quicken  its  filling,  the  basins 
would  immediately  absorb  the  ad- 
ditional  water,  and  retain  no  moro 
than  the  just  quantity;  and,  on  the 
contrary,  were  one  to  try,  when  they 
were  nearly  filled,  to  extract  any  or 
the  whole  of  their  water,  the  moment 
he  raised  bis  hands  from  the  work 
the  basins  would  pour  out  sufficient 
water  to  fill  the  vacuum  in  an  in- 
stant. These  clocks  were  undoub- 
tedly  a  greater  work  of  science  than 
the  Indian  talisman,  for  this  latter 
is  placed  in  a  country  under  the 
equinoctial  line,  where  the  days  and 
nights  are  of  the  same  lengtli,  while 
in  Andalus,  which^is  in  the  tempe- 
rato  zone,  it  does  not   happen  thus. 


l 
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^j^    KO^I^    ^   Ni!    Jy3^    [G.   P.   S.  La.   ls>o^\    l^Oj    ^  ^A2i  ^ 


WUäjc^^    jJL!    eJLJ!^    IgX^^^     ^^^Lju    ^ys^yt    JjS    ^^   c;^kp  &»juaJi  '^ 


•  Jb^JI 


Der  Schluss,  der  vom  Jaden  Honain,  welcher  noch  Besseres  leisten 
wollte,  als  schon  da  war,  und  seinem  misslangenen  Versuche  handelt,  ist, 
eben  so  wie  das  Voraufgehende  vom  König  Alphons,  für  meine  Zwecke 
durchaus  von  keinem  Interesse;  ich  habe  desshalb  auch  keine  besondere 
Uebersetzung^  die  fast  genau  wie  die  englische  lauten  würde  (nur  nimmt 
mein  Text  für  die  Begebenheit  das  Jahr  527  an),  davon  gemacht,  senden 
geglaubt,  nur  letztere  mittheilen  zu  sollen:  Others  saj  that  the  cause  of 
their  being  spoilt  was  Honeyn  the  Jew,  he  who  conveyed  all  the  baths  of 
Andalus  to  Toledo  in  one  day  in  tbe  said  year  of  five  hundred  and 
twenty-oight  and  wbo  predicted  to  Alfonso,  that  bis  son  would  conqoer 
Cordova,  as  it  happened.  This  accursed  Jew,  being  anxious  to  discover 
tbe  motion  of  tbe  clocks,  said  once  to  Alfonso.  „0  king !  were  I  to  lock 
at  them  in  the  inside,  and  see  bow  they  are  made,  not  only  could  I  festem 
them  to  their  ancient  state,  but  even  construct  two  others  still  more  won- 
derful,  and  which  would  fill  during  the  day  and  empty  at  night/'  Alfonso 
granted  bim  bis  resquet,  and  the  Jow  tben  had  one  opened ;  but  when  he 
afterwards  tried  to  restore  it  to  its  former  state  he  was  unable  to  accom 
plish  what  he  had  promised,  and  the  machinery  being  damaged  the  works 
were  stopped.  The  other  basin,  nevertheless ;  continued  still  to  fill  and 
empty  in  the  same  wonderful  manner;  but  Ood  is  all-knowing,  he  knovs 
the  truth  of  the  matter.  — 

Da  uns  bedauerlicberweise  nicht  eine  einzige  nähere  Angabe  über  die. 
blos  ihrer  Wirkungsweise  nach,  skizzirte  Wasseruhr  aufklärt,  wir  also,  hin- 
sichtlich ibrer  inneren  Einrichtung,  nur  auf  Vermutbungen  angewiesen  sind, 
so  ist  es  eine  etwas  undankbare  Aufgabe,  endgiltig  und  zugleich  gerecht, 
über  dieses  mecbanische  Kunstwerk  abzuurtbeilen ,  von  welchem,  strenge 
genommen,  kein  sehr  zuverlässiger  Common tator  berichtet,  und  das  —  ein 
Gedanke,  der  durchaus  nicYil  kvvii  notl  d^t  Hand  zu  weisen  ist  —  vielleicht 
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Sie  wSren  wofal  Btel.a  nn  Ort  ond 
.  Stelle  in  ihrer  Un  vergleich  lieh  keit  er- 
;  halten  geblieben,  wenn  die  Christen, 
Gott  verderbe  sie!,  nicht  Toledo  ein- 

1  genommen  hätten.  Alfons'*)  empfand 
nämlich  eine  grosse  Wiasbegierde,  ihre 

I  Einrichtung  kennen  zu  lernen,  und 
befahl,  eine  Maächinene  auEüugraben, 
damit  er  aäbe,woherihrWasaerkam'^), 

^  und  wie  ihr  Mechanismus  beschaffen 
war.  Sie  wurde  vom  Platze  weg- 
genommen, und  dabei  ihr  Mechanis- 
mus zerstört.  Dieses  hat  sich  im 
Jahre  528  der  Flucht  ereignet." 


They  remained  for  a  long  time  i 
Toledo,  nntil  that  cily  was  taken  by 
the  Christians  (maj  God  send  con- 
fuaion  amongat  theml),  when  the 
tiraut  Äl-Fonah  (Alfonso)  feit  a  great 
curiosity  to  know  Low  they  were 
regulated,  ond  caused  one  of  them 
to  be  excavated,  which  being  done 
the  interior  machinery  was  damaged, 
and  the  water  ceased  to  flow  into 
the  basins.  This  appened  in  the  year 
fivo  hundred  and  twentyeight  of  the 
Hijra  (A.  D.   1133—1134). 


Har  in  der  Tradition  eiistirt  hat.  Zu  letzterer  Ansicht  neigt  man  unwill- 
Ittrlicb  bin,  wenn  rann,  von  anderen  Gründen  ganz  zu  schweigen,  sich  ver- 
gegenwärtigt, dasa  nicht  einmal  die  'Vomahmo  unerlaubter  Manipulationen, 
wie  HinzufUllen  oder  Ausschöpfen  von  Wasser,  in  seinem  gleich m äs sigen 
Gange  eine  Störung  hervorrufen  konnte,  da  deren  schädlicher  Einfluss  im 
Nu  vom  Mechanismiia  paralyärt  warde.  Doch,  dergleichen  ist  nebensäch- 
Jich  und  kann  unerörtert  bleiben. 

Jedenfalls  sollte  die  Wasseruhr  dazu  dienen,  der  grossen  Menge  den 
Verlauf  und  die  Dauer  eines  synodibchen  Mond- Monates  (dea  unter  den 
5  milglichcn  Monaten  allein  hier  in  Betracht  kommenden),  so  zu  sagen: 
h&ndgreiflicb ,  ad  oculos  zu  demonstriren.  Wollte  man  sich  aber  dabei, 
Irie  dieser  2weck  erreicht  wurde,  lediglich  vom  Wortlaute  der  Beschreibung 
Mten  lassen,  so  stände  man  schliesslich  vor  dem  curiosen  Resultate,  dass 
H  hierzu  genügte,  einen  oder  zwei  Bebälter  innerhalb  28  Tagen  durch 
eonstanten  Zu-  oder  Abflusa  von  Wasser  zu  füllen,  resp.  wieder  -iü  leeren. 
Einen  solchen  Apparat  'eu  construiren ,  wäre  aber  sicherlich  keinem  Astro- 
bomen  eingefallen;  denn  dieser  wusate,  dass  derselbe  schon  nach  Ablauf 
tines  Jahres  18  Tage  (oder  19,  wenn  das  betreffende  Jahr  355  Tage  hatte, 
.destens  aber  etwa  14  Tage)  vom  Jahre  der  Miihammedaner'")  abweichen 
WOrde,  was  denn  doch  zu  stark  war,  ala  dass  selbst  der  Gläubigsten  Ver- 
trauen auf  aelne  Correctheit  nicht  bald  erschüttert  worden  wäre.  Wie 
Dochte  es  nun  erst  ein  halbes  Jahrhundert  spliter  ausgesehen  haben  I 

Falls    man    daher   dem    Kunstwerke   nicht  jede   Existenz -Berechtigung 

Ebsprechen  und  versuchen  will,  es  auf  seinem  Ehrenplätze  zu  erhalten,  so 
rt  man  zu  der  Annahme  gezwungen,  der  Berichterstatter  habe  von  der 
iteintheilung  der  Becken  nur  so  obenhin  gesprochen,  und  die  Füllung 
(oder  Entleerung)  sei  vielmehr  in  Wahrheit  so  vor  sich  gegangen,  dass 
der  Gesammtzufluss  (oder -Abfluss)  innerhalb  ca.  14^18''22'°  beendigt,  und 


Historisch -literarische  Äbt.heilung. 


die  Geffifise  seihst  so  eingetheilt  wartin,  daas  jedes  Siebentel  dargelbeu  U 
gdyiv37_43m  gefüllt  oder  geleert  wurde.  Um  daa  Werk  nach  diesen  (wohl 
gemerkt!)  nur  genäherten  Angaben  zu  reguliren,  waren  sehr  gute  Dbreo 
erforderlich,  die  einen  Ocnauigkeits-Grad  besassen,  der  den  der  »rabiicheu 
Zeitmesser  vor  800  Jahren  weit  überragen  musste,  ^  das  darf  man  nieiil 
abersehen.  Ob  hiemach,  und  mit  dem  erwogenuf«!!  Urtheile  geprüft, 
mein  Vorschlag  noch  auf  Beifall  rechnen  kann,  bcKwetfelo  ich  aehr;  w 
leiht  er  doch  auch  nicht  meiner  innersten  Ueherzeugung  Ausdruck,  die  itji 
in  dem  Bedauern  zusammenfassen  möcbte,  dass  die  hübsche  Erzählung  toi 
Zarkäll's  Wasseruhr  nicht  in  „3'ausmd  und  eine  Nacht"  Äufnibmg 
gefunden  hat.  Zwar  lieBse  sich  noch  Manches  anführen,  um  das  Chimlrii«bt, 
das  der  ganzen  Darstellung  anhaftet,  eclatant  zu  erweiaen,  doch  urrj  du 
Bisherige,  glaube  ich,  als  hierzu  ausreichend  befuDden  werden. 


AunerktuiKeu. 

1)  The  history  of  thc  mohammedan  äyHosliet  in  Hpain  hy  AJmed  Um  Mo- 
Jutmmed  Al-Makkarl.  Traoalated  and  illuistrated  by  Fascuat  de  Oayangot.  i  nl 
LoudoD,  1B1U-1S13.    4".     1.  Baud,  S.  61. 

2)  AfMlectts  swr  l'histoire  et  la  IM&alure  den  Arahas  d'Eapaffne,  pu  Jl- 
Uakkari.  Publife  par  MM.  R.  Doiy.  G.  Dugat,  L.  Krehl  «t  W.  Wrigbt,  ^  Tont 
liremier,  Premifere  ]iar(ie,  iiublieo  par  M,  William  Wright.  Leyde,  1851.  1' 
S.  !l"l  bia  if*. 

a)  Von  den  Araberu  nur  Bezeichnung  von  gani  Spanien  gebraucht 

4)  Ki<o   blla  bedeutet  eigentlich  einen  Fiech,  Waltieuh,  diuiebeu  ubtruc^ 

wie  ich  bei  Doxy  fand,  dag  Baaeiu  eineB  Räbr-  oder  Springbrunnens. 

6)  Man  beachte,  data  hier  nur  ein  einziger,  auf  ZarkQ.ll  nicht  pUModa 
Name  genannt  ist. 

G)  Qanz  gewiss   muss   mau,   statt  der   fehlerhaften    Lesart   .^.1  Attn,  m 

lesen;  ee  iöt  das  o^ii"'}  dea  rioleinaeiis,  ein  indischeB  Woit,  daa  weJer  von  UicM, 
noch  Ton  deo  Arabern,  ricbtig  wiedergegeben  wurde. 

7)  Geboren  in  Bagdad,  geat.  956  oder  957,  Schrieb  in  der  etstcaHUftc^ 
10.  Jabrhundertea  mehrere  historiGCbe  Werke  und  unternahm  sehr  weil«  Betott 
80  Dach  Spanien,  Fersien,  indien,  Ceylon  u.  b.  w. 

8)  Ich  kann  nicht  anders  übersetzen ,  da  mir  nicht  tod  einem  Icerm  Hmm, 
sondern  von  einem  solchen  die  Hede  -ia  sein  sebeint,  dessen  onterirditcbi  V«' 
bindung  mit  dem  Flosse  Tajo ,  deren  übrigens  nirgends  ausdrücklich  gcditU 
wird,  angedeutet  werden  sollte.  Dass  dieses  Gebäude  aitdwestlioh  (oder,  wie  d» 
Araber  auch  sagen :  im  Weuten  des  Winters)  von  der  Stadt  lag,  finde  ich  gltMb- 
falls  nicht  bemerkt. 

9)  Der  aynodiache,  von  Neumond  zu  Neumond  dauernde,  Monat  begiDd 
stets  au  dem  Abende,  an  welchem  man  in  der  Dlmmerung  die  MoDdaichel  tatW. 
erblickt.  NaturgemäBS  liess  sich  von  einer  derartigen  Fixirung  de«  Haut 
Anfanges  keine  grosse  &ch9ii1e  etvwdea,  «Aadem  ihre  unausbleibliche  Folg« 
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ein  beständiges  Schwanken  des  Volkskalenders ,  das  schon  Al-Fergäni  (in  der 
Mitte  des  9.  Jahrhundertes)  schildert,  wenn  er  sagt:  „Die  Beobachtung  der  Mond- 
phase giebt  den  Monat  bald  länger,  bald  kürzer,  so  dass  zwei  auf  einander 
folgende  Monate  30  oder  29  Tage  halten  können,  und  der  Anfang  des  Monates, 
wie  ihn  die  Rechnung  und  die  Beobachtung  geben,  nicht  allemal  auf  Einen  Tag 
trifft,  sondern  sich  beide  erst  im  Verlaufe  der  Zeit  ausgleichen/' 

10)  So  zu  verstehen,  dass  im  Moment  des  Neumondes  das  Wasser  an> 
gefangen  hatte  zu  fliessen,  seitdem  aber  schon  einige  Zeit  verstrichen  war.  Die 
Ausdrucksweise  ist  eine  auffallend  präcise. 

11)  Wörtlich:  „In  diesem  Sinne  wird  bei  Tagesanbruch  V4  Siebentel  Wasser 
in  ihnen  sein/'  Das  „Viertel**,  das  höchstens  dann  approximative  Geltung  haben 
würde,  wenn  der  Neumond  in  der  Nähe  der  Aequinoctien  eintritt,  habe  ich 
auch  nur  als  einen  Aushülfs- Bruch theil  gelten  lassen.    Den  bürgerlichen  Tag 

(^ÄJLJL  ^j^  janm    bilailathi,  den   Tag   mit   seiner  Nacht^  beginnen  die  Araber 

mit   dem  Untergange    der  Sonne,  so   dass   am    «L^t  j^l   eine  Nacht  und  ein 

natürlicher  Tag  abgelaufen  waren,  letzterer  selbsiv  erstand  Lieh  in  der  Bedeutung 
von  Tageshelle  genommen,  nicht  in  seiner  astronomischen,  wonach  er  die  Zeit 
bezeichnen  würde,  in  der  die  Sonne  zum  Meridian  zurückkehrt. 

12)  Wörtlich:  „Zwischen  Tag  und  Nachi" 

13)  Was  mag  sich  der  Berichterstatter  eigentlich  dabei  gedacht  haben? 
Ofifenbar  etwas  Verworrenes;  denn  sonst  hätte  er  nicht  Begriffe  znr  Vergleichung 
herbeigezogen,  die  dazu  gar  nicht  auffordern,  und  angenommen,  dass  beim 
Toledaner  Apparat  der  Einfluss  wechselnder  Tageslänge  durch  eine  im  Ver- 
borgenen wirkende  Kraft  ausgeglichen  würde,  beispielsweise  also,  indem  er  die 
täglichen  scheinbaren  Mond>Umläufe  mit  denen  der  Sonne  vermengte,  bei  Tages- 
anbruch stets  ein  im  Voraus  bestimmbares  Wasser-Quantum  darin  vorhanden 
sein  müsse.  Ueberhaupt  lässt  sich  kein  Sinn  in  das  Ganze  hineinbringen,  und 
hat  unser  Gewährsmann  wahrscheinlich  nur  ein  wenig  sein  Licht  leuchten 
lassen  wollen.  '  ^ 

14)  Alphons  Vl'I.  von  Castüien. 

15)  Wörtlich:  „Wie  i^ire  Abhängigkeit  vom  Wasser.** 

16)  18^.36706  vom  HinUnel,  wenn  man  die  mittlere  D&uer  einer  synodischen 
JElevolution ,  die  von  der  f^  eine  gegebene  Zeit  geltenden  um  mehrere  Stunden 
im  positiven  oder  negativen  Sinne  verschieden  sein  kann,  zu  29<^  12i>44n»  2^.9 
rechnet.  « 

Endlich,  um -an  Nichts  achtlcfs  vorübergegangen  zu  sein,  komme  ich  noch 
einmal  auf  die  Stelle  zurück,,  die  'Gayangos  so  übersetzt  hat:  At  the  moment 
when  the  new  moon  appeared  on  the  horizon.    Möglich,  dass  in  seinem  Texte 

J^L^JI  n^UaU  stand,  und  dieses  dann  heissen  konnte:  „Genau  im  Augenblicke, 

als  Neumond  eintrat.**    Ich  würde  aber  vorziehen,  zu  sagen:  „als  die  erste  feine 

Mondsichel  erschien**;  denn  J.X^  hil&l   bezeichnet  eigentlich   einen   Spielraum 

Ton  ein  Paar  Tagen,  innerhalb  dessen  man  (etwa  durch  die  Ungunst  der  Witte- 
rung verhindert)  zum  ersten  Male  das  Vorhandensein  einer  hellen  Sichel  con- 
statirt,  ja  sogar  dient  es  zur  Bezeichnung  einer  ganzen  Lunation. 

(Schluss  folgt.) 


Recensionen. 


Ulissb  Dini,  Ornndlagen  tfir  eine  Theorie  der  Fanctionen  einer  Ter- 
änderlichen  reellen  Grösse.  Deatsch  bearbeitet  von  Dr.  Jacob 
LÜROTH  und  Adolf  Sohbpp.  Leipzig,  B.  0.  Teabner.  1892.  XVIII 
u.  554  S. 

Obschon  das  vorliegende  Werk  in  seiner  Original -Gestalt  bereits  in 
den  Jahren  1875 — 78  erschieD,  so  bildet  es  doch  bis  zum  heutigen  Tage 
das  einzige  ausführliche  Lehr-  und  Handbuch  für  die  moderne  Theorie 
der  Functionen  einer  reellen  Variablen,  wie  sie  sich  nach  Einftlhnmg  des 
allgemeinen  Functions  -  Begiiffes  durch  Dirichlet  und  seit  Biemann's 
grundlegender  Abhandlung  über  die  Fourier'sche  Reihe  insbesondere 
durch  die  Arbeiten  von  Hankel,  Dedekind,  Heine,  0.  Cantor, 
Du  Bois-Reymond,  Thomae,  Darboux,  durch  Weierstrass'  Vo^ 
lesangen  und  Dini^s  eigene  Untersuchungen  herausgebildet  hat.  Dem 
auch  das  im  Jahre  1886  publicirte  Lehrbuch  von  J.  I^annery:  „Intro- 
duction  ^  la  Theorie  des  Fonctions  d'une  Variable"  will,  wie 
schon  der  Titel  besagt,  nur  zur  „Einführung^'  in  diesen  Zweig  der 
Functionen  -  Theorie  dienen  und  kann  i.ierfür  namentlich  dem  angehenden 
Mathematiker  in  der  That  vortreffliche  Dienste  leisten:  dasselbe  beschr&nkt 
sich  indessen  auf  eine  präcise  und  anschauliche  Darstellung  der  zu  eis« 
streugen  Begründung  der  Infinitesimal -Analysis  dienenden  Haupt -Prindpien, 
ohne  in  eine  ausführliche  Discussion  der  mannigfachen  complicirteroi 
Möglichkeiten  einzutreten  ^  zu  welchen  die  Begriffe  der  Stetigkeit,  des 
Differential  •  Quotienten  und  des  Integrales  einer  Function  Veranlassung 
bieten.  Wer  sich  über  diese  Dinge  im  Zusammenhange  zu  orientireD 
wünschte  oder  über  irgendwelche  hierher  gehörige  Specialfragen  Batk 
suchte,  blieb  nach  wie  vor  auf  das  Dini 'sehe  Buch  angewiesen. 

Nun  liegt  es  aber  in  der  besonderen  Katur  der  vorliegenden  Materie^ 
bei  deren  Behandlung  es  weit  mehr  auf  Feinheit  und  SchSrfe  des  Woit- 
ausdruckes^  als  auf  complicirte  analytische  Entwickelungen  ankommt,  dasi 
hier  dem  Nicht  -  Italiener  die  fremde  Sprache  ganz  besondere  Schwierig- 
keiten bereiten  musste.  Sodann  kam  aber^  namentlich  für  die  BenQtzang 
des  Buches  zum  Nachschlagen,  noch  ein  anderer  ümistand  als  änssent 
erschwerend  in  Betracht*,  da^  Fehlen  einer  ausreichenden ,  auch  tTpographiick 


hiDläDglicb  keanllich  gemachten  Gliedernug  und  eines  ansfuhrliclien  lohalls- 
verzeichnisses  —  Möngal,  welche  nm  so  schwerer  in'a  Gewicht  fallen 
musaten,  als  daB  Buch  infolge  Süsserer  UmBliinde  nicht  ans  einem  Gusse 
entstanden  war  und  infolge  dessen  in  Bezug  auf  Diaposition  mancherlei 
zu  wünschen  äbrig  läset. 

Hiernach  kann  es  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die  Herren 
LUroth  und  Schepp  dorcb  die  Herausgabe  einer  deutschen  üebersetzong, 
welche  zugleich  die  eben  angedeuteten  Mfingel  beseitigt,  der  mathematischen 
Welt  (und  zwar  nicht  blos  der  deutschen  allein)  einen  wiiklicben  Dienet 
geleistet,  zumal  sie  auch  dafür  Sorge  getragen  haben,  durch  mancherlui 
anderweitige  Verbesserungen  und  Zuthaten  den  Werth  und  die  Brauch- 
barkeit des  Buches  noch  zu  eihüben.  Ein  überaus  sorgfHltig  gearbeitetes 
Register ,  in  welchem  der  Inhalt  eines  jeden  der  294  Paragraphen  speci- 
Ücirt  erscheint,  gestattet  eine  lasche  und  bequeme  OrienliruDg  Über  das 
ganze  Buch,  welches  auch  durch  passende  Gliederung  der  im  Originale 
nnverhültnissmussig  lang  geratbeaen  {nämlich  nicht  weniger  als  241  Seiten 
umfassenden)  beiden  letzten  Kapitel  an  Uobersichtlicbkeit  merklich  gewonnen 
hat.  In  einer  Reihe  von  Zusatz-Paragrapben,  welche  an  entsprechender 
Stelle  eingeschaltet  und  als  solche  kenntlich  gemacht  sind,  werden  die 
wichtigsten  Ergebnisse  neuerer  Arbeiten  mitgetheiit,  während  im  TJebrigen 
die  neuere  Literatur  durch  zahlreiche  Fassnoten  und  ein  am  Ende  des 
Buches  befindliches  ausführliches  Literatur -Verzeichniss  berücksichtigt  wird. 

Eine  vollst&ndige  Umarbeitung  hat  das  erste,  von  den  rationalen 
und  irrationalen  Zahlen  handelnde  Kapitel  erlitten.  Während  nämlich 
Dini  die  Dedeklnd'sche  Definition  der  Irrationalzahlen  znm  Ausgangs- 
punkte nahm,  wird  hier,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  jetzt  in  Deutsch- 
land zumeist  herrschenden  usus,  die  Cantor'sche  Definition  der  Irrational- 
zahlen durch  „reguläre  Zahlenfolgen"  oder,  wie  sie  bier  genannt  werden, 
„convergente  Gruppen"  zu  Grunde  gelogt  Können  wir  uns  hiehnit 
im  Principe  zwar  vollkommen  einverstanden  erklären,  so  erscheint  es  uns 
doch  incorrect,  wenn  im  §  3  gesagt  wird:  „Eine  Gruppe,  deren 
Elemente  convergiren,  bezeichnen  wir  als  irrationale  Zahl". 
Denn  da  eine  solche  Gruppe  doch  ebenso  gnt  auch  eine  rationale  Zahl 
definiren  kann,  so  erschiene  hier  die  rationale  Zahl  als  ein  specieller 
Fall  der  irrationalen  (etwa  wie  es  üblich  ist,  die  reelle  Zahl  als 
Bpeciellen  Fall  der  compleien  aufzufassen),  was  doch  dem  Sprachgebrauch 
gSnzlicb  zuwiderläuft  und  tbatsilchlicb  aucb  zu  einer  völligen  Begriffs- 
verwirmng  führen  würde.  Es  müsste  also  etwa  heissen:  „Eine  Gruppe, 
deren  Elemente  convergiren,  bezeichnen  wir  als  eine  allgemeine 
Zahl".  Sodann  wäre  zunächst  der  Begriff  der  Gleichheit  bezw.  Ungleich- 
heit solcher  „allgemeiner  Zahlen"  in  der  üblichen  Weise  zu  definiren,  wobei 

.  Hl.  Ahlh.  J.  Zflil.fhr.  J,  M«Ui,  u.  Pliyt.  39.  Julirg,  IHSl  l.liBtl,  b 


58  Historisch  -  literarische  Abtbeilung. 


&1bo  insbesondere  die  „ allgemeina  Zahl"  (a^,  a^,  a,, .,..)  der  Dalflrbclien 
oder  rationalen  Zahl  h  gleich  genannt  wird,  wetm  die  Element«  der 
Ginppo  (ö  —  «1,  b  —  flj,  6  —  flg,  ... .)  gegen  Null  convergiren.  Non  etrt 
kann  man  die  irrationale  Zahl  in  folgender  Weise  deflniren:  „Jede  all;«- 
meine  Zahl,  welche  keiner  natürlichen  (rationalen)  gleich  iit, 
heisst  eine  Irrationale  Zahl"  ~  wobei  dann  freilich  noch  zur  VerroII- 
stSndigung  dieser  Definition  zu  zeigen  würe,  dass  es  tbatsächlich  „illge- 
meine  Zahlen"  giebt,  welche  diese  Eigenschaft  beaiiten. 

Yon  den  nun  folgenden,  dem  Dini'scben  Originale  ^cb  genan  u- 
scbliessenden  Capiteln  behandelt  das  zweite  die  Cantor'scbe  Tbeoris  der 
Zahlen-  bezw.  P  nnkt-Mengen,  das  dritte  den  Begriff  des  Grtnt- 
werthes,  sowie  den  des  Unendlichkleinen  und  üuendlicbgroiEen. 
Nachdem  sodann  im  vierten  Capitel  der  Begriff  der  Function  nnd  dam 
anknüpfend  derjenige  der  Continuitüt  and  die  verechiedenen  Müglicb* 
keiten  Yon  Descontinuität  erörtert  sind,  beschilftigt  sich  das  fSnfl« 
Capitel  zunücbst  mit  den  in  irgend  einem  Intervalle  stetigen  Functionen. 
Dabei  ergiebt  sich  im  Angcbluss  an  den  von  Weierstraes  herrührendsD, 
f^  die  Cbarakterisirung  der  stetigen  Functionen  fundamentalen  Sati.  di» 
jede  in  einem  Intervalle  stetige  Function  daselbst  mindestens  ein  Uaximnm 
und  Minimum  besitzt,  eine  Eintbeilang  der  stetigen  Functionen  in  in 
wesentlich  verschiedene  Klassen:  solche,  die  in  jedem  endlichen  Intemlb 
nnr  eine  endliche  Anzahl  Schwankungen,  d.  h.  Uazima  und  IGnim 
besitzen  und  die  nach  C.  Neumann's  Terminologie  als  abtbeiluogi- 
weise  monoton  bezeichnet  werden,  und  solche  mit  unendlich  vieles 
Schwankungen.  An  die  Erwähnung  der  abtbeilungsweise  monoton«! 
Functionen  scbliesst  sieb  im  folgenden  Capitel  naturgemise  diejenigi 
der  abtbeilungsweise  stetigen,  deren  Studium  sich  im  WeseotMea 
auf  das  der  schlechthin  stetigen  reduciren  iKsst,  und  denen  sodum  ib 
unendlich  oft  unstetigen  Functionen  gegenüber  gestellt  werden. 

Das  ziemlich  umfangreiche  siebente  Capitel  bringt  zunSchst  du 
wichtigen  Begriff  der  Derivirten  einer  Function  und  —  nach  einer  Kritik 
der  früheren,  heutzutage  als  falsch  erkannten  Ansichten  Über  die  Noth- 
wendigkeit  der  Existenz  einer  bestimmten  Derivirteu  als  blosse  Folgt 
der  Stetigkeit  —  eine  Reibe  von  Sätzen,  welche  umgekehrt  darauf  mj- 
gehen,  aus  der  Annahme  der  Existenz  einer  bestimmten  Derivirten  gewis« 
Bigenecbafleu  der  betreffenden  Fnnctioueü  zu  erschliessen.  Daran  knOptei 
sich  Betrachtungen  über  die  Ordnung  des  Verschwindens  von  /"  (x  +  ä)  —f  (») 
mit  verschwindendem  h  und  über  die  zweite  Derivirte. 

Um  sodann  die  nötbijjen  analytischen  Hilfsmittel  zor  Herslellnng  n« 
Beispielen  fllr  die  bisher  gewonnenen  Ergebnisse,  wie  auch  fßr  weilw« 
[Tnfersnchnngen  zu  gewionen,  folgt  als  achtes  Capitel   ein  Excnn 
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unendliche  Reiben,  insbesondere  über  deren  sogenannte  gleich* 
mftssige  Con^ergenz  and  gliedweise  Differenzirbarkeit  Was  nun 
den  Begriff  der  gleichmSssigen  Convergenz  betrifft,  so  verdient  hier  bemerkt 
zn  werden,  dass  derselbe  nicht  von  allen  mathematischen  Autoren  in 
gleicher  Weise  definirt  wird.  Wahrend  nämlich  die  Mehrzahl  derselben 
eine  Eeihe  für  ein  gewisses  Intervall  der  Variablen  x  nur  dann  gleich- 
massig  convergent  nennt,  wenn  zu  beliebig  klein  vorgelegtem  positiven  e 
eine  Zahl  m  sieh  so  bestimmen  lässt^  dass  für  alle  Zahlen  n^m  der 
absolute  Betrag  des  Restes  Bn(x)  unter  €  herabsinkt^  so  verlangen  andere 
(a(,  B.  Darboux  in  seinem  M6moire  sur  les  fonctions  discontinues) 
von  einer  als  gleichmässig  convergent  zu  bezeichnenden  Reihe  nur  so  viel, 
dass  für  irgend  ein  bestimmtes  tn  stets 

l-ßm(a;)|<€ 
wird.  Da  diese  letztere,  offenbar  weitere  Definition  bei  allen  Betracht- 
ungen, welche  sich  auf  Stetigkeit,  Differentiation  und  Integration  unend- 
licher Reihen  beziehen,  genau  dasselbe  leistet,  wie  die  zuerst  angeführte, 
wfihrend  thatsächlich  fast  alle  bekannten  Reihen,  die  in  diesem  weiteren 
Sinne  ^, gleichmässig^  convergiren,  eo  ipso  auch  jener  engeren  Definition 
genügen  und  somit  die  charakteristische  Eigenschaft  besitzen,  dass  die 
Annäherung,  die  durch  Summation  einer  gewissen  endlichen  Gliederzahl 
erreicht  wird,  stets  auch  erhalten  bleibt  bei  weiterer  Hinzufügung  beliebig 
vieler  Glieder  —  so  erscheint  es  zweckmässig,  beide  Definitionen  neben 
einander  einzuführen.  Dies  geschieht  hier  in  der  Weise,  dass  die  Erfüllung 
jener  engeren  Bedingung  schlechthin  als  gleichmässige  Convergenz, 
dagegen  diejenige  der  weiteren  als  einfach  gleichmässige  Convergenz 
bezeichnet  wird;  auch  wird  an  einem  Beispiele  gezeigt,  dass  es  thatsächlich 
Reihen  giebt,  welche  in  der  Umgebung  gewisser  Stellen  nur  einfach, 
nicht  aber  schlechthin  gleichmässig  convergiren  (S.  138,  Fussnote). 
Hierauf  wird  im  Anschlüsse  an  den  Begriff  der  gleichmässigen  Convergenz 
eine  Anzahl  von  Lehrsätzen  über  Stetigkeit  und  Differentiation 
unendlicher  Reihen  entwickelt,  welche  zunächst  im  neunten  Capitel 
dazu  benützt  wird,  um  das  sogenannte  Princip  der  Verdichtung  der 
Singularitäten  mit  aller  Strenge  zu  begründen. 

Während  aber  Dini  bei  der  Abfassung  seines  Buches  lediglich  auf 
die  in  mehrfacher  Beziehung  unvollkommene  Hanke Tsche  Methode  ange- 
wiesen war,  wird  hier  noch  in  einer  Reihe  von  Zusatz -Paragraphen  die 
inzwischen  publicirte,  wesentlich  vollkonun euere  Cantor'sche  Methode 
mitgetheilt  und,  wie  jene  erstere,  zur  analytischen  Darstellung  von  Func- 
tionen verwendet,  welche  in  jedem  endlichen  Intervalle  eine  unendlich 
grosse  Anzahl  von  Singularitäten  in  Bezug  auf  Continuität^  Mazima  und 
Minima  oder  Existenz  der  Derivirten  besitzen.    Die  hierbei  sich  ergebende 


MGglicbkeit,  stetige  Functionen  zu  construiren,  welche  in  onendUch  viel« 
Funkten  jedes  beliebigen  Intervalles  keine  oder  eine  nnendlicb  groiii 
Derivirte  haben,  während  in  allen  übrigen  Punkten  die  Existeiw.  Biaer 
bestimmten,  endlichen  Derivirten  feetgeatellt  werden  kann  oder  allenMk 
fraglich  bleibt,  fUbrt  dann  im  folgenden  —  zehnten  —  Capitel  m 
Constrnction  von  Functionen,  welcbe,  obgleich  stete  endlich  und  contiomr- 
lieh,  in  keinem  Punkte  eine  bestimmte  und  endliche  Deriviitt 
haben.  Eb  werden  i-.wei  Methoden  angegeben,  um  ganz  allgemeine  Typen  3olchn 
Functionen  heriiustellen,  von  denen  dann  das  erste  bekannte  Beispiel  dieur 
Art,  die  Weierstrass "sehe  Function  1.0"  sinh"  r ,  aU  epecieller  Fall  erscboBt 

Es  folgen  nun  im  elften  Capitel  weitere  allgemeine  UntersuchoBga 
aber  Zuwachsverhältniase  und  Derivirte,  welche  vor  allem  zn  cehv 
zweckmässigen  Eintheilung  aller  stetigen  Functionen  in  »wei  schuf 
getrennte  Classen  führt.  AU  stetige  Function  der  ersten  Art  wiH 
ausser  den  abtbeilungs weise  monotonen  jede  solche  bezeichnet,  die  znt 
unendlich  viele  Uasima  und  Minima  oder  „InTariabilitfttgiOg«^ 
(d.  b.  Strecken,  in  denen  sie  constant  ist)  besitzt,  aber  darcb  AdditioB 
bezw.  Sobtract.ion  einer  passenden  Linear-Function  in  eine  monoton  ni' 
bezw.  abnehmende  verwandelt  werden,  oder  —  was  offenbar  auf  dasieiti« 
hinauslauft  —  in  die  Summe  einer  monoton  zu-  und  einer  monoton  »b- 
nehmenden  Function  zerlegt  werden  kann.  (Dabei  zeigt  sich  insbesonden. 
dass  nicht  einmal  die  Monotonie  in  Verbindnng  mit  der  Stetigkeit 
das  Fehlen  einer  bestimmten  Derivirten  für  unendlich  viele  Punkte  jed« 
endlichen  Intervalles  ausschliesst.)  Als  stetige  Functionen  zweiter  Art 
oder  auch  ak  irredncibel  oscillirende  Functionen  werden  dagegw 
diejenigen  bezeichnet,  welche  die  genannte  Eigenschaft  nicht  beotien. 
Diese  Eintheihtng  erscheint  u.  A.  aus  dem  Grunde  vnriheilhaft,  weil  sieb 
nunmehr  gewisse  Sutze,  die  zunächst  nur  fUr  abtbeilungsweise  monotoil 
Functionen  bewiesen  sind,  ohne  Weiteres  auf  die  stetigen  FnnctiOHl 
erster  Art  (.,reducibel  oscillirende"  Functionen*)  übertragen  lassen,  » 
t.  B.,  wie  ich  erläuternd  bemerken  will,  die  Diricblet'schen  ErgabniM 
aber  die  Fourier'scbe  Reihe. 

Beruht  schon  die  eben  erwähnte  Classification  anf  einer  prldm 
Unterscheidung  der  möglichen  Grenzen,  innerhalb  deren  der  Differemn- 
quotent    oder,    wie    er    hier    genannt    wird,    das    ZnwaohsverbSltDiit 


fip  +  h)^f(x) 


für  alle  Wertbe  x  eines  gewissen  Intervalles  (a,  b)  (itl 


L 


bewegen   kann,    wilhrend   h,   nur  Werthe    eines   bestimmton  VorzaiciK» 
annehmend,  beständig  verkleinert  wird,  so  folgt  nun  eine  genauere  Üntit- 

*  Camilte  Jordan    bezeichnet  sie  analog  als;    Fonctioui  4  «ariati« 
limitöe.    Coura  Ö'ÄnaljM.  I.IV.  ■ß.tw. 
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sachmig  derjenigen  Beziehungen,  welche  sich  aus  der  Betrachtang  der 
rechts-  und  linksseitigen  d.  h  für  positive  und  negative  h  ge- 
bildeten ZuwachsverhSltnisse  ergeben.  Bezeichnet  man  mit  Ix  die 
untere,  mit  Lx  die  obere  Grenze*  des  rechtsseitigen  Zuwachs- 
verhftltnisses  für  irgend  einen  dem  Intervalle  (a,  b)  angehOrigen  Werth  x 
und  fftr  alle  möglichen  (positiven)  Werthe  A  <  6  —  x,  mit  {  die  untere 
Orenze  aller  Z«,  mit  L  die  obere  Grenze  aller  Lx,  wenn  x  successive 
alle  Werthe  des  Intervalles  (a,  h)  durchläuft;  desgleichen  mit  fxf  L\^  JJ 
die  analogen  Grössen  für  das  linksseitige  Zuwachsverhfiltniss:  alsdann 
lässt  sich  zunftchst  zeigen,  dass  stets  Z'-»?,  iJ  ^  L  sein  muss.  Aus  der 
eventuellen  Beschaffenheit  dieser  zwei  für  die  Function  f{x)  im  Intervalle 
(a,  &)  charakteristischen  Zahlen  erschliesst  der  Verfasser  gewisse 
Fundamentals&tze  über  die  Existenz  einer  Derivirten,  die  zunächst  dazu 
dienen  sollen ^  jenes  ältere,  als  falsch  erkannte  Postulatum  einer  wenigstens 
im  Allgemeinen  bestimmten  Derivirten  für  jede  stetige  Function  zu  ersetzen, 
sodann  aber  auch,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  möglicherweise  die  Grund- 
lagen euier  allgemeineren  Eechnungsmethode  zu  büden^  die  über  die 
Leisttmgsfähigkeit  der  Differentialrechnung  hinaus  auch  die  nicht- 
differenzirbaren  Functionen  einer  analytischen  Behandlang  zugänglich 
machen  würde. 

Um  diesem  Ziele  näher  zu  kommen ,  werden  nunmehr  diejenigen  für 
beliebige  stetige  Functionen  stets  existirenden  Grössen  eingeführt^  welche 
den  gewöhnlichen  Derivirten  (vor-  und  rückwärts  genommenen 
Differentialquotienten)  der  differenzirbaren  Functionen  in  der  Weise  ent- 
sprechen,  dass  sie  dieselben  als  specielle  Fälle  enthalten.  Es  sind  dies 
die  mit  A«,  Ax  bezeichnete  untere  und  obere  ünbestimmtheits- 
grenze  des  rechtsseitigen  Zuwachsverhältnisses  für  2im^~  +  0,  welche 
als  rechte  untere  und  rechte  obere  Derivirte  definirt  werden;  und 
ebenso  die  mit  l!xj  l^x  bezeichneten  analogen  Grössen  für  das  links- 
seitige Zuwachsverhältniss  als  linke  untere  und  linke  obere  Deri- 
virte: Dieselben  können  auch  aufgefasst  werden  als  die  Grenzwerthe  der 
oben  mit  Ixy  Lx  bezw.  2'«,  Vx  bezeichneten  Grössen,  für  den  Fall,  dass 
h  bezw.  a  der  Grenze  x  zustrebt.     Diese   vier   verschiedenen   Derivirten 


^  In  der  Uebersetzung  steht  in  diesem  ganzen  Abschnitt  statt:  „untere 
(obere)  Grenze'*  (»Schranke)  durchweg:  „unterer  (oberer)  Grenzwerth**, 
was  leicht  zu  Miss  Verständnissen  führen  kann,  da  an  anderen  Stellen  des  Baches 
diese  Bezeichnung  im  Sinne  von:  „untere  (obere)  Unbestimmtheits-Grenze'* 
gebraucht  wird.  Bekanntlich  fällt  der  letztere  Begriff  mit  demjenigen  der 
unteren  (oberen)  Grenze  einer  Zahlenmenge  dann  und  nur  dann  zusammen, 
Fenn  die  betreffende  untere  (obere)  Grenze  unter  der  Zahlenmenge  selbst  nicht 
vorkommt. 
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gehen  offenbar  in  die  gewöhnlichen  rechts-  and  linksseitigen 
Derivirten  über,  welche  von  nun  ab  stets  als  Ableitangen  bezeichnet 
werden,  falls  ilx»Ax  ^^^^  ^x^Nx\  während  das  Zusammenfallen  aller 
vier  Grössen  A^,  A«;  A'^,  A«  mit  der  Existenz  einer  einzigen  (gleich- 
giltig  ob  vorwärts  oder  rückwärts  gebildeten)  Ableitung  identisch  ist 
Bezeichnet  man  sodann  mit  A  die  untere,  mit  A  die  obere  Grenze  Ton 
Xxj  für  den  Fall,  dass  x  wiederum  irgend  ein  Intervall  (a^  h)  durchläuft, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Grösse  iL  bezw.  A  auch  die  untere  besw. 
obere  Grenze  ftlr  A«,  X^xi  A'x  bilden,  und  dass  sie  mit  den  frfiher 
{  bezw.  L  genannten  Grössen  zusammenfallen.  (Die  zwei  firüher  mit  /,  I, 
jetzt  mit  A,  A  bezeichneten,  für  die  Function  f  (x)  im  Intervalle  (a,  h) 
charakteristischen  Zahlen  fassen  somit  die  Werlhe  aller  diesem  Inter- 
valle angehörigen  Derivirten  und  Zuwachsverhältnisse  zwischen  sich) 
Indem  man  nun  das  irgend  eine  Stelle  Xq  umgebende  Intervall  (a^  V)  hinlangUch 
verkleinert,  lässt  sich  hieraus  der  wichtige  Schluss  ziehen,  dass  in  jeder 
beliebigen  Nähe  jener  Stelle  Xq^  wenn  auch  A,^  und  A^  um  eine  b^ 
liebige  endliche  Grösse  differiren,  unendlich  viele  Stellen  a;  liegen  müssen, 
für  welche  Xx  und  Ax  einander  beliebig  nahe  kommen;  das  analoge 
gilt  natürlich  für  A'«,  A'x-  Daraus  folgt  dann  u.  A.,  dass  die  Stetigkeit 
irgend  einer  der  vier  Derivirten  auch  diejenige  der  drei  anderen  und  die 
Existenz  einer  bestimmten  Ableitung  nach  sich  zieht^  und  dass  um  lo 
mehr  aus  der  Existenz  einer  rechtsseitigen  stetigen  Ableitung  steti 
auch  diejenige  einer  mit  ihr  zusammenfallenden  linksseitigen  folgt 

Weitere  Sätze  über  die  Ableitungen  und  ihre  Existenz  bringt 
sodann  das  zwölfte  Capitel.  Nach  einer  Discussion  der  möglichen  unstetig' 
keiten  der  Derivirten  und  Ableitungen;  sowie  der  Bedingungen,  unter 
denen  aus  dem  Verschwinden  z.  B.  der  rechtsseitigen  Ableitung  (beiw^ 
wie  in  einem  Zusatz  -  Paragraphen  bemerkt  wird;  auch  einer  rechtsseitigen 
Derivirten)  auf  die  Constanz  der  Function  geschlossen  werden  kanO;  wird 
die  Untersuchung  über  die  Existenz  der  Ableitungen  einer  Function  f  (x) 
zurückgeführt  auf  die  Betrachtung  aller  Functionen 

wo  jii  und  V  veränderliche  Parameter  bedeuten.  Erinnert  man  sich  nftm- 
lieh  der  Bemerkung,  dass  eine  stetige  Function  (erster  Art)  mit  unendlich 
vielen  Maximis  und  Minimis  oder  Invariabilitätszügen  durch  Addition  einer 
passenden  Linearfunction  fix  -\-  v  diese  Singularitäten  verlieren  kann,  so  folgt 
umgekehrt,  dass  eine  abtbeilungsweise  monotone,  stetige  Function  f{i) 
durch  Subtraction  von  ^x -\- v  in  eine  Function  q>  (x)  mit  derartigen 
Singularitäten  übergehen  kann;  und  da  sich  die  Derivirten  von  f{x)  nnd 
q>  (x)  nur   um   die   Qrl5aae    (i  \m\.^t^Oti«A«\i^   %<i  ^Itd    die    Existenz  einer 


I 
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Ableitang  für  f(x)  wesentlich  davon  abhängen,  ob  unter  allen  mög- 
lichen durch  Variation  des  Parameters  fi  entstehenden  Functionen  q>{x) 
solche  sind,  die  vermöge  ihrer  Singularitäten  die  Existenz  einer  Ableitung 
ausschliessen  oder  nicht.  Nach  verschiedenen,  auf  Grundlage  dieses  Prin- 
cipes  gewonnenen  specie Heren  Sätzen  gelangt  der  Verfasser  schliesslich 
zu  dem  folgenden  Haupt-Eesultat:  Wenn  unter  allen  möglichen  Func- 
tionen q>(x)  einschliesslich  der  für  fi  =  0,  v  »  0  resultirenden ,  als  endlich 
und  stetig  vorausgesetzten  Function  f(x)  für  jeden  Punkt  x  des  Inter- 
valles  (a,  h)  höchstens  eine  einzige  existirt,  welche  in  der  Umgebung 
von  X  unendliche  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  besitzt  f(x)  für  jede 
Stelle  X  im  Innern  von  (a^  h)  und  auch  für  o: »  a  eine  endliche  oder 
bestimmt  unendliche,  im  Allgemeinen  stetige  rechtsseitige  Ableitung  dxi 
ebenso  für  alle  x  innerhalb  (a,  h)  und  fUr  a; «  &  eine  linksseitige  Ableitung  dfx 
mit  den  nämlichen  Eigenschaften;  und  zwar  ist  stets: 

(Die  fragliche  Bedingung  ist  u.  A.  stets  erfüllt,  wenn  unter  allen  mög- 
lichen <p(x)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Functionen  enthalten  ist, 
welche  innerhalb  (a,  h)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben.)  Der 
obige  Satz  ist  auch  umkehrbar,  sodass  also  die  für  die  Existenz  der  Ab- 
leitungen in  dem  näher  präcisirten  Sinne  als  hinreichend  erkannten 
Bedingungen  eich  auch  als  nothwendige  erweisen. 

Nach  verschiedenen  Modificationen  des  erwähnten  Hauptsatzes  und 
einigen  weiteren  daran  sich  knüpfenden  Folgerungen,  insbesondere  auch 
nach  einem  Vergleiche  des  gefundenen  Resultates  mit  dem  Amp^re'schen 
Versuche,  die  Existenz  der  Ableitung  zu  beweisen,  wendet  sich  der  Ver- 
fasser zu  einer  kurzen  Betrachtung  über  die  zweite  Derivirte,  in  welcher 
darauf  hingewiesen  wird,  dass  man  hier  durch  Adaptirung  der  zuvor 
angewendeten  Methode,  nämlich  durch  Einführung  aller  Functionen  tf;  (x), 
welche  sich  von  der  zu  untersuchenden  f(x)  um  eine  Function  zweiten 
Grades  unterscheiden,  zu  analogen  Resultaten  gelangen  könne.  Als 
erläuterndes  Beispiel  zu  dieser  Bemerkung  wird  der  Satz  abgeleitet,  dass 
unter  geeigneten  Voraussetzungen  die  zweite  Derivirte  mit  dem  Ghrenzwerthe 
des  zweiten  mittleren  Differenzen -Quotienten  übereinstimmt. 

Das  Capitel  Bchliesst  mit  einigen  Bemerkungen  üher  die  Taylor 'sehe 
Reihe,  wobei  insbesondere  hervorgehoben  wird,  dass  aus  dem  Verschwinden 
von  f{x)  mit  sämmtlichen  Ableitungen  für  irgend  eine  Stelle  Xq  selbst 
dann  noch  nicht  auf  das  Verschwinden  von  f(x)  für  irgend  welche 
Nachbarschaft  von  Xq  geschlossen  werden  dürfe,  wenn  von  vornherein 
feststeht,  dass  f(x)  daselbst  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
besitzt,    und   dass  die  Endlichkeit  von  f(x)  und  sämmtUcheu  A^^l^vi^az^^^XL 


für  irgend  eine  Stelle  x^  und  deren  Umgebang   noch  kränesvegs  die 
wickelbarbeit  nach  Potenzen  von  (x  ~  x„)  n&cli  aicb  ziebe  * 

Der  gesEimmte  übrige  Theil  des  Buches  bescblifligt  sich  mit  der 
Theorie  der  bestiminten  Integrale.  Nachdem  znnSchat  im  Beginne 
des  dreizehnten  Capitels  auf  das  Unzulängliche  der  ülteren  Methode 
hingewieEen,  den  Integral -Begriff  auf  die  Unikehrung  der  Differentiation 
zu  hasiren,  erfolgt  sodann  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  ili 
Grenzwerth  einer  Summe,  an  die  sich  naturgemOss  die  Anfgucbiug 
der  nothwendigen  und  hinreichenden  IntegrabJtitata-Bedingnngen  knDpß. 
Es  werden  verschiedene  Formen  dieser  Bedingungen  aufgestellt  und  inii 
ihrer  Hilfe  gewisse  Functions  -  Classen  sehr  allgemeiner  Natur  ale  integrabet 
erkannt:  Neben  den  scbleehthin  oder  im  ÄllgeraeiDen  stetigen  nnd  den 
schon  von  Riemann  als  integrabel  erwähnten  unstetigen  Functionen,  Kelclii 
nnr  eine  endliche  Anzahl  von  Sprüngen  >  a  besitzen,  insbesondere  and 
diejenigen  unstetigeu  Functionen  f{x\  für  welche,  mit  eventuellem  Ausschloa 
einer  Punktmenge  erster  Gattung,  durchweg  /'(_x  -j-  0)  (oder  anci 
-  durchweg  f(x  —  0)]  existirt.  Die  letiteie  Kategorie  wird  in  einem  Znsitr 
Paragraphen  noch  dahin  erweitert,  dass  die  KulSssigen  AuBnahmepnnkt; 
auch  eine  sogenannte  nicht  ausgedehnte  Menge  zweiter  Gattung  InMag 
dürfen.  Schliesslich  wird  an  einigen  Beispielen  gezeigt,  wie  die  gegeben« 
Definition  des  bestimmten  Integrales  in  gewissen  Fällen  geradezu  inr  Bf 
rechnung  desselben  benutzt  werden  kann. 

Das   vierzehnte    Capltel    handelt    von   den   Haupteigenscbaft» 
der    bestimmten    Integrale:    der  Vertauscbung  der  Grenzen,  der  Zer- 
legung in  Theil-Integrale,  der  Integrabilität  einer  Summe,    eines  Prodact« 
eines  Quotienten    und    der    nitberungs weisen    Berechnung    eines  Integnin 
Sodann  wird  gezeigt,  dass  die  Integrale  zweier  integrabler  Functionen  f[t) 
k  und  9(j)  zwischen    irgend   welchen    Grenzen  k,  ß  schon    Ubereinstimmsg, 
l'Wenn    die    Beziehung  t'i^:)  ^  q>(ß:')  nur    für    eine    innerhalb  (a,  ß)  überall 
'   dichte    Menge   gilt.     Das   Capltel    scbliesst   mit   Betrachtangen    über  dtt 
Integral  eines  Froductes  /'(x)  .  qp  (x),  welche  zum  Beweise  des  eogenuatn 
ersten  Mittelwerth-Satzes  fahren. 

Im  fünfzehnten  Capltel  wird  das  Integral  als  Function  seiotr 
oberen    Grenze    betrachtet    und    zunllchst    deren    Stetigkeit   nnd  dit 

*  Zur  VeiToUständigung  der  fraglichen  Bemerkung  hätte  vielleicht  *aii  dn 
HerauBgebern  auf  einen  Aufsatz  Du  Boia  Reymood'«:  „Ueber  den  Oülti^^ 
bereich  der  Taylor'achen  Reihe"  —  Math.  Ann,  Bd.  21.  i.  109  —  vernieten  veite 
können.  Weitere  ErgÜnzungan  findet  man  in  den  neuerdings  von  mit  pubUcirten  W- 
aätien:  „Zur  Theorie  der  Taylor'Bchen  Reihe  etc."  —  Math. Ann. Bd. IS. 
„Ueber  Functionen,  welche  in  gewissen  Funkten  . ...  keine  Tarlor'tdt 
Reibenentwickeluug  besitzen."  „Ueber  die  nothwendigen  und  hio 
reichen denBedin gingen  ieBTa.YVox'ac^cftl.BbitsatEeB  etc." 
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Existenz  der  Ableitung  in  der  üblichen  Weise  erörtert.  Die  hieran 
geknüpfte  Bemerkung,    dass  ff(x)dx  stets  eine   stetige  Function  erster 

a 

Art  sein  muss,  lässt  sich  einfacher  beweisen,  wenn  man  bemerkt,  dass 
für  \f{x)  I  <  c  das  Integral  der  positiven  Function  {f(x)  +  c)  mit  x  stets 

X  X 

monoton  zunimmt  und  j  {f(x)  +  c)dx  ^ff(x)dx  +  c(x  ^  a)   ist.  — 

a  a 

Es  folgt  nun  der  sogenannte  Fimdamentalsatz  der  Integralrechnung  über 
den  Zusammenhang  des  bestimmten  und  des  unbestimmten  Integrals  in 
der  Form,  dass  die  Oiltigkeit  der  Beziehung 

b 

fdj: .  dx  =  F(h)  -  F(a) 

a 

für  den  allgemeinen  Fall  bewiesen  wird,  dass  die  im  Intervalle  (a,  h) 
durchweg  stetige  Function  F(x)  mit  eventuellem  Ausschluss  einer  Menge 
erster  Gattung  (allgemeiner:  einer  abzahlbaren,  nicht  ausgedehnten  Menge) 
die  integrable  rechtsseitige  Ableitung  dx  besitzt.  Dieses  Resultat 
wird  sodann  noch  dahin  erweitert,  dass  die  Beziehung 

b  b  b  b 

fXx.  dX'^^fKc.dx'^  fx'x.  dx  -Ja',,  dir  -  F(h)  -  F(a) 

a  a  a  a 

als  giltig  erwiesen  wird,  falls  F{x)  im  Intervalle  (a,  &)  stetig  und  irgend 
eine  der  vier  Derivirten  Ix^  l\xt  ^xy  A'x  integrabel  ist;  woraus  dann 
wiederum  noch  in  dem  zuerst  betrachteten  Falle  die  Relation 

b  b 

fd'x '  dx  —  Jdx .  dx 

a  a 

sich  ergiebt,  falls  F(x)  auch  eine  linksseitige  iutegrable  Ableitung  d'x 

besitzt.      Das    Haupt -Ergebniss    dieser    Untersuchung    lässt    sich    dahin 

zusammenfassen,  dass  Integration  und  ,^Derivation''  —  beide  in  dem 

hier  geltenden    allgemeinen  Sinne   genommen  ~  inverse   Operationen 

sind.     Schliesslich  lässt  sich  noch  an  die  letzte  Oleichxmg,   wenn  man  sie 

b 

in  die  Form  setzt  f(dx—  d'x)  dx  ^  0^  in  Verbindung  mit  dem  umstände, 

a 

dass  es  thats&chlich  stetige  Functionen  giebt,  welche  integrable  dx^  d'x 
mit  unendlich  oft  von  Null  verschiedener  Differenz  besitzen,  die  interessante 
Bemerkung  knüpfen,  dass  man  auf  diese  Weise  Functionen  bilden  kann, 
welche  für  unendlich  viele  Punkte  jedes  Intervalles  von  Null  verschieden 
sind,  w&hrend  ihr  Integral  den  Werth  Null  hat. 

Das  sechzehnte  Capitel  behandelt  den  sogenannten  zweiten  Mittel- 
werthsatz  der  Integralrechnxmg  in  seinen  verschiedenen  Formen.  Dabei 
wSre  vielleicht  zu  erwShnen  gewesen,  dass  der  Satz  in  seiner  Fnndamentalformi 
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b  ( 

ff(x)  .  (p(x)  ,dx^f{a).  fq>(x)dx     (a  <  g  <  5), 

a  a 

WO  f{x)  eine  im  Intervalle  (a,  h)  niemals  zunehmende  positive  Function 
bedeutet,  von  Herrn  Bonnet  herr&brt,  der  auch  die  grosse  Bedeutung 
dieser  Beziehung  für  die  Theorie  der  Foari  er 'sehen  Beihen  und  ftbnliche 
Entwickelungen  vollkommen  erkannt  hat.  Die  sogenannte  Du  Bois- 
Reymond'sche  Form  des  zweiten  Mittel werthsatzes ,  oder,  wie  sie  von 
Herrn  Dini  genannt  wird,  die  Weierstrass'sche  Formel  ist  tbatsflchlich 
ein  blosses  Corollar  des  obigen  Hauptsatzes  und  die  heftige  Polemik, 
welche  Du  Bois-Beymond  gegen  die  letztere  Bezeichnung  zor  Yer- 
theidigung  seiner  Prioritäts- Ansprüche  mehrfach  geführt  hat^  ist  in  Wahr- 
heit ziemlich  gegenstandslos,  da  das  Hauptyerdienst  an  der  Entdeckung 
des  zweiten  Mittelwerthsatzes  zweifellos  Herrn  Bonnet  gebührt  Ich 
gedenke ,  auf  diesen  Punkt  bei  anderer  Gelegenheit  noch  zurückzukommen. 
Im  siebzehnten  Capitel  wird  die  Definition  des  bestimmten  Integrales 
auf  solche  Functionen  ausgedehnt,  welche  im  Integrationsgebiet  auch 
unendlich  gross  werden  und  zwar  für  eine  Anzahl  von  Punkten,  die 
entweder  endlich  ist  oder  eine  Menge  erster  Gattung  bildet.  Hieran  scblieMt 
sich    die  Uebertragung   der  im  vierzehnten  Capitel  bewiesenen  Hauptsitie 

auf  Integrale  der  jetzt  betrachteten  Art,   insbesondere   auch    eine  genioe 

f(z) 
Untersuchung  der  Integrabilität  von  f{x)  .  q>{x)  bezw.  — t-t,  fÄr  den  FalL 

<p{x) 

dass  g>\x)  im  Integrationsgebiet  Unendlichkeits-  bezw.  Null -Stellen  besitzt 
Sodann  wird  gezeigt,  wie  sich  auch  die  Ergebnisse  des  fünfzehnten  Capitek 
betreffend  die  Stetigkeit  eines  Integrales  als  Function  seiner  oberen  Grenze, 
sowie  den  Zusammenhang  zwischen  dem  bestimmten  und  dem  unbestimmten 
Integrale  auf  den  vorliegenden  Fall  übertragen  lassen,  und  wie  man  aus 
der  Existenz  des  unbestimmten  Integrals  Jf(x)dx  auf  die  IntegrabiliUit 
von  f{x)  schliessen  kann.  Es  folgen  dann  noch  die  bekannten  Integrabüit&ts- 
Kriterien,  welche  sich  aus  der  Yergleichung  einer  für  x  ^  ß  unendlich 
gross  werdenden  Function  f(x)  mit  den  Ausdrücken 

1 1 1 

(f*  >  0  bezw.  ^  0) 

ergeben,  nebst  dem  durch  Beispiele  erläuterten  Hinweis,  dass  ftir  solche 
f(x) ,  welche  in  der  Umgebung  von  x  ^  ß  unendlich  viele  Maxima  ond 
Minima  besitzen ,  auch  ein  Unendlich  werden  von  höherer  Ordnung  die 
Integrabilität  nicht  ausscbliesst. 

Das  achtzehnte  Capitel  enthält  die  analogen  Betrachtungen  fax 
solche  Integrale^  die  sich  über  unendlich  grosse  Intervalle  erstrecken 
Pabei  wird  gezeigt,  dass  axxs^^i  d^x  ^bUabeu  Definition: 
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lf{x)dx  —  lim  ff(x)dx 

die  für  ein  Integral  mit  endlichem  Integrations- Intervall  geltende 
Definition  als  Grenzwerth  einer  Summe  unter  gewissen  Voraussetzungen 
auch  auf  ein  solches  mit  unendlichem  Integrations- Intervall  übertragen 
werden  kann,  sodass  also  ganz  direct 


ff(x)  dx  •=  lirny^if^ .  ö. 


1 


wird.  Nachdem  sodann  auch  hier  der  Zusammenhang  zwischen  dem  be- 
stimmten und  dem  imbestimmten  Integrale  seine  Erledigung  gefunden, 
wird  noch  der  zweite  Mittelwerthsatz  in  seinen  verschiedenen  Formen  auf 
den    vorliegenden  Fall    ausgedehnt.     Das   Capitel    schliesst   wiederum    mit 

der  Ableitung  der  Convergenz-  bezw.  Divergenz -Kriterien  für  //"(a;)  .  dx^ 

a 

welche  sich  aus  der  Vergleichung  von  f{x)  mit  rr'"(*+''\  x''^,{lgx)~^^'^f*\ 

x"^^  (Igx)  "~ ^ .  {Igigx)  —(^+m) ((i>  0  bezw.  fi'yO)  ergeben.      Zugleich 

wird  auch  wieder  an  Beispielen  gezeigt,  dass  die  betreffenden  Divergenz- 
Kriterien  für  Eolche  Functionen,  welche  im  Unendlichen  unendlich  viele 
Maxima  und  Minima  besitzen^  nicht  in  Frage  kommen. 

Im  neunzehnten  Capitel  wird  zunächst  die  Methode  der  partiellen 
Integration  mit  möglichster  Allgemeinbeit  behandelt  und  insbesondere 
auch  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  die  zu  integrirenden  Functionen  oder 
das  Integrations  -  Intervall  unendlich  gross  werden.  Alsdann  folgt  eine 
genaue  Untersuchung  der  Integration  durch  Substitution,  wobei 
zunächst  statt  der  bekannten  Relation 


ff(x)dx^ff[^{yy\.ii,'(t,)dy 


a 


die  folgende  allgemeinere  entwickelt  wird: 

ff(x)dx  ^ff[^(y)]  .  A^.  dy, 

a  a 

in  welcher  X^j  irgend  eine  der  vier  Derivirten  von  t(;(y)  bedeutet.  Auch 
werden  die  allgemeinsten  Möglichkeiten  für  die  Auswahl  der  Function  rl){y) 
festgestellt  und  die  gefundenen  Resultate  wieder  auf  den  Fall  eines  unend- 
lich grossen  Integrations -Inter malles  ausgedehnt.  Schliesslich  wird  noch 
der  Fall  erörtert,  dass  statt  der  Beziehung  x  ^  rl){y)  eine  von  der  Form 

y  —  ^(a;)  zur  Transformation  von  Jf{x)dx  vorgelegt  ist,  und  auf  gewisse 

a 

hierbei  zu  beachtende  Vorsichtsmassregeln  aufmerksam  gemacht. 
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Das  zwanzigste  und  letzte  Capitel  handelt  zan&chst  von  der  glied- 
weisen Integration  unendlicher  Beihen.  Als  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Qiltigkeit  der  Beziehung 


1   0 


a  1 


wird  die  gleichmässige   und  auch  schon  die   einfach   gleichmSssige 

Convergenz  der  Reihe  Zu»  far  das  Intervall  (a,  b)  erkannt.     Erleidet  die 

gleichmässige  Convergenz  von  £uy  eine  Unterbrechung  in  einer  endliehen 

oder   unendlich   grossen  Punktmenge    erster  Gattung,    so   bleibt  die  obige 

•    ß 

Beziehung  noch  bestehen,  falls  die  Reihe   der  Integrale  ^,  f^dx  f^ 

1     a 

alle  X  des  Intervalles  (a,  ß)  gleichmUssig  convergirt.  Diese  SStze  gelten 
auch  noch  für  den  Fall  /3  —  oo ,  sobald  die  fraglichen  Bedingungen  ftir 
jedes  noch  so  grosse  endliche  Intervall  (a,  ß)  erftillt  sind.  Analoge  Sfltze 
werden  sodann  aufgestellt  für  die  Integration  von  TU.u„,  wo  17  eine 
gewisse  Function  von  x  bezeichnet.    Hieran  schliessen  sich  noch  Betracht- 

ungen  über  Integrale  von  der  YQrmJfx{x)dXj  wobei  fi{x)  eine  Function 

a 

bedeutet,  die  ausser  von  der  Integrations- Variablen  x  noch  von  einem 
Parameter  X  abhängen,  während  die  Grenzen  a,  ß  entweder  als  constut 
oder  gleichfalls  von  X  abhängig  angenommen  werden  können.  Bedeutet 
dann  Xq  irgend  einen  speciellen  Werth  von  A,  so  wird  zunächst,  falls 
a  '^  a^^  ß  ^  ßo  constant  sind,  die  Giltigkeit  der  Bezeichnung  erwiesen: 


lim  jfx(x)dx  ^Jilf{x)dx^ 


^  OTo  «0 


sobald  fi  (x)  für  X  ^  Xq  gegen  die  integrirbare  Function  if;  (x)  convergirt 
und  zwar  gleichmässig  für  alle  X  zwischen  Xq  und  Xq  -\-  Bq  und  alle  x 
des  Intervalles  (a^y  j9q)  mit  eventuellem  Ausschlüsse  einer  endlichen  oder 
unendlich  grossen  Punktmenge  erster  Gattung.  Dieses  Ergebniss  wird 
dann  noch  in  gewisser  Weise  modificirt  und  schliesslich  auf  den  Fall  über- 
tragen, dass  auch  die  Grenzen  von  X  abhängig  sind  oder  eine  derselben 
unendlich  gross  ist  bezw.  für  A  »  A^  ins  Unendliche  wächst. 

Die  vorstehende  Uebersicbt,  in  der  natürlich  nur  das  Wesentlichste 
hervorgehoben  werden  konnte,  wird  immerbin  genügen,  um  eine  deutliche 
Vorstellung  von  dem  überaus  reichen  und  interessanten  Inhalte  des  ganzen 
Buches  zu  geben.  Die  Darstellung  ist  durchweg  klar  und  bei  der  vielfach 
nicht  unerheblichen  Schwierigkeit  der  behandelten  Materiale  verhältnissm&ssig 
leicht  verständlich  y  mitunter  vielleicht  ein  wenig  zu  breit.  Die  üebersetzung 
darf  geradezu  vortrefflich  g^n^xiivt  ^«Tden.  Alfbbd  Frinoshiim. 
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G.  Darboux,  Lepons  sur  la  throne  g^n^rale  des  surfaoes  et  les  appli- 
cations  g^om^triques  du  oalcul  infinitesimal.  Deüxidme  partie. 
Les  congmences  et  les  ^quations  linöaires  anx  dörivees  partielles. 
Des  lignes  trac6es  sur  les  surfaces.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils. 
1889.  522  S.  15  Fr. 

Der  zweite  Band  dieses  hervorragenden  Werkes  besteht  aus  zwei 
Büchern,  und  das  erste  desselben,  Buch  lY,  behandelt  die  Congruenzen 
und  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  besonders  der  zweiten 
Ordnung,  um  da  analytische  Entwickelungen  zu  geben,  die  später  vielfache 
zum  Theil  fast  unmittelbare  geometrische  Anwendungen  finden. 

Es  wird  zunächst  der  Begriff  der  Congruenz  von  Curven  erklärt,  die 
Focalpunkte  und  Focalfiäche  derselben,  und  eine  Reihe  von  Sätzen  über 
allgemeine  Congruenzen  abgeleitet,  worauf  zu  der  Congruenz  von  geraden 
Linien  übergegangen  wird  und  besonders  zu  der  Focalfiäche  und  den 
ßchaaren  von  abwickelbaren  Flächen,  die  von  den  Geraden  der  Congruenz 
gebildet  werden.  Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Congruenzen,  die 
aus  den  Tangenten  einer  Curvenschaar  auf  einer  Fläche  bestehen,  deren 
abwickelbare  Flächen  der  zweiten  Schaar  auf  der  ursprünglichen  Fläche 
ein  conjugirtes  System  ausschneiden.  Auf  der  einen  Schale  der  Focalfiäche 
wird  dadurch  eine  Curvenschaar  bestimmt,  deren  Tangenten  eine  neue 
Congruenz  mit  einer  neuen  Focalfiäche  bilden.  Setzt  man  dieses  Verfahren 
fort,  so  wird  man  auf  rein  geometrischem  Wege  zu  einer  Transformation 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  geführt,  die  zuerst  von 
Laplace  1773  entwickelt  ist.  Diese  wichtige  Methode  wird  mit  allen 
Entwickelungen  durchgeführt  und  die  Gesammtheit  der  linearen  Gleichungen 
aufgesucht,  für  welche  dieselbe  die  volle  Lösung  liefert. 

Die  gewonnenen  Sätze  werden  angewendet  auf  die  Gleichung 
3^0  n       de  ,      m       dz  p  ^ 


dxdy      a?  — y    dx      x  —  y    dy      (x  —  yY 
die  zuerst  Euler  für  den  Fall  m  '^  n  behandelt  hat.    Dieselbe  wird  durch 
die  Substitution  xf  —  (a;  —  y^Q  in  die  Form 

a«0  ß'      de         ß       de      ^ 

dxoy  x-—y  dx  x—y  dy 
übergeführt.  Nach  Aufstellung  einiger  particulärer  Lösungen  und  der 
Invarianten  der  Gleichung  wird  die  Laplace 'sehe  Methode  darauf  ange- 
wendet, die  Lösung  für  ganze  ß  und  /3'  durchgeführt,  und  für  den  FaU, 
dasB  ^  und  /3'  Brüche  sind,  werden  diese  Zahlen  auf  echte  Brüche  zurück- 
geführt. Es  wird  darauf  die  Biem  an  nasche  Integrationsmethode  ent- 
wickelt und  zunächst  aus  der  Gleichung 

die  neue 


■■•'•'-^^■^y 
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G(«)-ZZ(-l)'-*^-5^(A»«)-0 

gebildet,  die  nach  Analogie  der  Bezeichnung  von  Lagrange  f&r  eine 
unabhängige  Variabele  die  adjnngirte  genannt  wird  and  die  zuerst  bei 
Riemann   vorkommt.     Die    weitere  Behandlung   beschränkt   sich   auf  die 

Gleichung  r— r — h  a  --  +  5  ^ — [-  c;2?  ■=»  0,  und,  nachdem  dieselbe  nach  der 

oxoy  ox         oy 

Riemann'schen  Methode  unter  Angabe  von  zwei  verschiedenen  Formen 
des  Integrals  gelöst  ist,  wird  gezeigt,  dass  die  beiden  Invarianten  fQr 
diese  Qleichung  und  ihre  adjungirte  gleich  sind,  aber  in  verschiedener 
Ordnung.  Entwickelt  man  die  Reihe  von  Gleichungen  von  Laplace,  so 
erhält  man  bei  der  adjungirten  Gleichung  Invarianten,  die  denen  der 
ursprünglichen  Gleichung  gleich  pind,  wenn  die  Reihe  nach  der  negativen 
Seite  genommen  wird. 

Das  Integrationsproblem    wird   nun   dabin  vereinfacht,    dass  nur  eine 
unabhängige  Variabele  genommen  wird, 

1 
wo  die  A|-  Functionen  von  x  sind.  Es  wird  die  adjnngirte  Gleiehnng 
Lagrange's  g{v)  aufgestellt,  die  Bedeutung  derselben  für  die  Integral 
gezeigt  und  eine  Zahl  von  Relationen  zwischen  den  beiden  adjungirten 
Gleichungen  abgeleitet.  Dieselben  werden  auf  den  besonderen  Fall  ange- 
wendet, dass  die  adjungirte  Gleichung  dieselben  Integrale  hat,  wie  die 
gegebene.  Dann  ist  gi^i)  —  +  /^(w),  je  nachdem  die  Ordnung  der  Gleiebnng 
gerade  oder  ungerade  ist.  Von  den  ersteren  hat  Jacob i  die  wesenüichiten 
Eigenschaften  angegeben,  die  letzteren  werden  hier  zuerst  behandelt.  Mit 
Hilfe  der  gefundcDen  Sätze  werden  dann  die  Lösungen  nach  der  Laplace- 
sehen  Methode  vervollständigt,  die  Reihe  der  Invarianten  för  die  Ter* 
schiedenen  Gleichungen  der  Laplace 'sehen  Reihe  abgeleitet  und  besonders 
der  Fall  behandelt,  dass  diese  Reihe  in  beiden  Richtungen  endet.  Es 
folgt  eine  neue  Lösung  der  Gleichung  und  es  werden  drei  verschiedene 
Formen  angegeben,  in  welche  man  das  allgemeine  Integral  der  partiellen 
Diflferentialgleichung  bringen  kann. 

Besonders   einfach  sind  die  linearen  partiellen  Di£ferentialgleichanges 
zweiter  Ordnung,  deren  Invarianten  gleich  sind;    dieselben  lassen  sich  auf 

die  Form  y~^  =  Ar  bringen    und   sind   eingehend  von    Herrn  Moutard 

behandelt  worden.  Bei  ihnen  kann  die  Reihe  der  Laplace'scben  Gleicbanges 
nicht  in  nur  einem  Sinne  enden  und  man  kann  nun  alle  Gleichungen  der 
betrachteten    Form    &nden^  filY    welche    die    Methode    von    Laplace  dai 
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allgemeine  Integral  giebi  Die  Moutard 'sehen  üntersuchmigen  werden 
zum  Schlnss  noch  YervoUstftndigt. 

Sodann  wird  das  allgemeine  Problem  behandelt,  aus  einer  Beihe 
linearer  partieller  Differentialgleicbungen  zweiter  Ordnung  eine  Reihe  von 
Gleichungen  von  derselben  Form  und  derselben  Ordnung  zu  erhalten,  tv^elcbe 
man  integriren  kann,  wenn  sich  die  ursprüngliche  Gleichung  integriren 
Iftsst.  Es  wird  eine  Methode  gefunden,  von  welcher  die  Transformation 
Yon  Laplace  ein  besonderer  Fall  ist.  Den  Schluss  der  rein  analytischen 
Behandlung  der  Differentialgleichungen  macht  die  Behandlung  der  vom 
Verfasser  harmonisch  genannten  Gleichungen,  welche  die  Form: 

haben,  wo  q>  und  t/;  zwei  beliebige  Functionen  bezeichnen.  Sie  haben  die 
Eigenschaft,  unendlich  viele  particulttre  Lösungen  von  der  Form 

(harmonische  Losungen)  zu  besitzen  und  zwar  haben  sie  eine  unbegrenzte 
Zahl  von  Gruppen  zu  je  vier  Lösungen,  die  einer  homogenen  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  constanten  Coefficienten  genügen.     Auf  die  Lösung 

wird  die  Moutard'sche  Methode  angewendet  und  untersucht,  was  aus  den 
homogenen  Lösungen  der  ursprünglichen  Gleichung  wird.  Aus  jeder  har- 
monischen Gleichung  lässt  sich  eine  unbegrenzte  Zahl  harmonischer 
Gleichungen  ableiten,  die  sich  integriren  lassen,  wenn  sich  die  ursprüng- 
liche Gleichung  integriren  lässt,  und  kennt  man  die  harmonischen 
Lösungen  der  ersten  Gleichung,  so  kann  man  daraus  ohne  Integration 
auch  die  harmonischen  Lösungen  aller  anderen  ableiten.  Auch  durch 
andere  Methoden  ergiebt  sich  das  gleiche  Resultat.  Die  Untersuchung, 
wann  eine  Gleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Invarianten  gleich  sind,  eine 
harmonische  ist,  ergiebt  sich  als  gleich  mit  der,  zu  erkennen,  ob  das 
Linienelement  einer  Fläche  auf  die  Liouville'scbe  Form 

gebracht  werden  kann.  Bei  der  Behandlung  dieser  Frage  zeigt  sich,  dass 
wenn  sich  eine  Gleichung  auf  zwei  verschiedene  Weisen  in  die  harmonische 
Form  bringen  l&sst,  so  kann  es  auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen 
geschehen.     Als  Anwendung  wird  die  Euler'sche  Gleichung 

d'^z         fn(l  —  w) 

dxdy  ""    {p^-vY 
eingehend  besprochea  und  transformirt,  und  es  ergeben  die  Berechnungen 
zugleich  die  Lösung  der  Aufgabe:  Das  Linienelemcnt  einer  Kugel  auf  die 
Li  DU  Tille 'sehe   Form    zu    bringen.   —   Es  werden   dann  einige  Aufgaben 
angegeben,  die  noch  einer  Bearbeitung  harren. 


Damit  scliliesBt  der  rein  analytiBclie  Theil,  und  es  werden  Bogleicb 
einige   einfache  Besaltate   gegeben,    die   gewiBBennaseen   die   geometriscb« 

Interpretation  der  gefundenen  analytischen  Siltio  sind.  So  werden  alle 
FUcben  gesucht,  auf  welchen  die  Abwickelbaren  einer  gegebenea  Coagmeu 
ein  conjugirtes  System  bilden;  es  zeigt  sich,  dass  die  Integration  einer 
einzigen  partiellen  Differentialgleichung  die  LSsang  dieses  Problems  iOt 
unendlich  viele  geradlinige  Congraenzen  liefert.  Die  Aufgabe  wird  duia 
umgekehrt,  und  es  werden  die  geradlinigen  (.'ongraenzen  gesucht,  derai 
abwickelbiire  Flüchen  eine  Flüche  längs  eines  gegebenen  conjugirten  Neda« 
schneiden,  und  zwar  wird  die  Lösung  sowohl  für  Punkt-,  wie  (ur  Ebeneti- 
Coordinaten  durehgeführf.  Aus  der  Lösung  dieser  beiden  Fragen  ergiebt 
sieb  dann  die  der  wichligeren,  nlle  Flüchen  zu  finden,  die  von  den  Ab- 
wickelbaren einer  (unbekannten)  geradlinigen  Congi*uenz  in  einem  cod- 
jugirten  Systeme  geschnitten  werden,  wenn  die  Congruenz  die  Bediagiing 
erfallt,  eine  gegebene  Fläche  in  einem  gegebenen  conjugirteu  Systeme  a 
Bchneiden.  Davon  werden  wichtige  Anwendungen  und  Sätze  abgeleitet, 
unter  Anderem:  Wenn  man  auf  zwei  Flächen  S  und  S^  parallele  Tangsntiil 
ebenen  hat,  so  erzeugt  die  Verbiiidungsgerade  entsprechender  Funkte  eine 
Congruenz,  deren  abwickelbare  Flächen  auf  S  und  S,  ein  conjugirtes  Sfli 
ausschneiden.  Dieser  Satz  wird  angewendet  ?.ur  LSaang  der  Cbriatoffel- 
schen  Frage,  alle  Flächen  aufjusuchen,  in  welchen  die  Beziehung  dtirei 
parallele  Tangentialebenen  zwischen  zwei  Flüchen  auf  der  einen  ein  confoniw 
Bild  der  anderen  giebt,  und  fllhrt  dadurch  zu  dem  Prohlem  der  AnJ- 
sitchung  der  FlSchen  mit  isothermen  KrUmmungslinien  oder  isothermLicIiHi 
Flächen,  wie  sie  der  Verfasser  nennt  Aus  einer  isotbermi Gehen  Fllcl» 
kann  man  unendlich  viele  andere  erhalten,  indem  man  abwechselnd  dnirl 
Inversion  und  durch  die  Ohristoffersche  Methode  zu  neuen  PlSchen  Übtt- 
geht.  Neben  der  Weingarten'schen  Differentialgleichung,  die  die  bo- 
tbermischen  Flächen  bestimmt,  wird  auch  die  aufgestellt,  der  die  penti- 
sphUri sehen  Coordinaten  gentlgen  mllssen. 

Es  folgt  nun  die  Behandlung  der  orthogonalen  Trajectorien  oük 
Familie  von  Flächen,  wo  die  Aufsuchung  der  Bedingung  den  Aoigugi- 
pnnkt  bildet,  unter  welcher  die  Curven  einer  Congruenz  der  angtgebeoMi 
Anforderung  genügen,  Von  dem  allgemeinen  Fall  der  krummlinigen  Coi- 
grnenzen  wird  eine  grössere  Zahl  von  Sfitzen  abgeleitet  und  dann  m  dm 
specielleren  der  Normalen  einer  Flüche  übergegangen.  Unter  geviiHi 
Bedingungen  ist  diese  Congruenz  von  Normalen  zugleich  normal  n  tba 
anderen  Fläche  und  unter  anderen  zu  einer  Scbaar  von  Flächeo.  Di« 
erhaltenen  Sätze  werden  auch  auf  das  Gebiet  der  'Optik  übertragen  asi 
unter  anderen  wird  der  G  ergonne'sche  Satz  bewiesen. 

Die  Betrachtnng  der  Flächen,  deren  HauptnordÜMebenen  U>t^Vftl 
sind  in  Bezug   aut  eine  "FlÄüte  7.^ft\^Ti.  ^■is&ßft,  WkA  t.m  d«t  Li 


LiooTin^l 


Bchen  Flache,   deren  KrümamngsmiUelpuiikte  auf  xtrei  confocaleu  Flaches 
iten  Grades  liegen  und  die  definirt  ist  durch  die  Gleichnng: 


^JY 


F(a,  ß)  eine  beliebige  LOaung  der  linearen  Glaichong 

d'F 


d'F        j/dF       SF\ 


ist.  Auf  einfache  Weise  werden  dadurch  die  geodStiscben  Linien  eines 
Ellipsoids  bestimmt.  Die  Eigenschaften  der  linearen  Differential  gl  eichungen 
zweiter  Ordnung  werden  nnn  auch  angewendet  auf  gewisse  besondere 
Congraenzen  höherer  Grade  und  |dieBe  dann  dahin  specialisirt,  dass  die 
Curven  der  Congiuenz  Kreise  sind.  Eingebende  Betrachtung  wird  deu 
schönen  Untersuchungen  des  Herrn  Bibaucour  geschenkt,  dessen  oykliache 
Systeme  eine  sehr  wichtige  Rolle  in  der  Theorie  der  Flächen  constauter 
Krümmung  spielen. 

Das  fünfte  Bach  beschäftigt  sich  mit  den  auf  den  FlHchen  gelegenen 
Linien  and  besonders  den  geodütischen  Linien,  deren  Studium  spSter  im 
dritten  Bande  fortgesetzt  wird,  und  es  werden  dazu  besonders  die  Codazci- 
sehen  Formeln  angewendet. 

Die  ersten  Capitel  dieses  Buches  gehen,  anknüpfend  an  die  kins- 
I  matiscben  Betrachtangen  am  Eingange  des  Werkes,  die  allgemeinen  Be- 
I  wegnngBgleichungen  des  Trieders,  dessen  Spitze  die  Fläche  beschreibt,  die 
Oleichongen  der  verschiedenen  Linien  Systeme,  der  Krümmungsradien,  der 
mittleren  und  totalen  Krilinmung  für  rerschtedene  Coordinaten-Systeme  uud 
am  Ende  des  zweiten  Capitela  werden  die  Resultate  tabellarisch  zusami 
gestellt.  Bei  der  Ableitung  dief^er  Gleichungen  ergiebt  sich  unmittelbar 
eine  ReiLe  bekannter  Sätze  über  die  genannten  Qrfjssen.  Von  den  erhal- 
tenen Formeln  werden  zunächst  die  einem  genaueren  Studium  unterzogen, 
die  die  Krümmung  und  die  Torsion  von  Linien  liefern,  die  auf  einer  Fläche 
gezogen  sind,  und  auch  die  von  Herrn  Bonnet  sogenannte  geodätische 
Torsion,  die  Torsion  der  eine  Carve  auf  der  Fläche  in  einem  Punkte 
rührenden  geodütiEchen  Linie  wird  eingeführt.  Darauf  beginnt  die  sehr 
eingehende  Behandlang  der  geodätischen  Linien,  die  einen  grossen  Theil 
des  Werkes  einnimmt  (II,  402—511;  III,  1  —  192). 

Nachdem  verschiedene  Formen  der  Differentialgleichung  dergecdätiscben 
Linien  aafgeateUt  sind,  werden  die  Sätze  von  Gauss  über  diese  Linien 
abgeleitet,  sowie  die  verschiedenen  Erzeugungs weisen  angegeben.  Von  den 
oonfocalen  geodätischen  Ellipsen  und  Hyperbeln  wird  der  Welngarteu'sche 
Satz  abgeleitet  u|^  auf  zwei  Arten  bewiesen.    Dann  wird  der  Differential- 

Kiter  ersteTOrdnang  Be Itrami 's  (AQ)  eingeführt  und  gezeigt,  dasa  jede 
-UI.Abib  d.Zeiucbi. t.  Uaib.a.Pbji.  Si'.Ja.tiis  IBai.a.aell  ?, 


FnnotioD,  deren  Parameter  gleich  1  ist,  eine  Schaar  von  parallelen  Corra 
(oi'tfaogonalen  Trajectorien  einer  Schaar  von  geodatdachen  Linien)  erkeaara 
laest  und  dass,  wenn  eine  LQsang  tou  A6=^1  eine  wUlkärÜche  Conetaote 
enthSlt,  man  die  geodStischen  Linien  der  Fl&che  bestimmen  kann.  Ans 
der  Betrachtnng  des  Differenlialparameters  ergiebt  sich  eine  Beihe  tod 
Sätzen,  unter  anderen  der  wichtige  von  Jacobi:  „Wenn  man  ein  antn 
Integral  der  Differenlialgleichnng  der  geodätischen  Linien  kennt,  »o  kua 
man  die  Gleicbnog  dieser  Linien  in  bestimmter  Form  dnrch  eine  eio^lie 
Quadratur  erbalten."  Zum  Schluis  werden  noch  die  geodätischen  Lvnies 
mit  Hilfe  der  Variation srechuung  bestimmt. 

Die  letzten  Capitel  dieses  Bandes  bandeln  von  den  Beziehungen  zwiacb» 
der  Theorie  der  geodütiscben  Linien  und  den  Problemen  der  Dynanuk, 
zwischen  den  Gauss'schen  Methoden  beim  Stadium  der  geodätischen  Linieo 
und  denen,  welche  Jacobi  spüter  auf  die  Probleme  der  analytischen  Mecliuik 
angewendet  hat.  Der  Verfasser  bat  so  „das  Interesse  klargelegt,  weldlM 
die  schönen  Entdecknngen  Jacobi*s  verdienen,  wenn  man  sie  unter  aptdell 
geometrischem  Gesichtspunkte  betrachtet".  Es  wird  dabei  die  Bewegnug 
in  der  Ebene  und  auf  krummen  FUchen  behandelt,  nach  Aufstellung  der 
Jacobi'schen  Differentialgleichungen  das  Frincip  der  kleinsten  Wirkung, 
sowie  das  Hamilton'scbe  Pnncip  direct  durch  eine  Methode  abgeleitd, 
die  der  Theorie  der  geodiitischen  Linien  entnommen  ist  and  eine  grosa 
Zahl  von  SStzen  entwickelt  über  die  Bahnen  eines  beweglichen  PunktM, 
Die  Methoden,  welche  dabei  angewendet  sind,  werden  in  dem  letzten  C8{dtil 
auch  auf  das  allgemeine  Problem   der  Dynamik  aasgedehnt. 


Vom  dritten  Theile  sind  bis  jetzt  nnr  zwei  Böcher  (8.  1 — 444)  «- 
schienen,  Yon  denen  das  erste  sich  noch  mit  den  geodfttiscben  Linien  und 
der  geodtltiBchen  Krümmung  beachS^ftigt. 

Im  ersten  Capilel  desselben  werden  nach  der  Jacobi'schen  Metbod* 
die  geodätischen  Linien  auf  gewissen  Flächen  bestimmt  und  onterenebt, 
wann  eine  Fläche  nur  gcEchlossene  geodlltische  Linien  enthält.  Bei  drr 
Bestinmiung  der  geodätischen  Linien  der  RütatiousflltcbeD  ergiebt  öA 
eugleich ,  dass  die  einzigen  Rotation  sä  liehen  mit  Aequator,  welche  nnr  gs- 
Bchlossene  geodätische  Linien  besitzen,  die  Kugel  und  die  auf  sie  in  sb- 
wickelbaren  Flüchen  sind,  dass  jedem  Punkte  der  einen  Fläche  Pnokte  to 
anderen  in  begrenzter  Zahl  entsprechen.  Auch  auf  den  FlSchen,  dem 
Linienelement  zurückführbar  ist  auf  die  Liouville'sche  Form 

rfs»_(J7->-)(r7i»dM'-|-V-,»d;'*) 
nnd  von  welchen  das  Ellipsoid  ein  specteller  Fall  ist,  werden  die  i^eodätifcba 
Linien  durch  einen  Kunstgi-i  ff  gefunden  und  es  wird  der  Di  □  Ueche  Satx  bewietc^ 
dass  die  Coordinatencurven  B.u.f  Win^n  em  l^tiÜLavinee  Hetz  vou  geodStMl 


EllipsoD  and  Hyperbeln  bilden.  Einige  S&tze  ronOravea  und  Herrn  Chaal es 
Aber  Polygone,  deren  Seiten  geodUtäsctia  Linien  anf  FlElchen  sind,  werden 
erweitert. 

Da  der  erwähnte  Kunstgriff  sich  nur  sehr  schwer  ausdehnen  läsat, 
kommt  der  Yerfasser  auf  die  allgemeine  Theorie  zurück  und  bebandelt  die 
schon  im  vorigen  Bande  abgeleitete  Gleichung  A0  =  1.  Dieselbe  wird  auf 
ein  canoniachea  System  gebracht  und  gezeigt,  welchen  Gebrauch  mau  davon 
machen  kann,  wenn  man  eic  oder  zwei  Integrale  kennt.  Es  werden  nun, 
weil  eine  allgemeine  Integration  der  Gleichung  AO  —  1  nicht  durchführbar 
iat,  verschiedene  allgemeine  Formen  des  Integrals  ala  bekannt  vorausgeaetzt 
und  daE  Linieuelement  wird  dann  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass 
diese  Formen  zu  einer  vollatUndigen  Lösung  des  Problems  (Uhren  kOnnen. 
Es  werden  die  algebraischen  and  ganzen  homogenen  ersten  Integrale  gesucht 
(homogen  in  den  ersten  Ableitungen  p  und  q).  Für  ein  homogenes  eratea 
Integra!  ersten  Grades  erhUlt  mau  die  Rotationsflächen  und  ihre  BiegungS' 
flächen,  fUr  ein  solchea  zweiten  Grades  giebt  es  zwei  verschiedene  Formen 
des  Linien elementes.  Für  den  ersten  und  wichtigaten  Fall  ist  es  zurück- 
fübrbar  auf  die  Liouville'siihe  Form,  für  den  anderen  hat  es  die  Form 

ds^-4{XY'+  Y,)dxätj, 
der  aber  im  Allgemeinen  imaginäre  Flehen  oder  bei  reellen  Flachen  eine 
imaginäre  Lösung  liefert.  Der  Verfasser  kommt  dabei  zurück  auf  die  Frage, 
alle  Flüchen  /u  bestimmeD,  deren  Linienelement  sich  auf  zwei  verschiedene 
Ai-ten  auf  die  Liouville'sche  Form  bringen  liisat.  Es  iat  das  jetzt  gleich- 
bedeutend mit  dem  Problem:  Alle  Flächen  zu  suchen  oder  vielmehr  alle 
Linien el erneute,  für  welche  das  Problem  der  geodätiacben  Linien  zwei  ver- 
Echiedene  homogene  Integrale  zweiten  Grades  zulässt.  Herr  8,  Lie  hat  eine 
Zahl  von  Lttsnngen  dieses  Problems  gegeben,  und  der  Verfasser  führt  es 
vollständig  durch  für  den  Fall,  dass  das  eine  Integral  vom  ersten,  das 
andere  vom  zweiten  Grade  ist,  Die  erhaltenen  Flächen  sind  aaf  Rotations- 
flächen abwickelbar.  —  Bei  der  Betrachtung  i3er  homogenen  Integrale 
hSberen  Grades  und  bei  Brachintegralen  bat  sich  die  Einth eilung  des 
Herrn  Maurice  Levy  bewährt  nach  der  Zahl  der  linearen  Factoren,  in 
welche  man  sie  zerlegen  kann,  so  dass  von  den  Functionen 

-p(p,  3,  «,  t>)-e(u,  r)JJ(p-«i3)'. 

!   alle  zn  derselben  Claase  geb5ren,  fQr  welche  n  dieselbe  Zahl  ist.    Der  Fall 

*)  —  3  wird  allgemein   durcbgefahrt ;  von  »  =  3   nur   ein   besonderer  Fall. 

Das  nächste  Capitel   handelt   von  der  geodätischen  Abbildung  zweier 

FJäcben  auf  einander  und  zueist  wird  der  Beltrami'sche  Satz  abgeleitet, 

dass   die  einzigen  Flächen,  die  sieb  so  auf  die  Ebene  abbildäo.  Ioa^qi^.,  ^'aa& 


I 


ihre  geod&tiscben  Linien  den  Geraden  dar  Ebene  enteprecheii,  die  Fl&gben 
constanten  KrUmmongsmaasBes  sind.  Es  folgt  dann  die  LOsung  des  Pro- 
blems von  Heri-Q  Dini,  die  Paaro  von  Flachen  zu  finden,  welche  mu  so 
anf  einander  abbilden  kasn,  dass  jeder  geodätischen  Linie  der  einen  ein« 
geodätische  Linie  der  anderen  entspricbt.  Das  Linienelement  der  gesoehtM 
Flachen  läast  sich  auf  die  Ltouviüe'sche  Form  bringen.  Der  Bewei«  stOtit 
eich  auf  den  Satz  des  Herrn  Tissot:  Wenn  sich  zwei  Flächen  pnnktneiw 
entapreclien ,  so  giebt  es  auf  .jeder  derselben  ein  orthogonales  System  und 
bei  reellen  FlSchen  im  Allgemeinen  (wenn  die  A.bbildung  nicht  confonc  isl) 
nur  eins,  welcbem  auch  auf  der  anderen  Fläche  ein  orthogonales  Sjsleo 
entspricht, 

Ee  wird  dann  die  geodätisohe  Linie  betrachtet  als  kürzester  VItg 
zwischen  zwei  Punkten,  indem  sie  mit  den  unendlich  benachbarten  Terglicbei 
wird  und  gezeigt,  wann  die  geodiitische  Linie  aufhört,  die  kürzeste  ta  sris, 
was  zur  Definition  der  Curve  um  einen  Punkt  führt,  an  welcher  die  geo- 
dUtische  Linie  aufhört,  die  kürzeste  zu  sein.  Auch  anf  die  Analogie  der 
kllrzeBten  Entfernnng  eines  Punktes  von  einer  Curve  in  der  Ebene  winl 
hingewiesen.  Nur  wenn  die  Fläche  entgegengesetzt  gerichtete  Hai^t- 
krQmmuDgsradien  hat,  bort  die  geodätische  Linie  nie  aaf,  die  kürzeste  m 
sein,  wenn  man  eie  mit  den  unendlich  benachbarten  vergleicht.  Wenn  in 
allen  Punkten  einer  geodätischen  Linie  das  Product  der  Hauptkrümmos^ 
radien  grösser  als  a'  ist,  so  ist  die  geodätische  Linie  kürzer  aU  all«  b«- 
naehbarten  in  einem  Intervalle  wenigstens  gleich  7ia  (Erweiterung  eine! 
Bonnet'schen  Satzes).  Bei  der  Aufsuchung  des  kürzesten  Weges  wiri 
auch  die  reducirte  Länge  von  Herrn  Christoffel  und  die  redncirts  Diitm 
eingeführt. 

Es  folgt  nun  die  Behandlung  der  geodätischen  Krümmung  von  Com 
auf  Fluchen,  wo  z.  B.  alle  Flüchen  gesucht  werden,  deren  Krümmnngiliiün 
constante  geodätische  Krümmung  haben  (analytisch  zuerst  von  Hem 
0.  Bonnet,  geometrisch  von  Herrn  Ribaucour  gelfifit).  Die  dlWgiB 
Flächen  dieser  Art  sind  die  Uo tat ionsfl Heben,  die  Kegel,  die  Cylind«r  lod 
die  Flächen,  die  aus  ihnen  durch  Inversion  hervorgehen.  Auf  die  GleichuA 
die  den  Radius  der  geodlitischen  CrUmmung  giebt,  wird  der  Green'icb« 
Satz  angewendet  und  dadurch  eine  Beziehung  zwischen  dem  geodätisdien 
Krümmungsradius  und  dem  KrümmungsmaasB  gefunden.  Sodann  wird  rä 
neuer  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  von  Herrn  Liouville  abgeleil«! 
darch  Benutzung  des  geodätischen  Conlingenzwinkels,  aus  dem  sich  mehm« 
Sätze   ergeben. 

Besondere  Beachtung  finden  die  geodätischen  Kreise,  die  Corta, 
deren  geodätische  Krümmung  coustant  ist,  von  denen  auch  Periinttar 
Aufgaben  gelöst  wevdeu. 


Den  SohluBS  dieses  Baclies  machen  üntereiichnngen  über  geodatiBclie 
Dreiecke,  von  denen  -eattTst  die  öaQss'scben  SHtze  abgeleitet  werden.  Be- 
sonders interessant  ist  dann  die  durch  die  Arbeiten  des  Herren  CliriBtoffel 
veranlasste  Äufeucbuiig  der  Flächen,  für  welche  es  unter  den  sechs  Ele- 
menten eines  geodätischen  Dreiecks  eine  oder  mehrere  von  einander  unah- 
faängige  Relationen  giebt.  Je  nachdem  keine,  eins,  ^wei  oder  drei  Relationen 
vorhanden  sind,  gehören  die  FlUchen  i.wt  ersten,  zweiten,  dritten  oder  vierten 
C'Iasse,  wobei  nattlrlich  alle  auf  einamier  abwickelbare  Flttchen  zu  derselben 
Classe  gehören.  Die  dritte  und  vierte  machen  dabei  nach  den  Dnter- 
guchnngen  des  Herrn  Weingarten  nur  eine  Clasae  ans  und  umfassen 
die  Flächen  constanter  Krümmung.  Die  zweite  Elasse  besteht  aus  den 
Botationsflachen   mit  variabelar  Krümmung  (v.  Mangoldt). 

Das  siebente  Buch  behandelt  die  DeformatioD  der  Flächen  und  geht  ^ 
der  Definition  und  Unlersuchnng  der  Differential paranieter  erster  Ordnung: 

Ap,  A(9i,  ^),  G(ip,  t/j) 
nnd  der  zweiter  Ordnung  A^tp  aus,  die  auf  die  Lösung  einer  grösseren  Zahl 
von  Aufgaben  angewendet  werden.  Es  erfolgt  dann  die  LCsung  des  Funda- 
mental satzes :  Zu  erkennen,  oh  zwei  Flüchen  auf  einander  abwickelbar  sind 
oder  nicht,  oder  ob  zwei  Formen  des  Linienelementes  einander  äquivalent 
sind.  ZunScbst  erkennt  man,  dass  zwei  Flächeu  gleicher  constanter  Krümmung 
immer  auf  einander  abwickelbar  sind  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 
Da  man  aber  bei  der  befolgten  Methode  zur  wirklichen  Abwickelung  die 
geodätischen  Linien  auf  beiden  Flächen  kennen  muss,  was  allgemein  i 
bei  den  Flilchen  vom  constanten  Erümmungsmaass  0  der  Fall  ist,  so  kann 
man  sie  bei  den  übrigen  nicht  atigemein  vornebmea)  es  hängt  das  von  der 
Integration  einer  Riccati'scben  Gleichung  ab.  Ist  die  Krümmung  variabel, 
so  müssen  doch  die  Krümmungsmaasse  in  entsprechenden  Funkten  gleich 
Bein.  Es  wird  da  der  specielle  Fäll  behandelt,  in  welchem  die  Gurren,  auf 
welchen  das  KrllmmungsmaaEs  constant  ist,  einander  parallel  sind,  und  der 
noch  speciellete,  dass  diese  Curveu  eine  isotherme  Familie  bilden.  In  diesem 
letzteren  sind  die  Flächen  auf  uneodlicb  viele  Weisen  abwickelbar  aaf 
Botationsflachen,  die  überhaupt  neben  den  Flüchen  constanter  KrUmmung 
die  einzigen  sind,  die  sieb  auf  unendlich  viel  verschiedene  Weisen  auf 
eine  BiegungsSüche  abwickeln  lassen  Nach  Einführung  der  GauBs'scben 
OrÖBsen  Z>,  ly,  I/'  und  ihren  Beziehungen  zu  den  übrigen  wird  die 
Gleichung,  die  bei  der  Biegung  identisch  befriedigt  werden  muss, 
rfx»  +  df  +  dz*'^Edv,^-\-2Fdudv  +  Gdv\ 

durch  den  eiofachen  Kunstgriff  wesentlich  vereinfacht,  dass  d^  transponirt 
wird  und  man  dadurch  das  Linienelement  einer  Flüche  erhält,  deren  Krümmung 
Nnll  ist.    MaD  erhUlt  daraus  eine  Differentialgleichung  fili  t.    kM£.V  i:«^^ 


L 


andere  Metboden  erhBlt  m&n  dieselbe  Gleichang,  wie  die  enteprocheiideB 
aaoh  fftr  andere  Coordinatensysteme  abgeleitet  werden.  Die  CharakUnstiliMi 
der  partiellen  Differenliiilgleicliung,  von  der  das  Problem  der  Biegung  »b- 
hängt,  liefem  die  ÄaymptoleDlinieii  der  gesacbten  Flüche.  Dieser  Ssts  gieh 
Anlass  zur  Behandluug  des  ProbleniB:  Eine  gegebene  Flache  so  zu  deformirtii, 
daes  eine  auf  derselben  gezeiibnete  Curve  T  mit  einer  im  Baume  gegebeoa 
D  zuBammeufUUt.  Es  kann  dies  stets  dami  geschehen,  wenn  die  eo  inf- 
gestellte  Bedingung  nicht  die  Folge  nach  sich  zieht,  dass  die  Cmre  ucb 
der  Biegung  eine  Asymptoteulinie  sein  würde,  oder,  anders  ausgedrtckt, 
wenn  nicht  die  Krilmnaung  in  jedem  Punkte  von  Ti  gleich  iit  der  gw- 
dätischen  Krümmung  von  T  in  dem  entsprechenden  Punkte.  Ee  werdn 
daher  die  Bedingungen  aufgestellt,  denen  die  Grössen  E,  F,  G  zu  geiiDg«D 
haben,  damit  die  Coordinatenllnien  die  Asymptotenlinien  von  einer  der  Flüctura 
sind,  die  durch  Biegung  aus  der  gegebenen  hervorgehen  und  mehr»« 
darauf  bezügliche  Slltze  bewiesen.  Als  Beispiel  wird  die  Biegung  der  winil- 
Bchiefeu  Flachen  eingehend  durchgeführt,  deren  Strictionslinie  einer  genanereD 
Betrachtung  unterzogen  wird.  Mannigfache  Gelegenheit  zum  Stadiom  der 
Deformation  bietet  die  Beschäftigung  mit  den  Flüchen,  deren  Eanpt- 
krUmmnngsradien  Functionen  von  einander  sind.  Der  Verfasser  nennt  die- 
selben FlKchcn  ly,  augenscheinlich,  wie  aus  dem  Zosammenhange  berror- 
gebt,  nach  dem  Mathematiker,  der  sich  am  meisten  mit  ihnen  erfolgr«i(ii 
beschäftigt  hat,  Herrn  Weingarten,  und  der  Referent  mOcbte  Vorschlag«, 
aie  kurz  WeingarlenVhe  Flachen  zu  nennen.  Die  Aufsuchung  »llsf 
Weingarten'schen  Flächen  lasst  sieb  zurllckführen  auf  die  aller  ortho- 
gonalen apbUrischen  Systeme,  für  welche  das  Liuienelement  der  Kngel  Üt 
Form:  da^"  adu*+  9(0)^1'* 

annimmt,  wo  a  eine  Hilfsvariabele  bezeichnet,  Die  Eigenschaften  dins 
Flächen,  von  denen  eine  grosse  Zahl  von  Herrn  Weingarten  angegebd 
ist,  werden  aufgesucht  und  nach  einer  Herleitung  derjenigen  der  Filehti 
det'  Hauptkrtimmungs-Mittelpunkte  einer  beliebigen  Flüche  auch  di«  dtt 
Weingartensühen  naher  untersucht  und  mehrere  sehr  interessant«  Eigub 
schalten  von  ihnen  abgeleitet.  Dann  werden  die  Flächen  constanl«! 
Krlimmungsmaassea  und  die  constanter  mittlerer  KrOnimong  betraebtiL 
Die  Schwierigkeiten  heim  Studium  dieser  beiden  Arten  von  Fl&chea  nd 
die  gleichen,  da  ja  zu  jeder  Flache  mit  dem  constanten  KrammangsniM« 

-j  zwei  parallele  Flachen  mit  der  constanten  mittleren  KrUmmnng  ^  ffr 

hOren.  Als  Beispiel  der  Flachen  constanter  negativer  Krümmung  wird  & 
pgeudoEpbUriscbe  Flache  gewählt,  auf  die  alle  anderen  abwickelbar  nad 
und  besonders  die  Abbildung  derselben  auf  die  Ebene  behandelt.  De 
Verfasser  kommt  dann  aac^i  a.uf  die  ^iaht- euklidische  Oeometri 
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und  sohliesst  im  letzten  Capitel  mit  den  Transformationen  der  Flftchen 
Gonstanter  Krümmung  der  Herren  Bianchi  und  Lie^  doreb  die  man  aus 
einer  Mäche  dieser  Art  unendlich  viele  ableiten  kann. 

Vorstehende  Besprechung  kann  freilich  nur  ein  schwaches  Bild  yon 
dem  überaus  reichen  Inhalte  des  Werkes  und  der  Eleganz  in  der  Durch- 
führung der  Methoden  geben;  als  ein  besonderer  Vorzug  ist  noch  die 
genaue  Literaturangabe  zu  rühmen,  die  überall  ein  Studium  der  Original- 
abhandlungen gestattet,  in  denen  der  betreffende  Satz  zum  ersten  Male 
aufgestellt  ist.  Vielleicht  h&tten  beim  Capitel  über  isotherme  Flächen 
noch  einige  kürzere  Abhandlungen  von  Herrn  Cajlej  in  den  Philosophical 
transactions  angegeben  werden  können.  Ein  tiefes  Studium  des  Werkes 
wird  gewiss  zu  vielen  neuen  Arbeiten  Anlass  geben,  zu  denen  die  Grund- 
lage an  vielen  Stellen  geliefert  ist.  Möge  es  uns  recht  bald  vergönnt 
sein,  auch  das  Erscheinen  des  Schlusses  dieses  trefflichen  Werkes  begrüssen 
zu  können.  Willorod. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


neber  die  Wasseruhr  und  das  Astrolabium  des  Arzachel. 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein. 


S  o  li  1  u  s  s. 


Das  Astrolabium. 
I. 

War  es  im  Yorigen  Abscbnitte  der  Sage  trügerischer  Boden,  der 
mir  unsicheren  Halt  gew&hrte,  so  ist  es  in  diesem  ein  durchaus  realer, 
auf  dem  ich  stehe.  Musste  ich  dort,  als  Facit  meiner  Untersuchung, 
offen  aussprechen,  was  ich  längst  geahnt,  dass  aus  Gründen,  deren  innere 
Wahrscheinlichkeit  der  Evidenz  sehr  nahe  kommen  dürfte,  wenigstens  der 
Nimbus  um  Zarkäll's  Haupt  in  eiteV  Dunst  zerfliesst,  mit  dem  ein  noch 
im  kindlichen  Wahne  der  Thaumaturgie  befangenes  Zeitalter  ihn  bekriinzte, 
—  so  kann  ich  hier  gleich  von  yornherein  erklären,  dass  das  Zarcallicum 
an  sich,  als  ein  unzweideutig  definirtes  Beobachtungsinstroment  des  Mittel- 
alters, kein  Schleier  yerhüllt.  Eben  so  wenig  habe  ich,  hinsichtlich  der 
Persönlichkeit  des  Yerfertigers,  die  geriogste  Ursache  Zweifel  zu  hegen; 
denn  mehrere  übereinstimmende  Angaben  lassen  mir  als  völlig  glaubwürdig 
erscheinen,  dass  es  in  der  That  von  Zark&ll  erdacht  war,  vielleicht  sogar 
zum  ersten  Male,  da  ich  nämlich  nirgends  bemerkt  (ja  nicht  einmal  die 
Frage  danach  aufgeworfen)  finde,  ds^ss  schon  vor  ihm  sich  Jemand  seiner 
Projeclions-Art  zu  gleichem  Zwecke  bedient  hat.  Nach  ihm  dagegen 
kann  ich  zwei  Träger  bekannter  Namen  anführen,  die,  wohl  unabhängig 
von  einander,  für  den  Entwurf  von  Planisphärlen  dringend  die  Annahme 
des  gleichen  Projections-Centi'ums  oder  desselben  Augenpunktes  empfahlen; 
Begiomontanu»^)  in  der  zweiten  Hälfte  des  15.  Jahrhunderts  und  (der 
Altere)  Oemma  Frisius')  in  der  ersten  Hälfte  des  16.  sind  es,   die  ich 

HiJt.  'Ut.  Ahih.  d.  Zeitsohr.  •  f.  Math.  u.  Tbjt.  89.  Jahrg.  1894.  ft.  HetV.  1 


meine,  Aber  während  sich  Ereterer,  oder  vielmehr  aeiü  Schüler  ßchoew^ 
dabei  direct  aaf  Ärzachel  bezieht,  treffen  wir  bei  Letzterem  bot  etvu 
wie  eine  dunkele  Ahnung  an,  dass  „schon  Alles  dagewesen",  wenn  u 
sagt,  dass  zwar  „die  erste  flüchtig«  Andeutung"  toq  seiner  Methode  oder 
dem  Instrumente,  welches  er  hier  beschreibe,  bereits  längst  vergangfocn 
Zeiten,  die  klare  und  erschöpfende  Art  und  Weise  der  Darstellung  jedoci, 
die  er  davon  gegeben,  durchaus  ihm  angehöre:  Hoc  ig'äur  Analcmma,  A«e 
tn^wim  SpJtaera  plana  omnium  est  commodissma  atquc  untDersalimmt, 
innumeraliles  hahens  usus,  ad  omnem  caeÜ  indinationem  aequi  accommoia. 
Inuenlum  vetus  est  quoä  ad  inoj'poqjilv  atiinet,  lerum  Msua  «W  w6(rnN^ 
ac  facüUmus,  nunc  primvm  in  lucem  datur  ä  nobis.  Attifferunt  guaeim 
proUemala,  Petrus  Apianus  in  suo  Caesarea  Aslronomico,  ubi  de:  Mäeant- 
copio  agü,  quod  quidem  qvadrans  est  huius  nostrae  Sphaerae:  &  OronUm 
I^naeus  Delphinas,  qui  &  ipse  quadrantem  Mnc  abscidit.  Sed  ojÜm 
quaegue,  ut  in  progi'essu  docebimus  dari,  (Amissa  sunt,  &"  mat/na  em 
difficultate  ülic  Iraduunlur,  quae  hie  summam  habere  faciliiatem  äocebimiu. 

Den  Anhängern  des  Propheten  nehme  ich  es  nicht  sehr  übel,  wenn  6«, 
einem  Sprachge  braue  he  folgend,  in  unserem  Sinne  fflr  das  „  Instrameiit* 
des  Zarkäll  keine  recht  charakteiistiache,  sein  Wesen  treffende  Bezeichnmj 
haben,  aber  abendländische  Schrift  steiler  sollten  jede  Unbestinuntbeit  ts- 
meiden,  bei  der  man  nur  auf  die  Yermuthung  kommt,  es  habe  ,,wobI 
zur  rechten  Zeit  ein  Wort  hmh  eingeslellt".  Die  meisten  orienttiittlLv 
Berichterstatter,  ja  gerade  diejenigen,  welche  nicht  bloä  oberflSchlidi 
darüber  hin  weg  gleiten,  nennen  es  nämlich  kurzweg  eine  lL:<nAA<«  nßbi 
(PI.  Ai  ii*o),  oder  dünne  metallene  Scheibe  (tympanam),  als  ob  ia 
Arabischen  der  terminns  techniciis  '/  TJ  h-.t  asterläb  fBr  AgtrohtuoD, 
von  dem  die  Saß  ha  (die  überdiess  meistens  in  der  Mehncabl  aoftiilt) 
immerhin  nur  einen  Theil,  obschon  einen  sehr  wesentlichen,  bildet,  pi 
nicht  vorhanden  wäre.  Weit  entfernt  davon,  in  solchem  Irrthum  besUrta 
lu  wollen,  —  haben  sie  doch  sogar  einigen  Astronomen,  ihrer  GigeDiclia& 
als  Verfertiger  von  Astrolabien  halber,  den  Ehrennamen  _i  ^^k«^! 
saterlabl  beigelegt!  —  beabsichtigten  die  Araber  mit  jener  \akht  »hi 
glücklich  gewählten)  Bezeichnung  nur  ein  unterscheidendes  Merknitl  na 
anderen  Astrolabien  einzuführen,  deren  sie  sehr  verscbiedenartige  bcHUua'l 
darunter  auch  ein  ganx  inteieseantes  sphärisches   {      ^'^—-  ^1  kj^  ^b-^i). 

Von   solchen   dünnen  Metall- Scheiben   ist   in    der  Regel  mehr  kl«  M 
halbes    Dutzend    in    der  Vertiefung    <mntcT  asirolahU)    der  Vordsneit«  J»  | 
Astrolabiums  untergebracht;    sie   liegen  über  einander  und  werden, 
dem    zu    obevst    heRndlichen,    sehr    zierlich    gearbeiteten  „Neti"  odeefl 
(i^fj^SJ^  'ank&Viüt,   S^mne'),  über  einen  centralen  Bolzen  \ 
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welchem  Zwecke  Sctieiben  und  Nets  is  der  Uitte  genau  gleioh  groBia, 
kreisfOnoige  Oeffnangen  haben.  Bin  Qneniegel  darch  das  eine  Ende  des 
Bolzens  h&lt  die  ganze  Gesellsobaft  zusammen.  Das  rete  ist  für  sich  voll- 
kommen  um  die  Achse  des  AstioUbiunis  (jenen  BoIien)  drehbar,  die 
Scheiben  hindert  eine  Sperr -VorrichtTiiig,  an  dieser  Drehung  ThuU  zu 
nehmen.  Eine  jede  Scheibe  enthlilt,  selbstverständlich  für  eine  gegebene 
Polhohe,  stereograpbieche  Projectionen  der  hanpts  Heb  liebsten  Sreise  der 
Himmelskagel,  dabei,  wie  wohl  in  den  allermeisten  Füllen,  das  Auge  im 
Sadpol  der  Sphäre  und  als  Projectionseliene  die  Tangentialebene  im  Nord- 
pol angenommen,  uo  dass  die  Projectionen  von  Aequator  und  den  beiden 
Wendekreisen  als  drei  concentrische  Kreiee  erscheinen.  Auf  jeder  der 
beiden  Seiten  eiaer  jeden  Scheibe  findet  sich,  neben  der  Bezeichnung  des 
Ortes,  fUr  den  sie  gilt,  noch  die  demselben  entsprechende  Daner  des 
längsten  Tageä  in  Aequinoctialstunden  angegeben.  Auf  dem  rete  präsen- 
tiren  sich,  in  gleicher  Projectioa,  die  Ekliptik  und  eine  Amabl  der  hellsten 
Sterne;  die  Projection  der  Ekliptik  vrürde,  falls  sie  auf  einer  Scheibe 
verüeichnet  wBre,  ein  beide  Wendekreise  ungleichartig  berührender  Kreis 
sein.  Das  Ganze  ht  somit  das,  was  man  unter  einem  ,.P!anispb3rium" 
versteht,  d.  h.  eine  Vorstellung  des  gestirnten  Himmels  und  seiner  Kreise 
auf  einer  Ebene,  in  der  mittelst  dieser  Projectionen  die  Aufgaben  der 
sphärischen  Astronomie,  als  da  sind:  zu  finden  die  Morgen-  und  Abend- 
weite, Höhen,  Auf-  und  DntergUnge  u.  s.  w.  —  einstens  geICst  wurden, 
Ausser  den  Almnkantaraten,  Verticalen,  Wendekreisen,  dem  Aequator,  den 
Ton  einem  Tage  zum  anderen  veränderlichen  Zeitstunden  etc.,  sind  die 
Zeiten  der  Morgen-  und  Abenddämmerung,  die  Linie  des  wahren  Mittages 
("Jl.yi  zaw&l)  und  endlich  die  Curven  für  den  j*a*JI  'Asr  und  j^JäJf 
Kobr  auf  den  Scheiben  eingravirt.  Zohr  reicht  vom  wahren  Mittage  bis 
zum  Anfange  des  'Asr,  der  üelbst  wieder  mit  den  Sonnenhöhen  t)  und  i)' 
beginnt  und  endigt,  die  durch  die  Formeln 

colgt}  =  cotpII+  cotgib", 

colgri' "  cotgH  +  2  .  co/i? 45" 
beetimmt  werden,  in  denen  S  die  Mittagshöhe  der  Sonne    bedentet.     Am 
Anfange  und  Ende  des  'Asr,  sowie  zu  den  Zeiten  der  Morgen-  und  Abend- 
dämmerung  und   des   Sonnen-Unterganges,   sind  die  fünf  vom  Islam  vor- 
geschriebenen Gebete  zu  verrichten, 

FUr  Leser,  die  nicht  seibat  schon  lange  mit  dem  Gegenstände  ver- 
traut waren,  glaube  ich,  im  Voraurgebenden  ausführlich  genug  geschildert 
M  haben,  wie  man  den  Begriff  „Safiba",  als  proprium  astrolabii,  auf- 
EUfassen  hat.  Noch  langer  im  Allgemeinen  bei  diesem  alten  Hilfsmittel 
der  Beobachtung  zu  verweilen,  wllre  nur  ermüdend  und  nicht  zu  recht- 
fertigen.    Für   weitergehende  Anspi-üche   und  zur  Geninnung  gründlicher 
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Einsicht  m  seine  Handhabung  verweise  ich  in  erBter  Linie  &nf  die  lichi- 
volle  Abhandlung  von  F.  Woepcke*),  die  tiicb  in  der  eingehendsten  Weis« 
mit  einem  arabischen  Astrolabium  ans  dem  Jahre  1029  beschäftigt,  du 
zQ  Toledo  angefertigt  und  vielleicht  noch  dem  Zark&ll  bekannt  «u; 
binsichtlich  der  geschichtlichen  Kntwickelung  nenne  ich,  neben  dem 
L.  Am.  Södillot's,  noch  das  Werk  von  Morley'^).  Des  letj;t«ren  Haupt- 
inhalt bildet  die  Beacbreibung  eines  im  Jahre  1713  (August  bis  September] 
zu  Isfahftn  (?)  von  'Abd  al-All  ihn  Mohammed  Rafl'  al-Guz'l  constmirten 
Astrolabiums;  es  iefc  von  Messing,  mit  Goldfarbe  überzogen  und  hat  einen 
Durchmesser  von  etwa  40,5  cm.  Hieran  reihen  sich  noch  andere  arabische, 
sowie  persische,  indische  (mit  Devanägarl ■  Schrift)  und  endlich  zwei  ng^ 
lische  Astrolabien  aus  den  Jahren  1340  und  1342;  ein  drittes  englisch«^ 
vom  Jahre  1574  und  „von  der  gewöhnlichen  Art  dieser  Instrumente  vJiQig 
verschieden",  wird  nur  mit  wenigen  Worten  bedacht.  Von  Arzachd,  d« 
um  das  Jahr  1180  (!)  in  Spanien  gelebt  haben  soll,  und  seinem  Astro- 
labium berichtet  gleichfalls  nur  eine  ganz  kurze  Notis.  Als  Schlnsi  ist 
eine  Literatur-Deberaicht  beigegeben,  die,  soweit  ich  ein  Urtbeil  darSba 
habe,  recht  vollständig  zu  sein  scheint,  doch  fehlen  darin  die  beidta 
Schoen ersehen  Schriften,  aus  denen  ich  in  der  ersten  Anmerkung  mdisKs 
Abschnitte  Einiges  mitgetheilt  habe. 

Derselbe  Constructeur,  von  dem  das  in  der  dritten  AnmeHraig 
erwähnte  Astrolabium  herrührt,  hat  im  Jahre  1218  ein  ZarcalÜcam  Tit- 
fertigt, welches  Jomard  für  das  Karten-D^pöt  der  Pariaer  Biblioü»! 
acquirirt  hatte,  und  das  damals  noch  in  sehr  gntem  Zastande  war.  Ei 
trOgt  die  Inschrift:: 

_y6  (^  iA«-^u  8L:«utt^l  b6\j>  *ije  „Verfertigt     hat     diese    SchalM 

,,,  ,  I       ,  1     .  ,1    Muhammed   ben    FatUb   al-HaaUiT 

^^    •^•"^^J*  in  der  Stadt  Sevilla,  Gott  madieü 

■  SysvjJl  **Ä-  KJ-w  ^  blühendl,  im  Jahre  615  der  Pluckt* 
86dillot  tlberlHsst  es  Jomard,  eine  ausführliche  Beschreibung  davon  id  geben, 
und  wiederholt  bei  dieser  Gelegenheit  nur  einen  Satz,  den  er  schon  dni^ 
Male  und  fast  mit  denselben  Worten  ausgesprochen  hat:  Od  voit  p«  W 
Instrument  qu'  Arzachel  fajsait  tourner  le  centre  de  Tescentrique  dani  in 
petit  cercle  pour  expliquer  la  diff^rence  qu'il  tronvait  entre  l'excentaidti 
du  soIei]  et  celle  qu'indique  Albat^gni.  Dann  aber  theilt  er  mehnn 
Abschnitte  aus  dem  lateinischen  Manuscript  Nr.  7195  d.  Par.  BibL  mu, 
das,  wie  er  sagt,  die  üebersetzung  eines  von  ZarkäJl  selbst  herrOhreadd 
Schriftstückes  aber  seine  Eründung  enthüll.  NachatebendeB  sei,  unl« 
Bescbrtlnkung  auf  dos  Allernöthigate ,  daraus  escerpirt: 

Incipit  composiHo  tabulae  qnac  Saphca  diciiur  sive  aslnUbim 
Areachäis.  —  Siderei  motiu   et   efteciws   molvwn   speculator  et-j 


P&i^omaeua,  inter  caetera  mi  interna,  astroMnum  edidti  d  unicaiqite 
tUmatum  proprium  iahtdam  depulavit,  quas  omnes  Ärsachel  ThoIetanuSf 
admirabilis  invcnlor,  in  untim  tahdam  reduanl,  quae,  cum  (sii)  universis 
terris  communis,  Astrolabium  universale  tion  intmerilo  nuncupatur.  Cujus 
rei  scientia  usque  ad  hoc  noslntm  tempus,  anno  dwtini  1331,  omnes  fere 
modo  ttos  laluit;  viam  ifaque  insentoris  (imiianles),  distitidioncs  ejusdem 
inetrumcnti  primo  in  corpore,  dehinc  Hneationes  ejus  in  piano,  postremo  opus 

ei   utiliiaies  ejus   enodabimus PtholonMeus   quidem  istius  scimtiae 

fundamentum  suum  de  hoc  instrumenlo  machinamentvm  super  aeguatorem  in 
planum  converiit.  Eocgue  t'nsfrvmcnfum  super  meridianum  in  planum 
componitur;  et  hoc  est  de  corpore. 

Habita  itaque  lamina  vel  tabula  in  utraque  parte  sui  planissitiiei, 

in  una  ejus  planitie  fiant  omnia  quae  in  dorso  astrolabii  fieri  solent,  vide- 
Zicet  limbvs  et  alia  sequentia,  vel,  pro  taedio  evHando,  in  quarla  inferiori 
guae  est  a  dextris  linetur  quadrans  sine  Cursore.  Besiffnanlur  horae  (e) 
contrario  ei  quadranti  qui  annulum  sine  pendiculum  habet,  guia  ibi  movelur 
instrumentum,  hie  ntovetur  regula,  et  consideretur  gvanta  sit  altHudo  solis 
meridiana;  nwttcra  in  regione  tua  vel  cUmate  (quarto  quantam  quia)  commune 
est  omnihts  terris,  et  nota  eam  in  linea  dividente  quarlam  circuli  duclam 
per  medium,  et  secundum  portionem  ejus  superiorem,  versus  eentrum  fiat 
guadralum  orthogonium,  secundum  doctrinam  Ptholomaei-  Bände  lineentur 
horae  secutuium  doctrinam  datam  de  quadrante,  tarnen,  ut  dixi,  e  contrario 
ei  quadranti  qui  movetur,  et  sistant  omnes  ad  contaclum  orthogonii; 
et  dividantur  (iaiera)  orthogonii  in  12  puncta  sicut  in  aslrolabio  fiunt, 
siatt  etiam  patä  in  subscripta  figura.  Deinde  fiat  regüla  cum  pirmuHs  et 
davus  r^ulam  tabulae  cot^jur^ens;  simüiter  et  armSla,  sicut  in  astrolabii 
fieri  seiet,  et  hoc  vn  exleriori  planitie  opus  compl^ilur. 

Sequifur  de  horizonte  ohliquo  [w&brer  Horizont].  —  Ad  ultimum 

hortBon  hoc  modo  fiat;  entimeretur  latitudo  regionis  AC  versus  A,  et  Uiidem 
fiat  minutissimum  foramcn  et  simililer  in  qus  opposito.  Bcinde  filum  sericvm 
ietie  exienswm  et  bene  firmatum  inpraedictis  punctis  colloces,  et  sicut  variaritur 
latitudines  regionum,  sie  variabitur  fili  positio;  et  haec  de  composUione 
astrolabii  universalis  dicta  su/ficiuni'^). 

Der  Gedanke,  von  dem  Zatkilll  bei  der  Constmction  seines,  im  Frincip 
bOchst  einfaelien  Astrolabiums  auBgiDg,  war  also  der,  dasa  er  das  Aage 
in  den  Ost-  oder  Weatpunkt  des  Horizontes  und  zugleicli  in  einen  der 
Aequinoctial punkte  setzte;  die  Projections ebene  bildeten  dann  der  Meridian 
(der  für  den  Nullpunkt  der  Stondenwinkel)  and  der  damit  znsammen- 
falleude  Colur  der  Solatitien.  Diese  Projections ebene  paBsirt  die  Sonne  am 
ersten  FrübUngstage  in  der  Höbe  des  Aequators,  nabe  tun  0^  Sternzeit; 
ihr  Auf-  und  Untergang  an  jenem  Tage  erfolgte  im  Ost-  nnd  WentennklA. 


Historisch  -  iiterariscbe  Abtheilang. 


Wia  die  Bilder  der  hauptsäclilicbsten  Kreise  der  Himmelskagel  darch  ein» 
solche  Projections  ■  Methode  erhalten  werden,  zeigt  nebensteheudB  Figur.  & 
bedeaten  darin  AA  den 
Aeqaator  mit  seiner  Acbse 
Vii',  EE  die  Ekliptik  mit 
ihrer  Achse  qq\  HHi^ 
Horizont  für  diePolhöhsron 
Toledo  mit  seiner  Achte 
(Zenith,  Nadir)  ZN,  S 
einen  Stern,  in  welchen 
sich  der  zngehSrige  Decli- 
n&tions-  und  ParalleOcnii 
(wie  angedeutet)  recbt- 
winlielig  schneiden;  endlicb 
ist  für  S  der  HGhenkreii 
^SA'und  AlrnnkantantM 
asgegebsD,  die  ^ch  glücb- 
folls  anter  reehtem  Winkil 
treffen  müssen. 
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AnmerkDugren. 

1)  1.  Problemata  XXIX  Sapbaeae  Nobilia  loHtiumeati  A«troaomici,  tl 
JoaDuedeMonteregio  Mathematicorum omnium  facile principe  coascripla.  An» 
H.D.XXXIIll.  ObDcOrt.SGQuartBeiten  ohnePsginiruDg,  berausgegeb.  von  Schoan, 

S,  6.  Saphaea  jam  priäem  vocata  creditur,  sice  quasi  sphaera  per  tiit>(mm 
penultimi  eletnenti,  uüimique  ingeminationem:  sive  ä  graeco  epitheto  anfh  C"vvh 
guod  Latini  manifestum  dicwU.  —  Eine  eigenthümliche  Etymologie  von  SiBhil 
unmittelbar  darauf  heisst  es:  „Mit  Hnife  eines  solchen  Inetramentes  IttiMa  nck 
DUQ,  eben  so  leicht  wie  genau,  eo  ziemlich  alle  diejenigen  Aufgaben  m  kUrci 
Anschauung  bringen  und  IQsen,  wozu  sonst  eine  künstliche  Himmelskog«!  gt- 
braucht  wird,  die  aber  in  ihrer  Handhabung  ungleich  schwieriger  und  complidilR 
ist.  Ea  liegt  ihm  eine  gewisse,  hOchsl  mark  würdige  Art  von  Projection  in 
Einunelskugel  auf  eine  Ebene  zu  Grunde,  bei  der  das  Auge  auf  dem  Aeqtnt' 
angenommen  ist,  und  deren  Kreise  und  gerade  Linien  dann  alles  Abiabildsadt 
unzweideutig,  klar  und  vüllig  wie  in  der  Natur  darstellen.  Oasu  kommt  BOCk, 
dass  ein  urd  derselbe  Kreis  dieses  PlaniBphätiama  in  der  Regel  vielerlei  Zwedw 
dient,  wie  wir  später  oft  genug  seberi  werden,  wenn  wir  »u  den  eineelnen  Arf 

gaben  übergehen Da  die  ganze  Vorrichtung  fast  wie  ein  gewOhaliebi 

Astrolabium  aussieht,  so  werden  wir  uns,  insofern  wir  Veranlassung  haben  taUa. 
von  Theilen  ea  sprechen,  die  beiden  gemeingchaftlich  sind,  mit  Recht  der  tk 
letzteres  geltenden  Beseichnungs weise  bedienen.  So  nennen  wir  „  Bücken"  i" 
Saphaea  diejenige  Seite,  auf  der  man  viele  concentiische,  gleich  weit  nt 
einander  abstehende  Kreise  erblickt,  dagegen  „Vorderaeite  "  die  Ansicht  dorsclbi^ 
auf  der  ein  Gewirr  van  Kreislinien  erscheint,   die  in  je  zwei  eotgegengCMUn 

endigen  und  hierin,  g\e\ch»3,m.'w\e  ia&noten,  zusammen gescbisfUt 


nfUtwaiMj 
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S.  Sapheae  Eacentiores  Doctrioae  Patria  Abtuaatik  Azarcbetia  Satami 
Aatronomi,  A  Joanne  Sohonero  Carolosladio  Oermano,  Inuameris  in  -loci« 
emendatae  correctie  errorib.  eins  qui  ex  Arabico  conTertit,  in  lucem  foelici 
Sjidere  prodennt  M.D.XXXIITI,  26  nicht  paginirte  Quartoeitea  Am  Schlosser 
Korimberge  excunum.     Anno  gratiae.   Ifi8>l. 

S.  2  bis  S.  Sapheae  duae  sunt  partea  principaUs.  Una  dicta  facks,  allera 
vtro  poetiea  sine  dormm  Sapheae  nuncupari  demeruit.  Buius  etmim  Sapheae 
faeie»,  limbo  graduum  3ßO  circumambitw,  adnolatis  numeri»  euis,  a  duabue  Uteri« 
A  geilieet  itB  de  10  in  10  deflueiüibus,  Htriqite  tarnen  ad  Uteras  G  k!  D  leandendo 
in  90.  eoncuTrenles,  Ei  sunt  numeri  rf-  gradus  revolulionum  stve  paralUlorum  ab 
tuqualore  lateralüer  decUnanttg.  Est  autem  linea  AB  media  revolutiottum  pro 
eiretiU)  aequinoctidU  in  hoc  opere  aita.  Post  Umbum  ab  intra  in  modica  diftantia 
»upremua  integer  Ascensionitm  cirouius:  gui  eiiam  hora  l:i.notat.  Meridianus  didtur. 
Buic  ntecedunt  religvi  Aacentionum  rectarurn  cireuli,  etc.  Es  folgen  die  Qerade, 
welche  die  Ekliptik  mit  den  zwölf  Zeichen  enthalt,  „hier  und  da  xeratreute  Fis- 
steru-Scbeibchen"  und  eine  um  den  Mittelpunkt  (centralen  Zapfen)  drehbare 
Regel  aus  Metall,  die  an  Stelle  des  wahren  Horizonte»,  der  selbet  wieder  (wie 
oben]  durch  einen  dünnen  Seidenfuden  markirt  wird,  die  ganze  faciea  des  In- 
strumentes durchlaufen  kann,  „Der  ILücken  weiet,  ausser  allen  Theilen  und 
Ereiaen  des  Oor-iuins  eines  ABtrolabiums,  noch  einen  besonderen  Kreis  auf,  den 
man  A»inuth  nennt,  und  der  die  Verticaleu  entbillt.  In  striner  Mitte  befindet 
sich  ein  Index  der  Linie  des  magnetischen  Meridians,  daaelbst  ein  Metallstift; 
index  Aeiimuth  Solis." 

2)  Genimae  Frisii  Medici  Ac  Mathcmatici  De  Aatrolabo  Catholico 
Liber  quo  latiuime  patentia  Instrumenti  multiplidx  usue  explicatur,  &  quicquid 
nspiam  rerum Matheraaticarum  tiadi  p o es it  conti» etur.  Antucrpiae,M.D.LVI.KI,8°< 

Der  Liberalitat  deg  Herrn  Dr.  G.  Laubmann,  Directors  der  Eönigl.  Bayer. 
Hof-  und  Staat«- Bibliothek  zu  München,  vordanke  ich  meine  Eenntnisa  dieaea 
Werke». 

Deber  das  Planisphärium  dee  Ptolemaeus  sagt  der  Verfasser  (Fol.  6  recto): 
OuUtS  quidem  inaerUor  quig  fucrit ,  haclenua  quidem  ignorare  me  fatetyt ,  ^anyitdni 
>nam  Ptolomaeo  ä  nonnalUs  adicribi,  inier  quos  &^  Joannes  Stoflerui  est  gvi  &• 

amposUionem  &-  u«um  ciim  docet  ex  profetso Sed  dicatiir  etiam  jw 

exceOentiam  Astrolabrtm  siite  Astrolabium,  de  nomine  non  est  cerlatidwm. 

Der  Beschreibung  des  „Aatrolibum  Catholicum"  (von  Fol.  8  an)  er.tnehme 
ich  folgende  Slltxe:  AstTolabum  nostrutn  Sphaera  item  plana  est,  ex  t>isw  defluxu 
aimUiter  ut  praeetdens  deecripta.  Verum  eo  solum  differt,  quöd  oculus  non  in  polo, 
»ed  tn  Ae^inoetiaU  constituiUir,  alque  ita  oppositum  oculo  bemispbaerium  in 
jpkmmn  per  centrum  txtensMm,  oeulöque  ad  perpendiculum  obiectum  visu  describttur. 
AccipitrK't  auteiii  in  hurte  usum  sphaeram  quae  contineat  Meridianos  quatewnqu« 
polerit  pro  magnitudine  proposita,  timiliter  &•  eirculoi  paralklos  ipai  Aequatori 
qtioteuMque  polerit,  atipte  illos  in  planum  sie  deducimus.  (Folgt  eine  Figur,  die 
weggeloaeen  werden  kann.)  8it  igitur  eolunts  aequinoctiorum  aßyä,  Cuius  polus 
mit  Boreus  ß,  Auslrinus  ä,  Cenlrum  i,  Punctum  oceaius  in  quo  oculuta  atatutfnus 
titte  tiit  diimas  cenlrwm.  Planum  intelUgilw  circuiua  per  eenirum  tiiundi  f  tranaient 
quod  Sit  idtm  eunt  ColuTO  Solslitiorum  ut  Sphacrae  ratio  postuiat.  Commvnie 
inUrseeiio  duarum  dielarurii  »uperlicieTum  erit  ßä  Unea.  Igitur  ex  ur  oeuli  eentro 
parte*  ßyä  hemicyclii  ducaiUur  ad  Uneam  ß3.  Et  guoniam  Meridiamu  Colurus 
Aequituietialis  atque  ul  uno  verbo  explicem,  circiili  maiores  omnes  aequales  hdbent 
parte»  similis  ratümis,   diameter  aeguinoetialis  ex  IranMerso  oculo  QbvtünM  -^t 
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parle*  atgvaloris  ohieetas  oculo,  eodetn  prortus  modo  geeatur.  ünde  Statt  fii 
ueta  est  in  partes,  ita  in  ntmilea  proreus  sevabilw  ay  tinea  quae  Aetjualorit  «tMb 
refert.  Dann  weiter;  „Vor  Allem  sind  seine  Vorder-  DDd  RQckaeite  ah  du 
Wea entlieh Bte  einea  eolchen  Inetminentea  zu  betrachten.  Erstere,  die  wir  in 
weiteren  Verlaufe  die  „allgemeine  Tafel"  oder  nein  „Antlitz  (facies)"  dcdd«]] 
wollen,  enthült  zuDflchet  zwei  Systeme  Ton  Kreisen,  die  sich  in  iwei  Pelen 
schneiden  und  die  Decllnations-  oder  StimdenkreiBe  heiuen,  eu  diesen  kornnts 
die  dem  Äequator  parallelen  hinza,  die  Ewar  in  der  ProjectioD  nicht  panlld 
erscheinen,  am  Himmel  aber  doch  unter  eich  parallel  sind.  Sodann  sind  dwellitt 
noch  die  PixBteme,  nach  Mngen  and  Breiten,  acg'egeben;  jedoch  dereo  nicht 
in  Tiele,  damit  nicht  durch  sie  die  so  sehr  uüthigen  Kreise  undeutlich  wetdea.'* 

„In  der  Mitt«  der  facieB  iat  eine  drehbare  Hegel  mit  lÄnfer,  die  yrir 

entweder  einfach  mit  „Regel"  oder  mit  „HoriKont"  bexeichoen,  insofeni  ne 
nämlich  sehr  häufig  die  Stelle  des  Horizontes  Tertritt."  —  Doch,  genag  Ju 
Einzeln  heilen!  Sii!  lu  vermehren,  ohne  gleichzeitig  einen  neaen  TracUt  über 
das  Astrolabium  im  Allgemeinen  zu  liefern  (das  Einfachste  wäre,  irgend  einoi 
abzuschreiben),  brlchte  nanilieh  nicht  den  geringsten  Nutzen.  —  Zum  Scbluise 
noch  die  Bemerkung,  daas  weder  Gemma  Frisiaa,  noch  Schoeuer,  sich  rar  EIl^ 
Wickelung  einer  allgemeinen  Theorie  der  stereogniphiachen  Projection  erhebt«, 
die  Schriften  des  Üronce  Eine,  von  denen  der  Erstere  spricht,  sind  beutelt; 
Quadrana  astrolabicna ,  omnibua  Europae  cegionibui  inserviens  (Paria,  16S4),  md 
De  unifersali  quadcante  (Paris,  IGGO), 

S)  Eine  grosse,  augenblicklich  im  Journal  Asiati[]ue  (Nenvi^me  s^ii«. 
Tome  premier;  Paria,  1893)  in  der  PubHcation  begrilTene  Arbeit  über  ein,  in 
seiner  Art  einsigea,  Astrolabium  will  ich  hier  niclit  ganz  mit  Stilltchwe^M 
übergehen,  obgleich  sie  mit  der  meinigen  nichts  Gemeinaamee  au bn weisen  lut; 
ihr  Titel  lautet:  Sur  une  märe  d'aatrolabe  arabe  du  Xlll*  si^cle  (609  ii 
l'E^gire)  portant  un  calendrier  perpi^tuel  arec  correspondance  mnsnlmast  d 
chretienne.  Traduetion  et  Interpretation  par  H,  Sauvaire  et  J.  de  Rej  P»il- 
bade.  Einer  der  beiden  Verfasser  erstand  es  1S73  zu  Kairo.  Es  iat  ron  Enpht. 
l&sst  noch  Spuren  von  Vergoldung  erkennen  und  besitst  ein  Gewicht  tm 
800  Gramm;  die  Schriftzeichen  darauf  sind  knüeche.  Sein  Durchmesser,  «■■ 
schliesslich  des  6  mm  breiten,  auf  der  „Mutter"  mittelst  14  kleiner  Eisenalifti 
befestigten  LimbuB,  beträgt  166  mm.  Eine  Inschrift  besagt,  dass  ,,Muhammidfa(a 
Fatiih  al-HamH'ir;  es  in  der  Stadt  Sevilla  im  Jahre  609  verfertigt  hat",  «ki 
ODgefähr  in  der  Mitte  des  Jahres  ISIS. 

4)  P.  Woepoke,  lieber  ein  in  der  Königlichen  Bibliothek  aa  Berlin  btial- 
liches  arabiaches  Aetrolabium,  (Aus  den  Abbandiungeu  der  ESnigl.  iV«JrpiM 
der  Wiasenschaßen  zu  Berlin  iSßS.)  Berlin,  1B68;  gr.  4°.  Mit  drei  KnpferUiU. 
—  Durchweg  afrikanische  Schriftzeichen. 

G)  William  H.  Morlej,  Deacription  of  a  planispheric  aatroUbt, 
conatructed  for  Sbäh  Sultan  Huaaiu  Safawl,  king  of  Persia,  and  now  prewnsi 
in  the  British  Museum;  comprising  an  account  of  the  Aetrolabe  generaltj,  in& 
notee  illustrative  und  explanatory:  to  which  are  added,  concise  uotices  of  tvdti 
other  astrolabes,  eaatem  and  european,  hitherto  undescribed.  IiOndoD,  ItU. 
Pol.  max.  III  u.  49  S.  mit  21  Figuren  -  Tafeln  in  Zinkplatten- Druck. 

6)  Ueber  eine  andere,  im  Hanuscript  (Cod.  Pal.  Vind.  51S0)  ethlltsK 
„lateinische  Bearbeitung  von  Zarkali'a  Saphea,  die  nnedirt  und  tut 
nobekaniit  iat",  berichtete  Moritz  Steinschneider  vor  drei  Jahren  (BiblioAtB 
inatheraatica ,    Zeitachritt  föT   Geac\ü<WsÄ  4.«  ■^a.ftie\o».i\t ,  herausgegebi 


tJlbllOttMj 

^bes'^^l 


a.  EneBtrCm.  Neue  Folge.  4.  Band.  Berlin,  Stocktiolm.  PariH,  1890.  gr.  e*). 
8ie  ist  im  Jahre  1604  von  einem  geniasen  Jacobus  Lateranoa  Ter&sst,  deBsen 
PenOolichkeit  sich  Torläufig  noch  nicht  nHher  fenUtellen  liesa.  Herr  Stein- 
schneider kommt  im  VetUufe  der  Mittheilung  auf  Beine  ^tudea  aur  Zarkali 
KU  Bprechen,  die  er  im  1<>,  und  IT.  Bande  des  Bulleltino  di  bibliograßa  e  di 
storia  delle  scienze  matematiohe  e  fifliche  pabblicato  da  B.  Boncompagni  (Roma, 
18S3  uod  1881i  gr.  4")  verOiTentlicht  bat,  und  deren  erster  (mir  unbekannt 
gebliebener)  Tbcii  bereits  im  14.  Bande  erachieiien  ist.  Unter  den,  im  16.  Bande 
angeführten,  arabischen  und  hebräischen  Hand  schritten,  die  sich  mit  Zarkäli 
beechilftigen ,  be&ndet  sich  die  Leipziger,  von  der  ich  gleich  «precheo  werde,  nicht. 
Ea  iat  nothwendig  zu  bemerken,  dasa  ich  diese  gaoze  Anmerkung  erst 
hinzugefügt  habe,  nachdem  meine  Arbeit  vQltig  abgeachloseen  und  nieder- 
goBchrieben  war;  eine  ftrgerüche  bnchhändleriaclie  Verschleppong  trlgt  die 
Schuld  daran,  daae  ich  die  Stcinachneider'echen  Fublicationen  bo  aehr  Teiapätet 
EM  Geaicht  bekam.  Eine  Beeinflussung  meiner  Schrift  durch  letztere  hat  daher 
nicht  im  Geringsten  stattfinden  kOnnen. 


n. 

Die  „RefaVya"*,  eine  aus  487  Nummern  bestehende,  in  einem 
besonderen  Schranke  der  Leipziger  Un iv er sitäts -Bibliothek  verwahrte  Samm- 
lang arabischer  Handschriften,  in  der  alle  möglieben  Wissens -Gebiete 
vertreten  sind,  enthält  auch  zwei,  die  fitr  den  Astronomen  iDtereeee  haben. 
Beide    sind    vortrefflich    erhalten,    in  Neschi  (^^^ah.j,    der  am   h&uSgEten 

in  Mannscripten  anzutreffenden  Scbreibweiae)  und,  wenigstens  im  Anfange, 
ziemlich  leserlich  geschrieben;  die  diakritischen  Punkte  aber  fehlen  leider 
in  beiden  fast  ttberall. 

Der  erste  Codex  (D.C.115,  93  Blätter  einer  Art  von  Oel-Papier, 
je  24,0  X  13,5  cm  im  Geviert  haltend)  giebt  einen  Commentar 
(■usaJ^ -j-Sj  etwa  „Commentar,  um  klar  zn  machen";  beide  Worte 
bedenten,  im  Grunde  genommen,  dasselbe.)  zu  Äl-Mulahhis  fl'1-hai'a 
(jlÄ^f  «3  uajtd»J)  „Das  Ganze  der  Astronomie")  des  Oagmlnl  und  iat 
von  K&diz&de  verfaast.    Unter  dem  Letzteren  wird  man  vermuthlich  den 

Äelteren  dieses  Namens  fj4AA*Jl  j—j^  i^j*  -J^'j  sWI  -  Xä  ,^4^  CT*'^* 
Bjjj  -^Lfij)  zu  verstehen  haben,  der  ein  Mitarbeiter  des  ülug  Beg  war, 
und  von  dem  die  Bibliothek  zu  St.  Petersburg  und  die  Bodleyana  in 
Oxford,   dem  Tit«l    nach,    gleich  lautende  Commentare  besitzen.     Die,    in 


I 
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Sie  stammt  aus  Damasku*  nud  bildete  ursprünglich  ein,  von  einem  An- 
gehörigen des  Geschlechtes  derBefSi'i  geEtifietea,  erbliches  Familien  vermach  tniaa 
(wakf),  Ende  des  Jahrea  1853  wurde  sie,  durch  Vermittelmig  des  Conaula 
Dr.  Wetzatein,  ihrem  damaligen  Besitzer,  'Omar  Efendi,  von  der  KOnigl.  S&cbs. 
Staats- Regiernog  abgekauft. 


der  Handschrift  TOrkommenden  Figuren  ähneln  in  ihrer  Aa&ftUining  ( 
unserer  Schüler  in  den  unteren  Klassen  und  stellen  der  Geecliicklickb«it 
des  Verfassers  oder  Abschreibers  im  Zeichnen  kein  günstiges  Zengniss  sue; 
die  beigefügten  Bezeichnungen,  grSssten  Thails  roth,  sind  meist  schwer 
leserlicb,  weil  sehr  flüchtig  geschrieben  und  stark  rerblasst.  Das  erst« 
Blatt  triigt  die  Abdrücke  dreier  Siegel  (eines  ovalen,  rechteckigen  and 
nn regelmässig  achteckigen);  der  erste  und  letzte  ist  fast  völlig  verwifcbt, 
und  nur  der  des  dritten  ISsst  noch  einige  ZUge  erkennen,  sowie  auch  die 
Worte  über  ihm  deutlich  zu  lesen  sind  und  aussagen,  dass  das  MannsiTipt 
im  Jahre  1148  (beg.  1735  Mai  11)  in  den  Besitz  des  Siegel-lnhabeK 
übergegangen  sei.  Die  ausserordentlich  feine  Schrift  auf  dem  rechteckigen 
Siegel  ist  ganz  erhalten  und  liefert  einen  neuen  Beweis  für  die  Meister 
Echaft  orientali  scher  Siegel  stech  er. 

Der  zweite  Codex  (D.  C.  56,  90  Blätter  eines  sehr  starken  Holt- 
papieres,  je  12,5  x  16,7  cm  im  Qev.  halt.),  ebenso  wie  der  erste,  tob 
Einer  Hand  und  gleichfalls  gegen  das  Eude  zu  beträchtlich  undentlicber 
als  anfangs  geschrieben,  zerfällt  in  zwei  Handschriflen,  von  denen  die  erste, 
ans  zwei  Theilen  bestehende,  49  Blätter  nmfesst.  Siegel  oder  Stempel 
fehlen,  auch  sind  keine  Figuren  vorbanden,  dagegen  finden  sich  mehifieh 
Marginal -Noten  von  Interpreten.  Sehr  trägt  zur  Uebersiclitlichfceit  bei, 
dass  Juail!  durchweg  roth  geschrieben  ist.  Das  J.'^i  ^jUJ!  der  erstei 
Handschrift  scheint  nacbtrUglich  von  einer  anderen  Hand  biazugeßigt 
worden  zu  sein;  denn  weder  liest  man  irgendwo  ^1*11  v  WI  ^-  ^-  *->  "wt 
hat  ihr  zweiter  Theil  eine  besondere  Eintheilung  in  Abschnitte,  soodwii 
vielmehr  eine  fortlaufende,  dem  ersten  sieb  anschliessende.  Die  iweilc 
Handschrift  aber  kann  füglich  nicht  als  Fortsetzung  der  ersten  ugf 
sehen  werden;  auf  Folio  50  recto  beginnend,  „beschreibt  sie  dii 
Art  und  Weise  der  Operation  mit  einem  Ästrolabiam  fi_>bÄ 
w^jit-IIL?  J-wJi  Sfljjt  »ji  j^sJ^")  und",  heisst  es  weiter,  „berichtet 
hierüber  in  96  Abachnitten."  Dia  sich  häufig  bietende  und  benötite 
Gelegenheit  zu  einem  Excurs  auf  das  Gebiet  der  mathematischen  Qeograpbie 
und  Astronomie  bewirkt,  dass  die  Schrift  umfassender  ist,  als  ihr  Titel 
angiebt.  An  verschiedenen  Stellen  hebt  der  Verfasser  Untergchi«di 
zwischen  den  einzelnen  Instrumenten  hervor,  indem  er  sagt;  linn  J t—ji 
■iyUTljL«1JS  „mit  Beieicbnuog  auf  einigen  Ailrolabien".  Wie  von  mob 
schweren  Mühsal  befreit,  achliesät  er  aufatbmend:  J^l  J  JytJI  .1 
.(JJ  A*3:^t,  i^  Tf  f!a_- T(  |j  Wer  diesen  zweiten  Codes  verfaset  hat.  and  ob  beide 
nur  Copleen  sind,  weiss  ich  nicht;  eben  so  wenig  hin  ich  genng  bewandfrt, 
um   aus   dem  Schrift- Ductus   oder   sonstigen  Anzeichen   auf   ihr  Alter  * 
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■  w~  <^i^-" 


Auf  der  Innenseite  des  Einbanddeckels  von  D.  C.  66  steht  der  allgemeine 
Titel  fdr  beide  Handscbriften: 

„Zwei  Dissertationen 

^^^^  r^^  O^^j  ^  vLxÄ  über 

die   Lehre  von   der  Himmelskugel. 

s^j^oA  ^jL,  jJJj  U^j  Gottes  Gnade  walte  über  deren  Verfasser 

.Q^wiLi^l  ^A4^  i^^J  '"^^^  ^^^^  ^lö**  Muselmännern!" 

Ihm  folgt  auf  Folio  1  verso  der  spezielle  für  die  erste: 

•  •  ,;Im  Namen   Gottes,   des   Barmherzigen, 

^J^j^jrf^ji[{j^^ji^f^^^^    des  Erbarmers,  des  Herrn,  der  beisteht  1 

Jj  ^f  V  Mt  Das  erste  Capitel. 

.&Jl3^yj  SL:^uÄ*aJLj  Von  der  Scheibe  des  Zarkftll." 

Nach  der  Einleitung,  welche  die  ausgezeichneten  Eigenschaften  des  „be- 
rühmtesten der  Instrumente,  das  sich,  seiner  Allgemeinheit  wegen,  für 
alle  Gegenden  der  Erde  eignet'^,  aufzüblt,  kommen  die  einzelnen  Abschnitte 
an  die  Reihe,  von  denen  der  erste  der  inhaltreichste  ist  und  „die  Be- 
nennung der  Verzeichnungen y  wie  sie  sowohl  auf  der  Aussen-  wie  auf 
der   Innenseite   einer   solchen   Scheibe   angegeben   sind,    zum  Gegenstande 

hat",   ^i  ur  L^t^  ^b'ii  ^5-  l^j^  L^AD  y^\j  ^"i-it  Jo.1  SüSlf  ^jJ^) 

An  letztere  schliessen  sich  dann  die  gewöhnlichen  Aufgaben  an,  z.  B.: 

Jw^l  RäyM^^ft^UJ!  J.AaÄJI         „Der   18.  Abschnitt.      Von  der  Be- 
stimmung der  Declination,   grössten 
J^  er*  ^j^^  J^*r^  f^^"^^  ^^J    Höhe  und  Morgenweite  aus  Polhöhe 

.^L^Jt  ^^  oLoi^  ^>.yJt    ™^  ^«°^  *^*1^«^  Tagbogen." 


o^ 


Unter  J^  mejl,  ohne  Zusatz,  ist  zwar  in  der  Regel  die  ,,er8te 
Schiefe  ^\  d.  h.  der  (kürzeste)  Bogen  des  Declinationskreises  eines  Sternes 
zwischen  Aequator  und  Ekliptik,  zu  verstehen,  hier  aber  glaubte  ich,  wie 
auch  schon  von  anderer  Seite  geschehen,  es  mit  Decl.  übersetzen  zu 
müssen,  weil  sich  dann  Alles  ungezwungen  giebt  und  ganz  unseren  Formeln 


cosL  —  —  fem  .  tgS,  sinA,  — > 

entspricht.  —  Ein  gründliclies  Studiam  (nicht  Bolten  mit  £ntciffeniDg 
identisch)  der  Handscbrift,  das  icli  mir  für  eine  spätere  Zeit  vorbehalten 
mnss,  wird  zeigen,  ob  ea  sieb  verlohnt,  dieselbe  in  extenso  in  deatacher 
Sprache   herauszogeben ;  bis  jetzt  finde  ich  dazu  keinen  reclit  zmogenden 

Änlaas. 


W 


IIJ. 

Sein  pietätvolles  Gedenken  hat  vor  371  Jahren  Heinrich  Schreibet 
(oder  Orammateus)  zor  Herausgabe  eines  Schriftchens   ((Eilt   hunjlrEtl^  Pili 

brljEiiöl  3ii|lnimEl  jHwifTcn  um  tng  liri)  irr  Soiuitn  uitJi  in  öfr  nni^ 
titiril)  btr  Stent  mnitdicriti)  iiiit;lter)]rrheit  nii  ouffgub  in  iilleit  urtrit  nn 
(nJt  öcr  rorlt  Htfäjxibtn  biirrti  igfinririi  (Statu ntolni  oicr  fAiieibti  dö 
(Erfucbt  ^cr  £i)lrnt  frcije  hihijtrti  maijlter.  Am  Schlüsse:  4  Crlinithl 
}u  lliiniberg  ^u^^  fieronimum  iljplljcl/  Iiuri^  vccUguiig  Cuce  ^lnBirrr 
fliigcrr  tmi  iBiit^fiircr  jü  ÖJirnit  Siiito.     1522.  —   S    nicht    psginin« 

BlUtter  in  kl.  4*'.)  veranlasst,  das  unverkennbar  von  einem  Astrolabium 
handelt,  dessen  planisphliri scher  Entwurf  sich  auf  dieselbe  FrojectioD5-ii{ 
stützt,  die  wir  bei  Zarku.ll  und  später  Gemma  Prisius  fanden,  wenngleiek 
darin  weder  diese  auch  nur  mit  einer  Sylbe  angedeutet  ist,  noch  du 
Instrument  selbst  namhaft  gemacht  wird.  In  der  'Widmung  an  dea 
Bürgermeister  und  Ratli  der  Stadt  Nürnberg  sagt  Schreiber,    daM  er  bri 

seinem  JÜrccfptotjm   ^emi   ffiEorgni    lEam^tUUt   itt    Sgbfii   frt^rn 

ltfilt|lftl  ont  ^rt}1iei)  JDortoc  verschiedene  Instrumente  gesehen  hat*, 
darunter    ein    fllts    Df rmOrffjlW /   itS    iüls   lllflII    füflt)    ;iMai|lfr  fifOr|n 

iSeurbai^ius  r^full^en  fnn  fi^U;  dessen  habe  er  sich  erbaniibt,  damit  d» 

Gediichtniss  an  die  alten  gelehrten  Männer  der  berühmten  Hochschtd<-  id 
Wien  Itit    nbgUng.     Auf  F.  2  r.  heisst    es    dann:  ^[  Sold)    infltumtltt  t|al 

jiDQ^  jludi.  Uns  cr|1/  mdi^cs  bnii  tFl  gtjirl  mit  brii  tlumbrrgir^i 
mapprti  |)at  ;ii  au|fer|l  ein  ririkel  obeit  mit  Finni  niigkn/  iüi  mi  nn 
f9  l)clt  gcnät  jitTerüttamts/  lins  i|l  Jirr  niittngs  rtrdtel.  {iitl>  iß  aEfs 
getcijlt.  ^as  auff  baiHe  ftr\\tn  t|t)nfluf  unD  limiqhcr  gcliru  (m  lufa^tB 
wiT  Dem  OJiriioitt)  .110.  grau,  wii»  90.  oben  bEftcitten  tfiiülj/  bas  ift  »as 
pmut/  uifli^e  nbrti  im  il^iimrl  niifdiauirt  niifer  tjenbltr.  !Xüi^  bic  nnlirni 
.90.  gra.  viiterfiitj  britigcti  upporttiiiit  ceiiit.  Mm  i|!  bns  (luiirt  acl^n 
gegen  unfcrnt  rcnit  i|l.    fflirijon  wirbt  gefvriii^En  tgit  enbec  bes  grriitrt* 

Su    let^t    ena])gt    |i(t|    eijit    brmcglii^er    cirdtei/    mit  in 

3niel|f  ^e^i^fn  melilier  Sobianis  mirb  gcitniit.  :^uf  fvläfc  fimbta  ftgi 
gefaxt  ttiiiift  litni   aU  t\itt%t^4^t\<an  md^  bei;   brn)te  unb  Unge.  -^ 
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gebracht. 

Das  bekannte  posthnme  Werk  Stoeffler's:  De  conq>ositü>ne  aut  fäbrica 

astrolalii,  eiusäemque  usu  multifariisque  utäitatibas,  Johäne  Stoflerino 
Justingenai  Aulhore,  das  er  za  Tübingen  im  Jahre  1510  vollendet  hatte*, 
enthalt  dagegen  Nichts  von  Arzachel's  Construction.  Wohl  aber  Btimmt 
die  Beschreibung  des  ,,BUckens''  ganz  mit  der  des  Pariser  lat.  Manuecriptea 
überein,  d.  h.  nicht  alle  Kreise  auf  demselben  Bind  concentrisch,  wie  bei 
den  gewuhnlichen  arabischen  Astrolabien  der  Fall,  sondern  das  innere 
Sjstem,  welches  die  zwölf  julianischen  Monate  mit  Eintheilung  in  einzelne 
Tage  enthält,  ist  ergentriach.  F.  24v.;  Augctn  ii/ilur  solis  ad  tempus 
fabricae  tut  astrolabti  ex  tabulis  AlpJionsinis,  aut  aliis  extrafie.  Quae  gralia 
exempU  Anno  Christi  maximi  decimo  supra  millesimum  quin^entesimum 
currente  in  1.  gradu,  d-  16.  fere  minuio  Cancri  [im  System  der  äusseren 
concentri sehen  Kreise]  exaclo  caUmlo  r^erla  est.  Harte  ab  initio  Arietis 
orbis  signontm  supra  descripU  suppulabis.  Terminal  aulem  sr  solaris  aux 
ann&rum  Christi  memoralorum  pene  in  16.  minuto,  secunäi  gradus  Cancri. 
In  tcrmino  igihtr  eiusdem  fac  punctum,  f.  gitem  cum  centro.  c.  per  lineam 
redam  lentter  impressam  continudbus.  Dieses  f  ist  der  gemeinsame  Mittel- 
punkt der  eicentrischen  Kreise,  deren  Susserster  den  innersten  der  übrigen 
Kreise  angleicbartig  berührt. 

Aus  einem  Abrisse  der  Geschichte  des  Astrolabiams ,  den  Stoeffler 
(F.  30  bis  31)  giebt,  kann  ich  mir  nicht  versagen,  Einiges  hier  zu 
reprodnciren: 

I*  dicitur,  guod  primus  eins  invcntor  fuerit  Abraham:   dt  dicitur, 

quod  fuerit  inventum  tempore  regis  Salomonis  filH  David,  vd  ante  eum. 
Et  dicitur,  quod  quidam  qui  vocabalur  Lab,  invenit  ipmm,  et  asiro  vel 
astor  vult  dicerc  Uneae,  unde  vocatum  est  Astrolabium,  id  est  Uticae  Lab. 
haec  Hie  &  plura  alia  utilia. 

^  Mii  interpraetantur  astrolabium  ab  asiron  greco,  quod  est 
sydus,  dt  lahi  ansa  vel  manubrium,  quasi  siidcrum  atisa.  est  enim 
irtstrvmenlum  ansatn  liabcns,  per  quam  suspensum  astrorum  malus 
(£'  plura  nolalu  dignissima  coUigimus. 


*  Mir  liegt  folgeode  Ausgabe  vor:  Petrus  Jordan  Lectori  S.  D.  En  Tibi 
Nunc  Iterum  Candide  Leetoi-,  Ceolestium  Herum  Disciplinae,  Alque  Totius 
Sphaeiicae  peritissinii ,  Johannis  SlosÜeriui  Juatingensis,  uiri  Germani,  uariornm 

Astrolabiorum  compoaitiouem  scu  fabricam in  meliorem  formain  quätn 

astea  faeront,  redigenda,  atque  imprimenda  curanimus.  Vale.  Anno  Salutis, 
M.D.XXXV.  Mense  Martio.  (Zu  ergänzen:  Moguntiae.)  Ein  Folio-Band  tob  XVI 
nnd  166  Seiten. 
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^  Hoc  praeterea    instrufnentum    Uennanus    Conirachu  vocat 

Waleagoram Walectgara   igüur    ÄräUce    sonat   ^fiam 

sphaera  vd  planisphaerium,  aut  asirolapsus  Latine. 

^  PtcHemeus  appeUat  astrdlahvum  planam  sphaeram  aut  plani- 
sphaerium ex  eo,  quod  sU  qu(m  sphaera  extensa  in  piano. 
Im  3.  nnd  4.  Quadranten  jenes  excentrischen  Ringes  des  „Rückens'' 
sind  Quadrate,  die  sogenannten  Scalae  altimetrae,  mit  der  nmbra 
reeta  und  umbra  versa  verzeichnet;  denen  bei  den  arabischen  Astrolabien, 
so  bei  dem  Arzachel's  im  Par.  Man.,  ganz  ähnliche  Constructionen 
entsprechen,  welche  auf  eine  sehr  einfache  Weise  die  Tangente 
(j^yuJI  Släi\  al-zill  al-menküs)  der  Winkel  von  0®  bis  45®  und  die 
Cotangente  (Jb^^Awo^Ji  Jiaii  al-zill  al-mebsüt)  der  Winkel  von  45®  bis  90^ 

geben. 

Die    Excentricität    auf    dem    Rücken   von 

Arzachel's  Scheibe   ist  eine   bedeutend  grössere, 

als  Stoeffler  annimmt|  und  aus  nebenstehendem 

Schema  ersichtlich. 

Was  endlich  die  üniversalit&t  des  Zarkäli- 

sehen    Astrolabiums    anlangt,    so    braucht  nur 

darauf  hingewiesen  zu  werden,  dass  die  Systeme 

der  Stundenwinkely  sowie  die  der  Azimuthe  nnd 

Höhen ;   durchaus  vom  Standpunkte  des  Beobachters  abhBngen;   alle  drei 

sind  [in   demselben   Augenblicke   an    veischiedenen   Orten    der  Erde  Ter 
schieden. 
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8.  LiB.     Theorie  der  Transformationsgmppen.   Zweiter  Abschnitt    unter 
Mitwirkung  von  P.  Engel.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1890.  IV  u.  554  8. 

Bezüglich  des  ersten  Abschnittes  dieses  Werkes,  der  die  allgemeine 
Theorie  der  endlichen,  continuirlichen  Transfer mationsgmppen  behandelte, 
sei  auf  die  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  XXXIV  1889.  8.  171  u.  flg.  erschienene, 
eingehende  Anzeige  von  Herrn  8tud7  verwiesen. 

Der  vorliegende  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Theorie 
der  Berührnngstransformationen,  und  den  von  solchen  gebildeten  Gruppen, 
ein  dritter  Abschnitt  wird  Anwendungen  bringen. 

Um  in  das  Wesen  der  BerQhrungstransformationen  leichter  einzudringen^ 
wird  man  am  Besten  auf  die  geometiische  Entstehung  derselben  zurück- 
greifen. (VergL  dazu  vor  Allem  die  grosse  Abhandlung  Lie's'im  V.Band 
der  Mathem.  Annalen.) 

Bekanntlich  hat  Poncelet  die  Ornndlagen  einer  Theorie  der  reciproken 
Polaren  in  Ebene  und  Baum  geschaffen  und  damit  den  Dualismus  in  der 
Geometrie  begründet;  so  fruchtbar  diese  Lehre  zweifellos  gewirkt  hat,  so 
wird  man  doch  behaupten  mtüssen,  dass  die  Nachfolger  Poncelet ^s  den 
von  ihm  eingeschlagenen  Weg  zu  einseitig  verfolgt  haben,  so  dass  ihnen 
wichtige  Partien  der  Oedtnetrie  verborgen  blieben. 

Nach  dem  Vorgange  Lie's,  der  durch  Plücker'sche  8peculationen 
dazu  angeregt  wurde,  kann  man  der  Theorie  der  Beciprocität  eine  neue, 
fruchtbare  8eite  abgewinnen. 

Um  vorerst  in  der  Ebene  zu  bleiben,  so  ordnet  eine  gegebene  Red- 
procitftt  zun&chst  irgend  einem  Punkte  P  eine  Gerade  g^  zu,  weiterhin 
aber  einer  jeden  Geraden  oder  Bichtung  g  durch  P  wiederum  einen  Punkt 
Pj  auf  g^.  Fasst  man  daher  den  Inbegriff  eines  Pxmktes  P  und  einer 
durch  ihn  gebenden  Bichtung  g  als  ein  Ganzes  auf,  das  als  „Linien- 
elemenf  bezeichnet  sei,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  vermöge  der 
Beciprocität  irgend  ein  Linienelement  (P,  g)  in  ein  neues  Linienelement 
(P|,  g^)  übergeht.  Die  Ebene  erscheint  nunmehr  nicht  sowohl  als  ein 
zweifach,  sondern  vielmehr  als  ein  dreifach  ausgedehnte^  Feld,  insofern 
ja  ein  Linienelement  von  drei  Bestimmungsstücken  abhängt.  Die  Linien- 
elemente  einer  Ourve  (d.  i.  Inbegriffe   von  Punkt  und  Tan^'^utA'^  %<2&i^s&. 


wiederum  über  in  die  Linien elemente  einer  Curve,  nnd  haben  iwei  Carren 
ein  Linienelement  gemein,  so  gilt  offenbar  das  Gleiche  von  den  beidsD 
transformirten  Carren;  mit  anderen  Worten,  Curven,  die  aich  beiiiluai, 
geben  bei  unserer  Transformation  wiederum  in  solcbe  über.  Damit  iat 
ein  erstes  einfaches  Beispiel  einer  sogenannten  „  Beruh rnngätransformation" 
gegeben.  Der  so  gewonnene  Begriff  bietet  jedenfalle  den  Vortbeil,  lineare 
(oder  aucb  bObere)  Beciprocil  ilten  und  andererseits  Punkttransformatiooeii. 
wie  i.  B.  die  Collineationen,  unter  einem  gemeinsamen  hüberen  Gesichts- 
punkte  zusammenznfassen,  da  ja  eine  Collineation  zweifellos  auch  «ine 
BerUlunngstransformation  ist.  Man  wird  aber  weiterbin  fragen,  ob  ti 
nicht  nocb  hühere  Classen  von  BerübrungGtraneformationen  giebt,  b« 
denen  Linienelemente  stets    nieder  in  Linienelemente  übergeben. 

Geben  wir  Jetzt  zam  Räume  über,  so  wird  man  bajd  erkennen,  daa 
eich  das  bei  der  Ebene  Bemerkte  nach  Kwei  getrennten  Riohtangeii  hin 
ausdehnen  I&sat. 

Liegt  eine  rSumliche,  lineare  Reciprocität  vor.  so  ordoet  dteulb« 
wiederum  nicht  nur  einem  Punkte  P  eine  Ebene  £^,  zu,  sondern 
auch  jeder  durch  P  gebenden  Ebene  (oder  besser  Stellung)  H  eiaea 
Punkt  Pj  auf  E,.  Versteht  man  also  unter  „Flachenelement"  den 
labegriS'  eines  Punktes  P  nnd  einer  mit  ihm  incidenten  Ebene  (SleUang)  ^ 
so  geht  jedes  Fläch enelement  {P,  £■)  über  in  ein  anderes  (P,,  E,).  Di« 
00*  Fläcbenelemente  einer  Flüche  transformiren  sich  im  AUgemeinen  ebto- 
falls  iu  die  oo'  Fläcbenelemente  einer  neuen  FlSche,  sodass  Bernlims^ 
Ton  Flächen  bei  der  „Berllbrungstransformation"  erbalten  bleibt.  Da  eioe 
Stellung  von  zwei  Stücken,  etwa  zwei  Winkeln  p,  q  abhängt,  ein  Punlil 
eelber  von  drei  Coordinaten  x,  y,  Zy  mithin  ein  Flächenelement  von  IHcf 
Stücken  x,  y,  z^  P,  1,  so  sieht  man  Jetzt  deutlii^er,  dass  das  Weem  dn 
neuen  Auffassung  in  einer  „Erweiterung'"  der  ursprünglichen  Beet 
procitilt  besteht,  insofern  nunmehr  —  analytisch  mit  Hufe  von  fOaf 
Gleichungen  —  die  „Coordinaten"  £,  y,  e,  p,  q  eines  FlftcbeneleuMdi 
tranaformirt  werden  in  die  Coordinaten  x^,  )/,,  £,,  p,,  y,  eines  BBDa 
Fläch enetements.  Hieran  werden  sich  analoge  Belrachttuigeu  anlehnen,  wit 
oben  hei  der  Ebene. 

Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  dasB  man  bei  consequenter  Verfolgong  im 
Bcixzirten  Gedankenreihe  zu  einer  zweiten,  von  der  ersten  wesentlich  ver 
schiedenen  Gattung  von  Beruh  rangst  ran  sformationen  gelangt.  Man  dnb 
sich  nämlich  zwei  lleciproci täten  gleichzeitig  gegeben,  so  ordnen  diewlba 
einem  Punkte  P  eine  Gerade  y,  zu,  zugleich  aber  aucb  einer  Bbew 
(Stellung)  E  durch  P  eine  weitere  Gerade  g\,  welche  mit  g^  in  äaa 
Ebene  E,  liegt,  und  also  anch  g^  in  einem  Punkte  P,  begegnet  Dub 
:d  man   es    als  eine  Fo\g«  d«t   viTa\>cUaglichen  ReciprocitSUn  i 
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dase  wiedeium  ein  „FUcheaelemeut"  (PE)  Übergeht  in  ein  neues  FlSoben- 
element  {P,E^),  und  die  Zuordnung  der  Flächen elemente  heaitzt  offanbiir 
gleichfalls  das  charäkterUtiache  Merkmal  der  BerUhrangetransformationen, 
die  lavariajiz  der  BerLibrung. 

TJm  gleich  das  merkwürdigste,  hierher  gehßrige,  von  Lie  zuerst 
gefundene  Beispiel  anzuführeD,  so  seien  zwei  (lineare)  Reciprocitäten 
definirt   durch  die  Gleichungen  (»=(/— 1); 

ü,  -  a  -  y,  -  IS»!  -)-  ^j,  =  0,     £K  =  ^  (z,  -  i>,)  +  s,  -  j,  _  0. 

Den  00 ^Punkten  des  einen  RaameH  entsprechen  dabei  die  (imaginären) 
cc'Geraden,  welche  den  Eugelkreis  treffen,  im  zweiten  Räume;  umgekehrt 
den  Punkten  des  zweiten  Raumes  die  Geraden  eines  gewissen  linearen 
Compleies.  Tritt  jetzt  aber  die  Erweiterung  auf  FlUchenelemeute  ein, 
ergiebt  sich,  dass  die  od*  Flüchenelemente  einer  Geraden  des  ersten 
lianmes  Übergeführt  werden  in  die  cc^  Flfichenelemente  einer  Rngel  des 
zweiten  Raames;  insbesondere  müssen  also  zwei  sich  schneid  enden  Geraden 
zwei  sich  berührende  Kugeln  entsprechen.  Hieraus  ersieht  mau  schon, 
welchen  Werth  die  fraghche  Abbildung  für  die  Berührungaprob lerne  der 
Kugel  hat.  Eine  weit  wichtigere  Folgerung  ist  aber,  dass,  wenn  zwei 
Flächen  vermöge  der  Transformationen  sich  entsprechen,  die  KrümmangS' 
linien  der  einen  dabei  übergehen  in  die  Haupttangentencurven  der 
anderen.  Hierauf  gestutzt  hat  L  i  e  für  eine  Reihe  bemerkenswerther 
Flüchen  die  Hanpttangentencurven  bestimmt. 

Wir  haben  diese  geometrische  Einleitung  mit  besonderer  Rücksicht 
daratif  ausgedehnt,  dass  diese  so  ^achtbaren  und  eleganten  Untersuchungen 
von  den  eigentlichen  Geometem  bisher  nicht  ausreichend  gewürdigt  su 
sein  scheinen. 

Was  die  Geschichte  der  vorliegenden  Theorie  betrifft,  so  muss  aller- 
dings betont  werden,  dass  bei  Lie  selber  die  geometrische  Speculation 
nur  die  eine  Seite  der  Sache  war:  er  bat  nicht  weniger  von  vornherein  die 
Anwendungen  auf  (gewühntiche  und  vor  Allem  auf)  partielle  Differential- 
glelcbungen  im  Auge  gehabt;  es  mag  bicr  vor  der  Hand  an  der  Bemerkung 
genägen,  daüs  es  gerade  Eokbe  Berührungätransformationen  sind,  welche 
die  partiellen  Differentialgleichungen  in  Formen  bringen,  welche  der  Inte- 
gration zug&nglicber  sind. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  Wesentliche  der  oben  betrachteten 
Beispiele  zu  erfassen  und  in  analytische  Form  zu  kleiden,  um  so  den 
Begriff  der  Berahrungätransformation  in  seiner  wahren  Allgemeinheit  z 
erkennen.  Dm  unnöthige  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werden  wir  gleich 
den  gewJihnlichen  Raum  als  Muster  zu  Grunde  legen. 

Als  Coordinaten  eines  FlUchenelements  {P£)  wird  man  zonSchst 
nebst  den  rechtwinkligen  Coordinaten  r,  y,  e  des  Punktes  P  die  Verhfllt- 

Biil.  ■  III.  Abih.  d.  ZeilKbr-  £.  Math.  D.Biy».  39.  Juhtg,  ISM  B.HoU  % 
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nisse  J)  ■—  ^-»  5  =  T"    der    Projectionen    einer    unendlich    kleinen   Ve^ 

dx  oy 

Schiebung  wählen,  welche  man  dem  Punkte  längs  des  Lothes  rxu  Stellung  E 
ertheilen  mag. 

Setzt  man  nunmehr  fünf  Transformationsgleichungen  zwischen  den 
^9  Vj  ^f  P^  Q  (uid  neuen  Grössen  ^i,  ^^  ^n  l'i,  Qt  an: 

so  definirt  man,  abgesehen  yon  der  stets  vorausgesetzten  Be- 
dingung der  Auflösbarkeit  nach  den  x^  y,  z^  p^  q^  eine  Be- 
rtthrungstransformation  durch  die  Forderung,  dass  yermOge  1)  ein 
Flächenelement  stets  wieder  in  ein  Flächenelement  übergehe,  oder  analjtiscb, 
dass  die  ,;Pfaff'sche  Gleichung^'  de —pdx  —  qdy '^  0  stets  die  andere 
Pfaffsche  Gleichung  de^  —  p^dx^  ^  q^dy^  nach  sich  ziehe,  d.  L  dass 
identisch  vermöge  I)  die  Proportionalität  der  beiden  „Pfaffschen  Aus- 
drücke" de  —  pdx  —  qdy  und  de^  —  p^dx^^  q^dy^  erftlllt  werde: 

U)     de^  -  p^dx^  -  q^dy^  =  q  (rr,  y,e,p,  q)(de  -  pdx  —  qdy), 

wo  Q  eine  (nicht  identisch  verschwindende)  Function  der  eingeklanmierten 
Grössen  bedeute. 

Offenbar  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem'  aus  dm 
Gleichungen  I)  nur  eine,  oder  aber  zwei,  oder  endlich  drei  Relationen 
zwischen  den  x,  y,  e;  x^^  y^,  e^  allein  folgen. 

Der  letzte  Fall  ist  der  einfachste;  dann  liegen  drei  Gleichungen  Tor 
von  der  Form: 

III)  x^  -  X{x,  y,  e),     y^  -  Y{x,  y,  e),     e^  -  Z(x,  y,  b\ 

aus  denen  durch  Differentiation  und  Elimination  mit  Nothwendigkeit  die 
beiden  letzten  Gleichungen  I)  resultiren;  eine  derartige  Berührongs- 
transformation  ist  als  eine  y,un eigentliche''  zu  bezeichnen ^  da  sie  nnr 
durch  „Erweiterung^'  einer  gewöhnlichen  Punkttransformation  III)  ent- 
standen ist. 

Im  ersterwähnten  Falle  kommt  nur  eine  einzige  Belation  in  Betracht: 

IV)  ^{^yy^  ^,  ^i.yu  ^i)-0- 
Differenzirt  man  total ^  so  muss  die  Gleichung: 

ox  dy  de  dx^  dy^    ^       de^ 

mit  der  Forderung  II)  äquivalent  sein;  in  der  That  erhält  man  dnreh 
partielle  Differenfiation  vier  Gleichungen: 

dsi    dsi     ^     csi     'dsi    ^       aß  .  aß     ^       dsi  ^  dsi    ^ 
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die  zusammen  mit  IV)  ein  den  Gleichungen  I)  ftqniTalentes  System  liefern, 
nur  dass  dasselbe^  um  eine  brauclibare  Berührungstransformation  zu  ergeben, 
sowohl  Dach  den  x^  y,  e^  Pj  q  als  nach  den  ^r^,  y^y  f^i,  Pif  Qi  auflösbar 
sein  muss.  Sieht  man  diese  Bedingung  als  eine  selbstverständlich  zu 
erfüllende  an,  so  hat  man  das  Resultat: 

;,Alle  eigentlichen  Berührungstransformationen  der 

ersten  Kategorie  werden  durch  eine  beliebige  Eelation  IV) 

repr&sentirt/' 
Hierher  gehOren  demnach  die  oben  betrachteten  dualistischen  Trans- 
formationen.    Aehnlich  erledigt  sich  der  zweiterwfthnte  Fall  mit  zwei  von 
einander  unabhängigen  Belatiooen: 

V)       Äi(a?,  y,  Äf,  arn^n  ^i)-0,    ^(a?,  y,  ^,  a^j,  y^,  <?j)  -  0. 

Man  operirt  ganz  wie  oben,  nur  dass  jetzt  an  Stelle  von  52  die 
lineare  Combination  il^i^^-f' ^«^  tritt.    Durch  Elimination  des  Quotienten 

Y-  hat  man  wieder  fünf  Gleichungen,    die  unter  der  Bedingung  der  Auf- 

lösbarkeit  ein  System  1)  bilden.     Somit  gilt: 

y^Alle  eigentlichen  Berührungstransformationen  der 
zweiten  Kategorie  werden  durch  irgend  zwei  yon  einander 
unabhängige  Eelationen  Y)  repräsentirt.^^ 

Der  innere  Unterschied  zwischen  den  uneigentlichen  und  eigentlichen 
Berührungstransformationen  einerseits,  sowie  derjenigen  zwischen  den  Be- 
rührungstransformationen überhaupt  und  den  gewöhnlichen  Transformationen 
lässt  sich  jetzt  deutlich  charakterisiren.  Wir  benützen  dabei  geometrische 
Bedeweise.  Während  bei  den  uneigentlichen  Berührungstransformationen 
ein  Punkt  wieder  in  einen  Punkt  (oder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten) 
übergeht,  tritt  bei  den  eigentlichen  ein  Wechsel  in  der  Art  des  Baum- 
elementes ein:  dieoo^  Punkte  des  Baumes  transformiren  sich  in  eine 
Qo'  Flächen-  respective  Curvenschaar.  Dagegen  stehen  die  Berülirungs- 
transformationen  als  solche  den  gewöhnlichen  Baumtransformationen  insofern 
gegenüber^  als  man  sich  nicht  darauf  beschränkt,  zu  fragen,  wie  sich  ein 
einzelner  Punkt  transformirt^  sondern  zugleich  seine  „Umgebung^  auf 
einem  ebenen  beliebig  kleinen  Flächenstück. 

Daher  sind  die  Berührungstransformationen  wie  geschaffen  zur  Unter- 
suchung von  Problemen  aus  der  sogenannten  ,,  Geometrie  auf  der  Fläche''. 

Die  Berührungstransformationon  sind  wesentlich  an  die  Continuität 
des  Punktraumes  gebunden;  der  Baum  erscheint,  um  uns  einer  gelegent- 
lichen, drastischen  Aeusserung  von  F.  Klein  zu  bedienen,  mit  lauter 
(beliebig  kleinen)  Flächenstücken  ^^ gepflastert'',  während  er  in  der  modernen 
Mannigfaltigkeitslehre  und  der  sich  daran  anschliessenden  Theorie  der  Func- 
tionen mit  disconiinuirlichen  Grappen  Ton  ,ylauter  einzelnen  Spitzen  ^tAxrV. 


Qsi  den  eig;entlichen  Berdbrungstransformationeii ,  toh  denen  von^ 
ab  ansschliessUch  die  Rede  sein  wird,  vertauschen  eich,  allgemein  g 
Punkte,  Curven  und  FJH,cben  wechselseitig.  Man  wird  demnach  rerSDcM 
sein,  diese  drei  Inbegriffe  von  oc'  FliLcbenelementen  unter  einen  Begriff 
znaammenzufasaen ,  der  von  Lie  als  ,. Element- ^fj"  bezeichnet  wird.  Wis 
sieb  weiterhin  zeigt,  erhält  erst  dadurch  nicht  allein  die  Theorie  aU  solok^ 
sondern  auch  ihre  Anwendungen  auf  die  partiellen  Differentialgleicbnogec 
eine  völlige  Durchsichtigkeit. 

Der  gemeinten  Zusammenfassung  liegt  aber  auch  eine  innen  Bi- 
recbtigung  zu  Qronde.  Eine  conti nnirli che  Schaar  von  Flächenelement«]! 
wird  als  „Element-Mannigfaltigkeit"  definirt,  wenn  da«  dieselbsa 
darstellende  Gleicbungssystem  iu  x,p,i,p,q  der  Ffaff sehen  Gieichang 
de  —  pdx  —  qdi/ =•  0  genügt.  Besteht  nun  eine  solche  Elementmannig- 
faltigkeit gerade  aas  oo'  Elementen,  so  i^Ilt  sie  mit  dem  obigen  Begriff 
der  Element  -  M^  zusammen ;  aus  der  Element  -M^  geht  eine  Element- 
mannigfaltigkeit  von  oo^  Elementen,  d.  i.  eine  Element-Jlfi  einfach  dadorcb 
hervor,  daES  man  vermöge  irgend  eines  Gesetzes  ans  den  oo*  Elementn 
eine  co'- Schaar  ausscheidet. 

Eine  unmittelbare  Anwendung  erflihrt  der  Begriff  der  £lement-i^ 
bei  dem  Problem  der  Integration  einer  partiellen  Differential^leichnng: 

\  '■^'    '  dx    0y/ 
Nach    der    gewöhnlichen    Auffassung    handelt    es    sich     dämm,    ilii 
Gleichnngssysteme  von  der  besonderen  Form: 

aufzustellen,  welche  die  Gleichung  .ß  ■- 0  am&Bsen.  Offenbar  wird  dui 
die  Pfaffsebe  Gleichung  de  ^  pdx  ^  qdg  =  0  identisch  befriedigt. 

Auf  dem  jetzigen  Standpunkt  wird  man  an  Stelle  jenes  sperielim 
Gle ich  ungB Systems  überhaupt  jedes  System  von  drei  Gleichungen  uriaebni 
^>  .V)  '^,  Pi  9  zQ  setzen  haben,  welches  sowohl  der  Pfaff'schen  GleidiDi^ 
wie  Sl  —  0  genügt.  Mit  anderen  Worten,  es  werden  alle  Element-)!, 
gesucht,  deren  Elemente  der  cc*-Schaar  von  Elementen  angehCren,  «tldt 
die  vorgelegte  Gleichung  Sl{x,  y,  z,  p,  q)  —  0  aus  der  ao^-Schau  ilk 
Fl&cbenelemente  ausscheidet. 

Auf  die  abstracten  und  verwickelten  Fragen,  welche  hieraus  für  dii 
Theorie  der  partiellen  Differential  gl  eich  an  gen  entütehen  —  nicht  nur  in 
Falle  von  drei,  sondern  allgemein  von  n  Variabein,  dem  dann  in  gleieb« 
Weise  BerQhrungstransformationen  im  Raum  von  n  Dimensionen  in  Gnmdt 
zu  legen  sind  —  kann  hier  nicht  eingegangen  werden;  nur  tön  PunU 
Ton  besonderer  Wicbtig^ät  1116%%  lut  S'jt&cb.e  kommen.    Die  Gas 
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der  BerObruigstrariisronnaüonen  des  Banmes  ist  ölen  mit  Hilfe  bioser 
DifferentiatioDeii  und  Eliminationen  emüttelt  worden.  Eb  gtebt  indesBeo 
zn  üirer  BeBtimmong  emeo  zweiten  Weg,  der  zwar  weit  weniger  einfach 
ist,  dafür  alier  tiefer  ia  die  Tlieorie  hineinführt,  und  fUr  das  VerBtündnies 
des  organischen  Zusammenhangs  mit  den  partiellen  Differentialgleic hangen 
nnerlässlicli  ist. 

Man  fi'age  nach  den  notbwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen, 
welche  die  Functionen  X,  Y,  7.,  P,  Q  in  I)  zn  erfttllen  haben,  damit  die 
Identität  11)  befriedigt  werde.  Die  Antwort  lässt  sich  sehr  verschieden 
formuliren;  die  fruchthaxate  dürfte  folgende  sein.  Bedient  man  aich,  wenn 
F,  ^  irgend  zwei  Functionen  der  x,  y,  e,p,  q  sind,  des  FoiSBon'schen 
Zeichens ; 

^        ^^\dp  Sx       pp  dx)^\dq   dy       83  dyJ^^Kdp  de        dp  de/ 
,      fdFS<I>     808F\ 

+  ^[1:;  17— 8p -37)' 
und  nennt  man  2''and  <I>  „in  Involution  liegend",  sobald  [F^]  identisch 
verscb windet,  so  sagt  das  fragliche  Kriterium  aus,  dass  je  zwei  der  drei 
ersten  Functionen  in  I),  X,  5",  Z  in  Involution  zu  liegen  haben;  ist  das 
Kriterium  erfüllt,  so  sind  damit  von  selber  die  fehlenden  Functionen  P,  <^ 
(wie  auch  der  Pro pottionalitSts Factor  q  ia  11)  eindeutig  bestimmt. 

Gerade  dieser  .luv oluti ans bezie hang  haben  sich  die  früheren  Analytiker 
bei  den  Integrationen  einzelner  partieller  Differentialgleichungen  bedient, 
erst  Lie  war  es  aber  vorbehalten,  deren  innere  Bedeutung  und  ihren 
notbwendigen  Zusammenhang  mit  den  Berühr ungstransformationen  auf- 
zudecken. Aucli  einzelne  BerUhrungstranaformationen  sind  früher  wieder- 
holt zu  dem  genannten  Zwecke  verwandt  worden,  ohne  dass  man  auch 
nur  zn  einer  allgemeinen  Definition  der  BerUhrungstransformationen  gelangt 
wäre,  obgleich  sich  bei  Lagrange  von  analytischer  Seite  her,  and  bei 
Plticker  von  geometrischer  Seite  her,  beachtenswerthe  Ansätze  dazu  finden. 

Ehe  wir  uns  zum  zweiten  Theile  des  Buches,  der  Invariant entheorie 
der  Berilhrungstransformationen  wenden,  greife  noch  eine  formale  Be- 
merkung Platz,  die  der  Geometer  bereits  erwartet  haben  wird. 

Die  Grössen  p,  q,  welche  die  Stellung  einer  Ebene  bestimmten,  sind 
die  VerbSltnisse  der  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  Loth  der  Ebene  mit 
den  Coordinatenachsen  bildet.  Um  nicht  immer  gewisse  Ausnah meßille, 
welche  mit  dem  Unendlich -Fernen  zusammenhängen,  namhaft  machen  zu 
müssen,  empfiehlt  es  sich,  die  fraglichen  Cosinus  (oder  auch  ihnen  pro- 
portionale GrÜBsen)  als  homogene  Stellungscoordinaten  PifP^,  Pg  einzuführen. 

Es  zeigt  eich,  dass  gerade  für  die  Invariantentheorie  der  BerQhrungS- 
transformationen  die  HomogenitEtt  in  den  p  eine  hervorragende  Rolla  %^\ftU.. 
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Za  dem.  Behuf  ist  der  Begriff  der  homogenen  BerUhraDgBtrajuformatiotiBn 
voranzustellen.  Wegen  der  Bezeielmaagen  ist  es  bequemer,  jetzt  aligemein 
von  2"  +  1  Variabein  e;  X|,  a-,  .  ..z„;  ^,,  p,  ..  ,j),  zu  sprechoD;  dieg«Ib«n 
erfahren  vermöge  der  Functionen  Z-  X^,  X, ,..X,;  P^,  P, ...P.  eise 
Beruh  rangstransformation,  wenn 
ll)Z~PidX^-P^dX^-...-PndX,^Q{e,x,p)(g-Pidr^-p^dx^-...-p,dt,). 

Diese  Berührangstrsnt-form&tionen  zerfallen,  je  nach  der  Art  des 
Haumelements ,  welches  gewechselt  wird,  in  n  Kategorien.  Gani  onib- 
hüoglg  von  dieser  Eintbeilung  ist  aber  eine  andere,  nach  der  Natur  iti 
Functionen  Z,  X,  P.  Eine  erste,  wichtige  Untergattung  wird  dnrch  i» 
Forderung  defiuirt,  dass  die  2n  Functionen  X,  P  von  e  gant  frei  timJ, 
sodass  die  x,  p  unter  sich  transfarniirt  werden.  Sobald  man  noch  die 
specielle  Bedingung  hinzufügt,  dass  Z=g  wird,  d.  h.  dass  z  eine  Invaiianle 
der  Berilhrungstransformation  ist,  so  werden  die  X,  P  von  seihst  homogen 
in  den  p  (und  zwar  die  X  von  der  nullten,  die  P  von  der  ersten  Ordnung!, 
und  die  Identität  II}  nimmt  die  symmetrische  Form  an:  XPdX^  Zpdt. 

In  diesem  Falle  beisst  die  Transformation  st^lbst  eine  homogene, 
nnd  auf  solche  beschranken  wir  uns  für  das  Nächstfolgende;  desgleicban 
sollen  die  weiteren  in  Betracht  kommenden  Functionen  der  x,  p  in  den  r 
homogen  sein  und  kurz  homogen  heiss'en. 

Wie  in  der  gewöhnlichen  (projectiven)  Formentheorie  ist  dum  tfa 
allgemeines  Äequjvalenzproblem  aufznatellen:  Wann  siriB  zwei  STSteme  tob 
je  m  homogenen  Functionen  i^,  (j,  p),  J'j(:r,  p). .,  F,„{x,  p);  *P,{j',  f'\ 
(P,(a/,  p')...^„i(i',  p')  äquivalent,  d.h.  wann  kann  das  eine  Sjstem  dmcb 
eine  homogene  Berilhrungstransformation  zwischen  den  j:,  p,  i*,  p'  in  du 
andere  Übergeführt  werden,  und,  wenn  das  der  Fall,  wie  bestimmt  mu 
slmmtliche  derartige  BerUhrungstransforraationen? 

Zu  dem  Behuf  wird  ein  System  von  )ii  Functionen  K(x,p)  erst  ufoiu 
canonische  Form  gebracht.  Es  gelingt  nllmlich,  durch  Aufnahme  ««bnr 
geeigneter  Functionen  der  j:,  p,  ein  derartiges  System  von  r  von  eiata^ 
unabhängigen  Functionen  J',(j',p),...  fr  (^'iP)  zu  erzeugen,  dass  der  PoiteoR- 
BcheKlamuieransdrucktF„F*],  angewandt  auf  irgend  zwei  dorr  Functioneaf, 
eine  Function  der  x,  p  wird,  welche  mit  bloser  Hilfe  der  F  dantellbtr  ort 

Dann  aber  gilt  die  nllmliche  Eigenschaft  auch  für  irgend  zwei  FnactiaBU 
der  !■',  und  es  bietet  sich  so  der  wesenlliche  Fortschritt  vom  m  ghedrign 
Functionen  System  zur  r  gliedrigen  Functionengruppe,  dem  Inbcf^ 
Bämmtlicber  Functionen  der  r  unabhängigen  F,  ein  Fortschritt,  der  dit 
Invariantentheorie  der  Berührungstransformationen  in  ähnlicher  Weit* 
beherrscht,  wie  der  des  vollen  Systems  die  gewöhnliche  Invariante ntieori» 

Die  Theorie  der  Function engruppen  erhält  ihre  Durchsichtigkeit  darci 
einen  Bpeci£schen  üuaWamua.    'Si^-nä  t  ^Vi.%dirige  Functionengrupp« 


iiKmlich  stets  die  Existenz  einer  zweiten  (n  — r)  gliedrigen,  der  sogenannten 
Polnrgruppe,  welche  dadurch  definirt  ist,  dass  jede  Function  der  einen 
Gruppe  mit  jeder  Function  der  anderen  Gruppe  in  Involution  liegt.  Die 
Beziehung  beider  Gruppen  ist  eine  wechselseitige.  Die  beiden  Gruppen 
gemeinsamen  (unabhängigen)  Functionen  bilden  wiederam  eine  Gruppe, 
man  nennt  sie  die  der  ansge^.eicbneten  oder  invarianten  Functionen 
(sc.  der  gegebenen  Gruppe).  Das  Eauptreeultat  geht  nnn  dabin,  dass  es 
nur  drei  Eigensehafteu  giebt,  welche  einer  homogenen  Function engruppe 
in  den  m  Veränderlichen  Xj. . .  7,,  p, . .  .p^  gegenüber  allen  homogenen 
B  er  Uhrungst  raus  form  ationen  in  den  x,  p  erhalten  bleiben,  erstens  ihre 
Gliederaniahl  v,  zweitens  die  Anzahl  q  ihrer  invarianten  Functionen,  und 
drittens  die  Anzahl  q'  (wo  (/  ^^  q  oder  5  —  1  ist)  der  unabhäagi] 
invariaaten  Functionen  uullter  Ordnung  (in  den  ji).  Umgekehrt  sind  bei 
ErfUlltsein  der  drei  Bedingungen  beide  Gruppen  äquivalent. 

Eehrt  man  zurück  zu  den  ursprünglich  vorgelegten  beiden  Systen 
von  m  Functionen  F,  li,  so  lüsst  sich  die  Aequivalenz  der  beiden  Systeme 
durch  bloae  Differentiationen  und  Elimiaationen  entscheiden,  und  es  lassen 
gich  auch  alle  Eigenschaften  eines  m  gliedrigen  Functionen  Systems  angeben, 
welche  gegenüber  allen  homogenen  Barührungstransformationen  invariant 
bleiben. 

Zu  einem  ühnlichen  Schlussreaultat  gelangt  man,  wenn  man  die  Be- 
dingung der  Homogenität  wieder  aufgiebt. 

Das  dritte  und  letzte  Hauptkapitel  des  Buches  handelt  von  den  end- 
lichen, continuir liehen  Gruppen  von  BerUhrungatrans Formationen.  Erst 
hier  wird  von  den  Metboden,  Begriffen  und  Sützen  des  ersten  Abschnitts 
(1888)  Gehrauch  gemacht.  Withrend  indessen  manahe  Entwickelungen 
Ton  da  schlankweg  übertragen  werden  können,  giebt  es  bei  den  Gruppen 
der  Beriibrungstransformatioaen  auch  eine  Reihe  speeifiacher  Eigenthflmlich- 
keiten.  Die  Hauptsache  ist  wiederum,  dass  eine  derartige  Gruppe  durch 
ihre  infinitesimale  Transformation  völlig  charakterisirt  wird,  sodass  fast 
auflschliesslich  mit  den  letzteren  und  deren  Symbolen  openrt  wird. 

Eine  beliebige  infinitesimale  Beruh rungs trän sformation  im  Gebiete  der 
2m  +  1  Variabein  s,  a-, .  .  .  x„,  p,  .  .  .  p„  enthält  noch  eine  willkürliche 
Function  der  e,  x,p;  aber  auch  umgekehrt  ist  sie  nach  Wabl  der  letzteren 
eindeutig  bestimmt:  diese  Function  heisst  daher  die  charakteristische 
Function  der  infinites i malen  Transformation,  in  Wirklichkeit  rechnet  man 
daher  direct  mit  den  charakeris tischen  Functionen.  Das  Auftreten  einer 
solchen  Function  entspricht  dem  Umstände,  da^s  die  Gesammtbeit  aller 
BerUhrungstrausformationen  im  Gebiete  der  s,T,p  selber  eine  (unendliche) 
Gruppe  constiiuirt,  d.  b.  irgend  zwei  Berührungstransfoi'niationen,  hinter- 
einander ausgeübt,   sind  einer  einzigen  solchen  Transformation  IIq.uivalent.. 


AnalogeB  gilt  von  den  homogenen  Bertthrungstransformationeii  usi 
■von  einer  Beilie  weiterer  Kategorien.  Der  wichtige  Process  der  „  Klammer- 
Operation"  geht  beEoodera  elegant  vor  sich;  zwei  infiniteflimale  BerahraDgB- 
transfoiTQ&tionen  mit  den  charakterisÜBchen  Functionen  IV',,  11',  ergebec 
durch  Klammeroperation  die  infinitesimale  Berühningstransformatioa  u^m 
der  charakteristiBchen  Function  [IV,,  IVj].  ^fl 

Auch    der  Procees    der   Einführung    neaer  Verfinderlichen    iBmt  IJ^H 
direct  am  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  vollziehen. 

Die  Theorie  der  „Zusammensetzung"  der  endlichen  continuirHcben 
Gruppen  von  Berührongstransrormationea  geBtaltet  sich  ähnlicli,  wie  die 
der  endlieben  continuirlichen  Gruppen  von  FunkttransformationeD;  will 
man  alle  Gruppen  bestimmen,  die  zu  einer  vorgelegten  ZnsammenBetiiing 
gehSren,  bo  bedarf  man  höchBtena  der  Integration  gewöhnlicher  Differentitl- 
gleichungen. 

Jede  endliche  conÜnDirliche  Ginippe  TOn  BertÜirungstransformationeii 
besitzt  „Differentialinrarianteit",  die  alle  gleichfallB  durch  Integration  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  bestimmt  werden  können.  Indem  wir 
uns  ein  Eingehen  auf  diese  Probleme  versagen,  mögen  wir  lieber  nodi 
einige  Worte  der  fundamentalen,  fUr  geometrische  Anwendangen  besonden 
fruchtbaren  Aufgabe  widmen,  alle  endlichen  continuirlichen  Grappen  tvs 
Berti bmugstr an sformationen   im   Räume   von  m  Dimensionen  za   ermitteln. 

Man  wird  hierbei  alle  Gruppen ,  die  selbst  wieder  dnroh  BerlibroDgi- 
transformationen  ineinander  flbergeführt  werden  können,  einem  und  dem- 
selben Typus  zuordnen  und  wird  sich  auf  die  Bestimmung  der  verschiedenea 
Typen  beschränken  dürfen. 

Diese  Typen  von  Gruppen  zerfallen  in  zwei  Qattongen:  enthält  ui 
Typns  eine  Gruppe  von  erweiterten  Pankttransformationen,  so  heisst  u 
reducibel,  im  andern  Falle  irreducibel.  Nur  die  letzteren  werdn 
hier  behandelt.  (Wegen  der  ersteren  muss  auf  den  demniichet  erscheinendeo 
dritten  Abschnitt  des  Werkes  verwiesen  werden.)  Die  Bestimmnng  illn 
Typen  von  irredncibeln  Gruppen  von  Berührungstrans formalionen  in  2«  +  l 
Yariabeln  t,x,p  stfisst  auf  solche  Schwierigkeiten,  dass  eine  Beschrlnknop 
auf  gewisse,  allerdings  besonders  bemerkonswerthe  Klassen  geboten  erschien. 

Für  die  Ebene  wird  das  Problem  dagegen  vollBtandig  dorcbgeflihrt. 
Merkwürdiger  Weise  resultiren  nur  drei  Typen  von  respective  lelin-, 
sieben-,  sechsgliedrigen  Grappen.  Das  wesentliche  Hilfsmittel  dib« 
ist  die  Verwendung  gewisser  Reihenentwicklnngen  der  infinitesimaleii 
Transformationen  der  Gruppen  und  die  Ausübung  des  Klammerproc 
anf  dieselben. 

Von   den   drei  Typen  ist  der  zehngliedrige  der  bedeutsatuste ; 
man  irgend  eine  Qruppe  äeKaeWieiv  b.\.%  Uei^iraaentanten ,  so  dnd  dis  l 
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weiteren  Typen  dnrch  zwei  gewisse  Untergruppen  der  Gruppe  dargestellt. 
Dem  zehngliedrigen  Typus  gehOrt  vor  Allem  die  Gruppe  sämmtlicher 
Berttbnmgstransformationen  an,  welche  Kreise  wiederum  in  Kreise 
überführen. 

Aendert  man  die  Auffassung  der  Grössen  ^,  ^i  y  ■"  j-  der  Coordinaten 

eines  Linienelements  der  Ebene,  und  deutet  dieselben  als  Coordinaten  eines 
Baumpunktes  —  wobei  die  Element -Jlf^  der  Ebene  eine  sehr  einfache 
Abbildung  auf  gewisse  Raumcurven  erfahren  —  so  erkennt  man,  dass 
der  fragliche  Typus  auch  durch  sehr  bekannte  Gruppen  von  Baumpunkt- 
transformationen reprttsentirt  werden  kann.  Dahin  gehOrt  einmal  die 
Gruppe  von  projectiven  Transformationen,  welche  einen  linearen  Complez 
unyerftndert  lassen,  sodann  die  Gruppe  aller  conformen  Punkttransformationen 
des  Baumes. 

Von  besonderer  Einfachheit  ist  auch  die  LOsung  der  Frage,  welches 
die  Differentialgleichungen  niedrigster  Ordnung  sind,  welche  bei  den 
erwähnten  drei  Typen  der  Ebene  invariant  bleiben. 

Die  niedrigste  Ordnung  ist  drei,  in  der  That  giebt  es  nur  eine 
einzige  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  x,  y,  welche  bei  irgend 
einer    irreducibeln    Gruppe    von    Berührungstransformationen    der    Ebene 

invariant  bleibt;  dieselbe  lässt  sich  auf  die  canonische  Form  j-^  ^  0 
bnngen. 

Leider  hat  sich  der  Beferent  im  Hinblick  auf  den  Umfang  der  Be- 
sprechung yersagen  müssen,  auf  die  gedankenreichen  Methoden  des  Buches 
noch  tiefer  einzugehen,  es  genügt  ihm,  dem  Leser  eine  Vorstellung  von  der 
Bedeutung  der  skizzirten  Theorien  gegeben  zu  haben.  Herrn  Engel  ist 
für   seine  selbstlose   und  mit  grossem  Geschick  durchgeführte  Behandlung 

des  schwierigen  Stoffes  der  wärmste  Dank  zu  zollen. 

W.  Franz  Mbtbr. 


Zu  den  Grundlagen  der  nicht -euklidischen  Geometrie  von  Max  Simon. 
Strassburg  1891. 

In  der  Einleitung  giebt  der  Verfasser  eine  kurze  historische  üeber- 
sicht  über  die  Entwickelung  der  nicht -euklidischen  Geometrie,  in  welcher 
er  besonders  den  charakteristischen  Unterschied  der  Standpunkte  von 
Gauss  und  Bolzano  hervorhebt.  Im  §  2  wird  die  Möglichkeit  einer 
Metageometrie  erOrtert  und  die  Berechtigung  derselben  als  hypothetischer 
Mathematik  einer  möglichen  Zukunft  auf  physiologischem  Wege  durch  die 
Entwicklungsfähigkeit  unserer  Sinnesorgane  abgeleitet.  Der  dritte  Para- 
graph  enthält   eine  Untersuchung   der  verschiedenen  Definitionen  von  den 
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drei  Grundgebilden  der  Oeometrie:  Fnakt,  Gerade  and  Ebene,  wobä  licli 
die  Unmöglichkeit  einer  logischen  Dafinition  dieser  Grembegriffe  ergiebt. 
Der  Grund  ddfilr,  dass  uns  diese  Gebilde  troü.dem  so  vertraut  sind,  nt 
nach  der  Ansicht  des  Verfasseis  ein  physiologischer.  Im  §  4,  velchar 
Ton  den  Dimensionen  handelt,  wird  nach  dem  Vorgange  Riemann's  xal  dl? 
besondere  Reziehung  unseres  Raumes  zur  Geraden  und  Ebene  biage- 
wieseii.  Hieran  scliIieBst  sich  im  §  5  eine  Besprechung  der  darauf  beiü?- 
lichen  Schriften  von  Riemann  nnd  Helmholti.  Im  §  6  giebt  dar  Vtt- 
fasser  selbst  die  GrundKÜge  einer  Geometrie  des  vierdimensionalen  Riub»?, 
während  er  im  §  7  nachweist,  ilass  jeder  Versuch  eim-s  Beweises  der 
QnmOglichlieit  einer  vierten  DimensioD  miaalingen  muss,  da  derselbe  «edcc 
rein  logisch  noch  anschaulich  sein  kann.  Im  letzten  Pdragraphen  ootw-  i 
zieht  der  Verfasser  die  bekannlesten  Versache ,  das  Parallelenaxiom  n 
beweisen,  einer  Kritik,  deren  Ergebniss  die  Unbaltbarkeit  derselben  itt, 
uad  giebt  zum  Schluss  bei  einer  Vergleicbung  der  beiden  Geomelrien  de« 
endlichen  Baumes  der  Elein'achen,  welche  ihre  Versinnlicbung  Im  Strafaleo- 
bündel  findet,  vor  der  Riemann'schen,  welche  statt  der  Ebene  die  Kagä 
setzt,  den  Vorzug.  jy^    y^  „^^^^ 


Theorie  der  Differentialgleichnngen  von  Dr.  Andrew  Russell  Fokstts, 

F.  R.  8.,    Professor   am   Triuity    College    zu    Cambridge.  —  Erttei 

Theil:     Esacte     Gleichungen     nnd     das     Pfaff'scbe     Problem.   — 

Antorisirte  deutsche  Ausgabe  von  H.  Ma8eb.  —  Leipzig,    B.  G.Tank 

ner.   1893. 

ber   unermUdlicbe   nnd   berufene   üebersetzer   Herr    Maser    bat  a 

ontemommen,   eine   deutsche  Ausgabe   des   vor   drei  Jahren   erscbieoencn 

oben  be;<eicbQeten  Forsy th'schen  Werkes  zu  liefern.      Da  onterzeicluielH 

Referent  bereits  den  Originalhand  ausführlicher  zu  besprechen  Gelegenheit 

hatte  —  diese  Zeitschrift,  Jahrg.  XXXVI,  Hiat-liter.  Abtb.  S.  190 bi»  196- 

so  braucht  hier  auf  den  eigentlichen  Inhalt  des  Baches  wohl   nicht  metir 

eingegangen  zu  werden.     Kur  so  viel  sei    gesagt,    dass    der  Verfasser  du 

Pfaff'scbe  Problem  auf  Grund    der   massgebenden,    zum  Theil  klasäsehtn 

Arbeiten  bebandelt,    nnd  dasB  die  Untersuchungen  von  Jacobi,  Natani, 

Grasamann,    Clebsch,    Lie,    Probenius,    A.  Mayer   and    Darbom 

besonders    berücksichtigt    worden    sind.     Studirenden,    welche    sich  in  lie 

Theorie    der    partiellen  DifferentialgleichuDgee    einleben    wollen,    kann  du 

Werk  umsomehr  empfohlen  werden,  als  es  sehr  lehrreiche  Uebongsbeispith 

entb&lt   und    mit  historischen    und    bibliographischen    Notizen   reich  ml- 

gestattet  ist.  D,_  ^^ld.  Hevma«, 
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Ueber  gewisse  partielle  Diflforentialgleichangen  höherer  Ordnung.    Von 
Dr.  A.  GuTZMBR.     Berlin,  Bernstein.    1893. 

Die  partielle  Differentialgleichnng  der  Potentialtheorie 

ist  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verallgemeinert  w^orden.  So  wurde 
an  Stelle  der  Potentialfunction  zweier  heziehungsweise  dreier  Variablen 
die  entsprechende  Function  für  einen  n  dimensionalen  Baum  untersucht, 
wo  sich  wieder  der  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  als  von  hervor- 
ragendster Bedeutung  erwies.  Weiter  erfuhr  die  Potentialtheorie  eine 
Erweiterung  in  dem  Sinne,  dass  man  die  der  Potentialfunction  im  Euklidi- 
schen Räume  entsprechende  Function  im  Gauss^schen  und  Riemann- 
schen  Räume  in  Betracht  zog.  (Wegen  der  Literatur  vergl.  Bacharach, 
Geschichte  der  Potentialtheorie,  GSttingen,  Vandenhoeck  u.  Ruprecht.  1893.) 
Endlich  wurde  Mathieu  durch  die  Theorie  der  Elasticität  zur  Einführung 
des  zweiten  Potentials  veranlasst;  und  es  entstand  hier  die  Frage  nach 
der  Verallgemeinerung  dieses  Begriffs,  der  sich  übrigens  schon  bei  Lam^ 
findet.  Der  Beantwortung  dieser  Frage  sind  eine  Reihe  von  Abhandlungen 
gewidmet,  welche  der  Verfasser  nach  einander  in  verschiedenen  Zeitschriften 
(Liouville's  Journal  (4)  VI;  Jornal  de  Sciencias  Mathematicas  e  Astro- 
nomicas  X;  Sitzungsberichte  der  Königl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften 1892)  veröffentlicht  hat. 

Die  vorliegende  in  Halle  eingereichte  Inaugural  -  Dissertation  bietet  eine 
zusammenfassende  Darstellung  dieser  Untersuchungen. 

Wird  auf  den  Ausdruck  ^  g2^ 

die  Operation  A  noch  n  —  1  mal  angewendet,  so  ergiebt  sich  ein  Ausdruck, 
den  der  Verfasser  in  Analogie  mit  Mathieu's  zweitem  Potential  als  n^* 
Potential  A^u  bezeichnet.  Die  Aufgabe  besteht  nun  in  der  Bestimmung  der 
allgemeinen  Lösung  von  A"u  -»  0 

für  einen  ausserhalb  des  Bereiches  gelegenen  Punkt,  sowie  von  der  der 
Poisson'schen  entsprechenden  allgemeineren  Differentialgleichung  für  einen 
innerhalb  des  Bereiches  gelegenen  Punkt  —  unter  der  Voraussetzung,  dass  u 
von  Xif  x^,,,.Xg  nur  in  der  durch        o 

gegebenen  Verbindung  abhängt.        *—^ 

Dieses  Problem  wird  schrittweise,  zunächst  fQr  zwei,  sodann  fQr  drei 
und  endlich  fQr  p  Variable  gelöst,  wobei  jedoch  die  Stetigkeitsbedingungen 
bei  Seite  gelassen  werden,  die  noth wendig  sind,  damit  die  Operationen 
nicht  ihren  Sinn  verlieren. 


108  Historisch  •  literarische  Abtheilung. 

Weiter  wird  gezeigt,  due  die  Ha 

A"w-0 
gefundenen  Lösangen  —  es  treten  nämliuh  zwei  verscliiedena  Formen  (Br 
das  Integral  auf,  je  nachdem  ^  gerade  oder  ungerade  ist  —  die  iXigt- 
meinsten  Functionen  von  r  sind,  welche  der  Differentialglelcliuiig  genttgo, 
ein  Resultat,  das  auf  den  Fall  verallgemeinert  wird,  wo  u  eine  Pnactiai 
TOn  t;  und  v  seinereeits  von  r  abhängt, 

Zum  SchlusB  giebt  der  Verfasser  noch  eine  Yerallgemeinerang  du 
Green'schen  Theorems  in  dem  Sinne,  dafis  ancb  hier  die  n'*'°  Potentiale 
eingehen.  FUr  n  —  2  ergiebt  sich  als  Specialfail  der  schon  von  Mithiea 
für  das  zweite  Potential  aufgestellte  Greeu'sche  Satz.  E_  Jahkke. 


E.  QfiHTSOHB,  Beitrag  zur  Inte^ratioD  der  Differentialgleicbong: 

de  " 

gramm  der  Dritten  Realschule  an  Berlin.     Gaertner.    1893. 

Die  Torliegende  Programm  ahh and luag  bildet  tbeilweise  die  ErgUnzong 

beziehangs weise  Fortsetzung  zu  der  luaugural- Dissertation    des  Verftssers, 

über  welche  Referent  bereite  Gelegenheit  gehabt  hat  zu  referiren.   (Ver^ 

Bd.  XXXV  S.  105.)    In  dem  PaUe,  wo  die  Integralgleichung  die  Form  lal: 


YJiA^  +  Hy-cB,    ^h,-0, 


wird  die 
Verfasser 
gehörige  Di 


:n  jenem  Referate  angedeutete  Lücke  ausgefällt:  Der  von  dem 
n  der  Inangural-Dissertation  aufgestellte  ßat?.,  wonach  die  ui- 
fferentialgleichimg  stet?  in  eine  solche  mit  constanten  Coeffioienles 
transformirt  werden  kann,  behUlt  in  der  That  allgemein  seine  Giltigkflt 
Auch  die  Behandlung   des  Falles,  wo  die  Integralgleichung  laatel: 


J7w- 


I       .. 


wird  verallgemeinert,  insofern,  als  die  Anzahl  der  in  der  Inaugui-al-Diueritlut 

gemacbten  Annahmen  verringert  wird.  (Vergl.  das  Referat  Bd.  XXXV  5. 106.] 

Eb  gelingt,  die  Differentialgleichung  auf  eine  einfache  Form  zu  Iransfonnina. 

Ein  anderer  Tbeil  der  ProgrammabhandluDg  legt  eine  zweit«  KetlM^ 

Grunde,  um  Integ rationale lle  der  Differentialgteiohang 

^  -  Po  +  Pi!/  +  Pi,y*  +  Psff* 

za  gewinnen.  Herr  Appell  hat  in  Liouville's  Journal  (4)  V  eine  Bnbt 
solcher  Integrationsnille  nachgeniesen.  Derselbe  Weg  wird  ancb  hier  betr«tn, 
am  weitere  IntegralionBfli.llQ  aufzustellen. 


il^ma^M 


r 


Die  qnadraÜROhe  ZermUfing  der  Primzahlen.  Von  Dr.  H.  Sobbfflbr.  Leipzig 

1892.    Foerster,    169  S. 

Die  vorliegende  Schrift  versucht  die  von  Eieanstein  fBr  die  drei 
speciellen  Fttlle  g  =  8«  +  3,  7n  +  2,  7n  +  4  angestellten  Unters uchnngen 
zn  verallgemeinern  und  entwickelt  ein  Verfahren,  um  die  Primzahlen  der 
Form  q  =  pn -\- m  und  die  Zahlen  kq',  A,  (  ganze  Zahlen,  in  die  qua- 
dratische Form  A' +  pB^,  wo  p  als  Primzahl  voranagesetzt  ist,  zu  zer- 
mien.  Insbesondere  behandelt  sie  die  ZerfSllung  der  Primzahlen  von  der 
Form  8fi+  1,  8n-|-3,  8« +  5,  8«  +  7. 

Ein  Anbang  beschäftigt  sich  noch  mit  der  Auflösung  der  quadratiaohen 
Congruenzen ,  entwickelt  Sätze  über  Binomial  -  und  Polynomialcoefficienten 
und  gieht  latn  Schluse  Kriterien  einer  Primzahl  und  ein  strenges  Ver- 
fahren zur  Bestimmung  der  Factoren  einer  Zahl.  g  Jabnke, 


Oeerling's  Sechenbaoh.     Hand-   und  Hilfsbuch  für  höhere  und  Subaltern- 
beamte, Militäranwärter  und  Praktikanten,  welche  zum  Zwecke  ihrer 
Anstellung  oder  Beförderung  in  höhere  Amtestellungen  eine  Prüfung  im 
Rechnen  abzulegenhaben.  12.  Aufl.  Leipzigl892.  Oestewitz.1048.  2Mk. 
Nach  einer  Uehersicht  Über  die  Paragraphen  der  bezüglichen  PiUfangs- 
ordnungen,    gieht  der  Verfasser  eine  Anleitung,    die  einzelnen  Rechnungs- 
arten richtig  aufzufassen  und  die  einfacfasten  Aufgaben  zu  lösen.    Von  den 
Elementen  a4rste)gend,   behandelt  er   die  Anwendung  der  vier  Species  in 
der  Regeldetri  —  insbesondere  die  Ziosrechnnng  (incl.  Discont-  und  Wechsel- 
rechnung),  die  Gewinn-  und  Veriustrechnung ,  die  Vertheilunga-,  Mischungs- 
ond  KettenrechnuDg.    Die  Aufgaben  sind  allen  möglichen  Gebieten  des  prak- 
tischen Lebens,  soweit  es  fUrMilitäranwarter  in  Betracht  kommt,  entnom 
u.  A.  finden  sieb  auch  Aufgaben  über  die  Invaüditäts-  und  Versieh  er  ungs- 
berechuungen.     Hierauf    folgt  eine  Anleitung  zur  Berechnung  von  Flüchen 
und  Körpern,    erläutert    durch    zablreicbe   Aufgaben.      Den    Schluss    bildet 
eine  Unterweisung    im    algebraischen    Rechnen,     insbesondere    also    in    der 
Lösung  von  Aufgaben  mittelst  Gleichungen,  wobei  auch  Aufgaben  aus  dem 
Gebiete    der  Mechanik    behandelt   werden    (gleichförmige,    gleichförmig   be- 
Bcbleuntgte  Bewegung,  der  freie  Fall,  der  senkrechte  Wurf  n.  s.  w.). 

Unter  den  Aufgaben,  insbesondere  unter  den  geometrisch  eingekleideten, 
finden  sich  einige,  die  auch  an  höheren  Lehranstalten  verwendet  zu  werden 
verdienen.  Dagegen  leidet  das  geometrische  Kinleitungskapitel ,  wo  übrigens 
allgemein  übliche  Bezeichnungen  ohne  Grund  geändert  worden  sind,  an 
Ungenauigkeiten  in  der  Ausdrucks  weise.  k.  Jahnkb. 


J.  SoHNELLiNGER.    Fünfstellige  Tafeln   für  die  Zehner -Logarithmen  der 

nattirlichennndtrigonometTiBohen  Zahlen.  Wien  1802,  Maaz.2,8üMk. 

Es   wird   der   Versuch    gemacht,    das   Logarlthnienrecbnen    mit   fünf 

Decimalen    genauer   als   bisher   zu   vermitteln,   und   eine  Reihe  von  Ver- 
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besaerungflD  vorgescblagen ,  um  die  üeberBichUichkeit  der  Tafeln   ood  dit 

Sicherheit  im  Rechnen  xa  erhShen.  So  ist  u.  A.  die  LogaritbmenSnderDDg 
für  10  Zebatel  entgegen  dem  bisherigen  Gebrauche  durch  Buchstaben  uii> 
gedruckt,  welche  auf  die  beigefügten  Hilfstafeiit  verweisen.  In  der  Tsfal 
der  trigonomel riachen  Zahlen  sind,  wie  es  bei  den  natUrlichen  Zahlen  iohoi 
Üblich  war,  ebenfalls  die  höchsten  gemeinsamen  Stellen  des  Logarilbmu 
herausgehoben  worden.  Für  das  Aufaueben  des  Logarithmus  einer  trigooü- 
metrischen  Zahl,  wenn  der  Winkel  Sekunden  entbfilt,  wird  eine  einfachers 
Regel  aufgestellt.  Auch  gewisse  Mängel  der  bisherigen  Art,  die  NebentifäB 
(P.P)  zu  berechnen,  sind  in  glücklicherweise  vermieden.  Dagegen  sind 
die  natürlichen  Zahlen  nicht  zu  je  50  auf  die  Seiton  vertheilt,  sondern  anr 
IQ  je  35.  Die  Atisstattung  des  Boches  darf,  besonders  biusichllich  dar 
Tj'penwabl,  eine  vorzügliche  genannt  werden,  und  erscheinen  daher  dioi 
verbesserten  Logarithmentafeln  geeignet,  weitere  Verbreitung  zu  finden. 
E.  Jabnki. 

H.  Webner.  Leitfaden  fflr  den  atereometrisohen  Unterricht  an  Ke«l- 
BOhnlen.  Leipzig  1892,  B.  G.  Teubuer.  54  S. 
Der  vorliegende  Leitfaden  ist  nach  Umfang  des  Stoffes  und  Uelhodc 
im  Besonderen  fUr  den  Gebrauch  an  Realschulen  geschrieben,  wo  den 
«tereometrischen  Unterricht  nur  kurze  Zeit  zubemessen  ist.  Die  AnewiU 
des  Stoffes  und  seine  Behandlung  ist  eine  geschickte.  So  stütit  der  Verhmi 
die  Berechnung  der  Körper  durchgebend  auf  den  Cavalieri'schen  Grundsiti; 
was  aber  hierbei  an  Strenge  verloren  geht,  wird  an  Kürze,  Einfachheit  und 
U  eh  ersichtlichkeit  gewonnen.  Bei  den  Beweisen  findet  sich  neben  der  SyntWi 
auch  die  Analjsis  in  knapper  Form  angedeutet.  Doch  sind  den  regelmfia»^ 
Körpern  nur  zwei  Seiten  gewidmet,  was  etwas  gering  bemessen  sein  dOrftt 
Auch  lassen  die  Figuren  durchweg  die  Uauptlehren  der  Perspective  vermisMi 
Der  dritte  Abschnitt  enthält  141   Aufgaben.  e_  Jabxke, 
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Zur  Ereismessiing  des  Archimedes. 

Von 

Friedrich  Hültsch 

in  Dreiden. 


Für  die  Logistik  und  Arithmetik  der  alten  Griechen  fliessen  unsere 
Quellen  weit  spärlicher  als  für  die  Geometrie.  Immerhin  aber  lassen  sich 
die  grossen  Lücken  der  üeberlieferung  einigermaassen  dadurch  ergänzen, 
dass  wir  den  Methoden  nachspüren^  nach  denen  die  Alten  zu  gewissen, 
uns  überlieferten  Endresultaten  von  Rechnungen  gelangt  sind.  Auf 
diesem  Wege  ist  aus  den  Handbüchern  der  praktischen  Geometrie  und 
Stereometrie^  welche  auf  Heron  von  Alexandria  zurückzufahren  sind, 
schon  mancher^  früher  unbekannter  Satz  der  alten  Logistik  wieder  ermittelt 
worden  und  vieles  Andere  der  Art  wird  sich  aus  derselben  Quelle  noch 
schöpfen  lassen.  Aber  schon  vor  Heron  hat  Archimedes  durch  sebe 
Sandrechnung  und  seine  Kreismessung  eine  vollkommen  ausgebildete  Eennt- 
niss  der  Logistik  und  allgemeinen  Arithmetik  uns  bezeugt;  nur  erschwert 
es  die  kurze  Fassung  beider  Schriften  ungemein^  das  Lehrgebäude  der 
Arithmetik  wieder  herzustellen^  das  einst  Archimedes  mit  voller  Beherrschung 
der  Theorie,,  wie  der  Praxis,  sich  gebildet  hatte.  Während  er  nun  in  der 
Sandrechnung  zu  einer  reinen  Darstellung  des  decimalen  Systems  gelangte 
tind  alles  Rechnen  auf  die  Operationen  mit  den  Zahlbegriffen  eins  bis 
nctm  und  auf  die  Einreihung  jeder  innerhalb  dieser  Grenzen  gefundenen 
Zahl  nach  ihrer  decimalen  Stellung  beschränkte  %  so  konnte  er  bei  der 
Ereismessung  ein  ähnliches  rationelles  Verfahren  nicht  zulassen.  Denn 
dann  hätte  er  eine  bisher  unbekannte  Rechnungsweise  nach  Zehnteln, 
Hunderteln  u.  s.  w.  einführen,  mithin  die  Abtheilungen  dixcnror,  Ixorrotfrcr, 
Xdioard^  livQLoard  u.  s.  w.  bilden  müssen,  in  deren  jeder  dann  nur  von 
1  bis  9  zu  zahlen  war.  Das  wäre  also  unsere  decimale  Bruchrechnung, 
nur  im  fremdartigen  Gewände  griechischer  Zahlwörter  und  Zahlzeichen 
gewesen.    Allein  niemals,  weder  vor  noch  nach  Archimedes,  ist  ein  Grieche 


*  Yergh  in  Wissowa's  Real-Encyclopädie  der  classischen  Alterthumswissen- 
schaft  Archimedes  von  Syrakus  §  6. 

Hlst.  -m.  Ahib.  d.  Zeitßobr.'f  Math,  n  Phys.  59.  Jahrg.  1894. 4.Hefl.  \^ 


aaf  diese  Griippiiimg  der  Brliclie  nach  dekadischen  Kemieni  gekommen, 
und  das  ist  nicht  za  varwtmdern,  da  es  keine  decimale  Ste]]enbe7«ichDiing 
Terraittelst  der  uns  geläafigen  neun  Ziffern  und  der  Null  gab.  Vielmehr 
wurde,  um  auch  die  feinsten  BrUche  Uhersichtlich  darzu stellen,  entweder  seia- 
gesimal  getbeilt*,  oder  man  bildete  nach  Analogie  der  Sesagesimalbrüche 
Abtheilungen  von  fivewavä  in  erster,  zweiter  Potenz  u.  a.w.,  also  Myriaden- 
brilche,  wie  wir  sie  kurz  bezeichnen  dürfen  (siehe  unten  Abechn.  II,  IIl). 
Allein  für  Archimedes  war  bei  allen  arithmetischen  Darstellungen  die 
Bflcksicht  auf  das  Maass  des  YergtändnisseB,  das  er  im  Allgemeinen  bfi 
seinen  Zeitgenoasen  voraussetzen  konnte,  entacheidend.**  So  wies  er  in 
der  SaudrechnuDg  die  Uoendlicbkoit  der  Zahlenreihe  nach,  ohne  auch  nnr 
ein  einziges  Zahlwort  abweichend  von  dem  gewöhnlichen  Sprach  geh  rauche 
zu  bilden,  so  rechnete  er  auch  in  der  Kreiamessung,  wo  allenthalben  mil 
gebrochenen  Zahlen  za  operiren  war,  in  den  übhchen  gemeinen  BtDchen 
und  heschrilnkte  die  Eadresultate  seiner  vielverschltingenen  Bechnungei 
auf  leicht  ausaprechbare  Abmndangen. 

*  Die  Bildung  grosser  Zahlen  nach  sexageaimaler  Giuppimng  liegt  den 
Darsteüungea  Platon's  über  die  geometrische  Zahl  lu  Qiande  fVIlL  Buch  loo 
Staate  3.  546  B,C,  und  vergl.  Hultach  in  dieser  Zeitichr.,  hiat.-lit  Abtheiimi; 
XXTII  18S8  S.  51  bis  bi,  GB  bis  GO).  Eine  Tbeilung  nach  Sechtigstelo,  mi 
iwat  angewendet  auf  den  rechten  Winkel,  erscheiöt  bei  ÄrialarchoB  von  Sun» 
(b.  Nachrichten  von  der  K.  Geeellscb.  der  WisBensch.  za  Göttingen  1893  S.  S7i) 
Die  bis  heute  übliche  astronomische  Seiagesimaltheiliing  tritt  schon  b« 
Efpsikles  (nm  180  t.  Chr.)  inTollkommen  ausgebildeter  tieetalt  hervor  (Uanitmi, 
desHypsiklea  Schrift  ADaphoriko8,Progr.Ereuisch.Dre8deul8esS.V%^XSiXfl;,). 
Bei  PtolemaioE  wird  nicht  nur  der  Ereia  in  dieser  Weise  cingetbcilt,  eonden 
ei  werden  anch  die  Einhandertzwanzigstel  des  Diameters  (d.  i.  Sechtigitel  d« 
Radius)  gezählt  nach  Oanzen  (tfirifiatu),  Sechzigsteln  dieser  Ganzen,  iweiteB 
Sechzigateln  u,  b.  w. 

*•  Äehnlich  hat  schon  Herakleides  in  seiner  Biographie  do«  Archinudu 
(bei  EutohioB  zu  Archim.  EreieinoBsung  S.  26S,  1  Heib.)  sich  geHuBeert.  NuriA 
ihm  nicht  beizustiniiuen,  wenn  er  Bein  Urtfaeil  dahin  zuspitEt,  Archimedes  hak 
bei  seiner  Ereismessung  lediglich  auf  den  Bedarf  des  praktischen  Lebens  Kdct- 
sieht  genommen  (teit  rov-co  tti  ßipXiov  —  ne'ii  tag  loü  ßiou  XQ^^^S  ärajxaiet), 
eine  Meinung,  welche  dann  Eutokios  am  Bchlusse  Ecines  Commentars  weitet 
ausföhtt  (S.  300,  ao  bis  303,  13).  Auch  insofern  hat  Herakleides,  vom  »img 
mathematischen  Standpunkte  aus,  ungenau  sich  ausgedrückt,  als  er  die  Läutg 
des  Archimedes  schlechthin  bezeichnet  als  ein  svviyyvt  ätdiCiOtci  {&.  SM,  S^ 
Denn  ainyyvs  bedeutet  nach  dem  allgemeinen  Gebrauche  der  griechiscfaeu  Hst^ 
matiker  einen  Näherungswerth  schlechthin,  nicht  einen  Wertb,  der  an  u(h 
unbestimmbar  bleibt  und  nur  zwischen  twei  Grenzen  eingeschlossen  werden  kam 
(in  letEterem  Sinne  bezeichnet  Eutokios  S.  SOO,  18  gans  richtig  die  B«r«telliui| 
einer  noch  engeren  Umgrenzung  durch  Ini  tü  avvtyyof  fläititrv  äyttytrr).  i'ii 
den  alltilglichen  Bedarf  aber  taugt  ein  solcher,  lediglich  uuigrenater  Werth  g»r 
nicht.  In  der  That  haben  die  Späteren  von  Ileron  an,  wenn  sie  fSr  du  pnl- 
tische  Itechneu  eine  Näherung  braucliten   (abgesehen  davon,    daae  mancbs  ■ 
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I. 

üeberliefert  sind  nns  in  der  Kreismessung*  der  Reihe  nach  folgende 
auslaufende  Brüche  von  Wurzel werthen  aus  mehrstelligen  Zahlen: 

111       11       9^      1       1 

8'    4'    2'    2*^4'     11'    6'    4' 

Die  Nachrechnung  hat  ergeben,  dass  damit  Annäherungen,  statt 
169  3591  1211A  4152 


2.591  +  1     2.1172  +  1     2.2339+1'  2.3013 

u.  s.  w.,  gesetzt  worden  sind.**  Also  hat  Archimedes,  nur  um  sich  dem 
populären  Yerständniss  anzubequemen,  die  ziemlich  complicirten  Brüche, 
auf  welche  er  durch  den  Gang  der  Ausrechnungen  kam^  durch  auffällig 
starke,  für  uns  zum  Theil  schwer  verst&ndliche  Kürzungen  auf  Brüche  mit  den 
einstelligen  Nennern  2,  4,  6,  8  gebracht.    Nur  ausnahmsweise  hat  er  einen 


noch   ungenauere  Werthe   verfielen),    lediglich   den   oberen   und   so  bequemen 

Archimedischen  Grenzwerth  S—  verwendet,   niemals  aber  mit  der  Umgrenzung 

zwischen  8—  und  3 --   gerechnet.     Hätte  Archimedes   ein   avvsyyvg,    d.  i.  eine 

mittlere  N&hemng  zwischen  seinen  beiden  Grenzwerthen  aufstellen  und  dabei  auf 
einen  Bruch  mit  zweistelligem  Nenner  sich  beschränken  wollen,  so  wäre  es  ihm, 

wie  die  folgenden  Erörterungen  zeigen  werden,  ein  Leichtes  gewesen,  8^  aus- 

14  .  1 

findig  zu  machen  (denn  —  ist  zu  -—  der  nächste  kleinere  Bruch  mit  zweistelligem 

Nenner  und  andererseits  möglichst  weit  von  —  entfernt).   £&tte  er  aber,  immer 

das   praktische  Bedürfniss   berücksichtigend,   einen   noch  genaueren  und   doch 

thunlichst  bequemen  Mittel werth  mit  dreistelligem  Nenner  gesucht,  so   würde 

443  20 

sich  ihm  t-t7<=>  3  -jr  dargeboten  haben,  wie  noch  (in  Abschnitt  IV)  zu  zeigen  ist. 

141  141 

Allein  von  alledem  hat  er  Nichts  gethan,  also  auch  nicht  bei  Abfassung  seiner 
Schrift  die  Tendenz  verfolgt,  dem  Bedarfe  des  gewöhnlichen  Lebens  zu  dienen. 
Wohl  aber  hat  er,  genau  wie  bei  der  Sandrechnung  (die  doch  aller  Praxis  fem 
lag),  zwar  ganz  abstract  mathematisch  gedacht  und  die  schwierigsten  Folger- 
ungen in  kürzester  und  deshalb  oft  schwer  verständlicher  Form  aneinander 
geknüpft,  die  Endresultate  aber  durchaus  in  Anlehnung  an  den  populären  Sprach- 
gebrauch ausgedrückt,  mithin  in  dieser  Hinsicht  ganz  dem  allgemeinen  Verständ- 
niss  seiner  Zeitgenossen  sich  anbequemt. 

*  Archimedis   opera  rec.  Heiberg  1  S.  264  bis  270.      Ausserdem    werden 
8.  268,  16  und  270,  2  behufs  Kürzung  von  Brüchen,  die  im  Laufe  der  Rechnung 

sich  ergeben  haben,  die  Brüche  -—  und  — -  verwendet. 

**  Siehe  das  Nähere  in  meiner  Abhandlung:  „Die  Nähemngswerthe  irratio- 
naler Quadratwurzeln  bei  Archimedes"  in  Nr.  10  des  Jahrganges  1893  der  Nach- 
richten von  der  E.  Gesellsch.  der  Wissensch.  zu  Göttingen  S.  419  bis  428,  418 
bis  418. 
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9 

Brach   mit  zweistelligem  Nemier,  -r^f  gesetzt;   allein  es  Hess  sich  gerade 

in   diesem  Falle  nachweisen,    dass   die  nächste  Kürzung,    aaf   welche  an 

3 
dieser  Stelle  die  Ausrechnung  ihn  führen  mnsste,  j  war,  und  statt  dessen 

9 

jj  nur  ,aas    dem  Grande    gewählt   worden    ist,    am  später   einen  Brach 

durch  40  kürzen  zu  können  * 

Da  alle  diese  Brüche  weit  grösseren  ganzen  Zahlen  angefügt  nnd 
diese  ganzen  Zahlen,  beziehentlich  ihre  Quadrate,  für  den  Fortgang  der 
Bechnang  hauptsächlich  massgebend  sind,  so  haben  die  starken  Kürzangen 
der  auslaufenden  Brüche  keinen  nachtheiligen  Einfluss  auf  das  Schlos»- 
resultat  der  Kreismessung  ausgeübt.^'*' 

Wenn  man  nun  alle  diese  Rechnungen  bis  ins  Einzelste  verfolgt,  so 
stellt  sich  zunächst  heraus,  dass  Archimedes  nicht  nur  recht  schwierige 
Operationen  mit  gemeinen  Brüchen  geläufig  durchgeführt,  sondern  auch 
die  Aufgaben,  verschiedene  gemeine  Brüche  mit  einander  zu  vergleichen 
und  Brüche  mit  vierstelligen  Nennern  thunlichst  zu  kürzen,  auf  durch- 
sichtige Formeln  zurückgeführt  hat. 

Dies  gilt  offenbar  auch  für  den  Schluss  sowohl  des  ersten  als  dei 
zweiten  Theiles  der  Beweisführung  zum  dritten  Satze  der  Kreismessong. 
Durch  seine  Ausrechnungen  war  Archimedes  auf  die  Umgrenzung: 

„  .     667  J-  284  i- 

^+4673f>">^+2017|: 

geführt  worden.***  Diese  umständlichen  Brüche  mussten  möglichst  gekünt 
werden,  um  das  Schlussergebniss  der  Kreismessung  für  das  allgemeine 
Verständniss  zurecht  zu  machen. 

Nach  Ausweis   der   handschriftlichen  Ueberlieferung   hat   Archimedes 

statt   des    eben  angeführten  oberen  Grenzwerthes  die  Näherung  3=^>  und 

10 
statt  des  unteren  3_-  gesetzt.     Die   erstere  Abrundung    ergab    sich  ihm 

sofort,  wenn  er  nach  einer  anderwärts  bewährten  Methode  den  Nenner 
des  gegebenen  Bruches  um  1  verminderte.    Denn  da  es  sich  um  den  oberen 

ßß7~ 
Grenzwerth  handelte,  so  musste  der  statt     .    ^^    gesuchte,    möglichst  m 

TS 

kürzende  Bruch  einen  grösseren  Werth  darstellen,  und  dieser  wurde 
erreicht  durch  Verkleinerung  des  Nenners.    Da  nun  von  dem  gegebenen 

•  Vergl.  meine  vorher  angeführte  Abhandlung  S.  417  flg. 
•*  Ebenda  S.  420  flg. 

***  Archim.  ed.  Heib.  I  S.  266, 13;  270,  7  und  vergl.  meine  vorher  angefilhrte 
Abhandlung  S.  389,  39^  ^g. 
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Nenner  nur  etwa  =7^7^  dieses  Nenners  abgezogen  wurde,  so  lag  von  vom- 

oüüü 

herein  eine  an  Gewissheit  grenzende  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  mit  der 

Kürzung  =-  die  allergeeignetste  Annäherang  statt  des  berechneten  Braches 

*  1 

gefunden  sei.     Ueberdies   wird   bald   sich  zeigen,   dass  zu  =-  der  nächste 

14  667^-      14 

kleinere  Bruch  mit  zweistelligem  Nenner  ^q  iß^«    l^a  ^^^  Iß7^i  -^QQ 

ist,  so  liegt  klar  vor  Augen,  dass  Archimedes,  entsprechend  dem  unteren 
Grenzwerthe  =y>  als  oberen  Grenzwerth  nur  ^Tx  ■■  y  finden  konnte. 

Nicht  so  glatt  verlief  die  Kürzung  des  anderen  berechneten  Bruches« 
Als  oberer  Grenzwerth   war  angesetzt  3y»  dann  kam  als  kleinerer  Werth 

der  im  zweiten  Theile  des  Beweises  berechnete  Bruch: 

6336^  284-^- 

2017  J-""*"  2017 -C' 

und  statt  dessen  musste  ein  noch  kleinerer  gekürzter  Werth  gesucht  werden. 

1 
Da  als  obere  Grenze  hinter  den  3  Ganzen  bereits  der  Bruch  ■=■  gefanden 

war,  so  bot  sich  zanächst  als  untere  Grenze  der  nächste  Bruch  mit  ein- 
stelligem Nenner  q— ,7       1   dar.     Somit  war  die  Umgrenzung: 

hergestellt.  ^ 

Nun  würde  es  eine  ganz  müssige  Frage  sein,    ob  nicht  Archimedes 

bei  ^  als  unterem  Grenzwerthe  sich  hätte  beruhigen  können*;    denn   die 

Ueberlieferung  lehrt,   dass  er  ^  gesetzt   und    damit   eine  weit  genaaere 

1 
Annäherung  als  ^  gewählt  hat. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  er  seine  Umgrenzung  für  n  durch  Brüche, 

deren  Nenner  kleiner  als  100  sind,   auszudrücken  beabsichtigte.     Es  trat 

demnach   bei   der  unteren  Begrenzung  die  Aufgabe  an  ihn  heran,   in  der 

1         284  ^-      1 
Reihe  y^  öTyrai  >o    zwischen   dem   zweiten   und   dritten   Gliede   einen 

^  Dieser  für  die  Praxis  bequeme  Näherungswerth  findet  sich  zuerst  bei 
Vitruvius,  dann  bei  indischen  Mathematikern  und  später  noch  bei 
Bouvelles  (1470  bis  1588)  und  Albrecht  Dürer  (1471  bis  1528).  Cantor, 
Vorles.  über  Gesch.  der  Mathematik  PS.  508  (vergl.  mit  II  890  flg.),  602  (yergl. 
mit  II  427),  IL  853  flg.,  427,  483. 
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Bruch  mit  zweistelligem  Nemier  einzuschalten ,  der  möglichst  nahe  bei  dem 
zweiten  Gliede  liegen  sollte. 

Oewiss  ist  die  Annahme  zulSssig,    Archimedes  habe  den  elementaren 

Satz  gekannt,  dass,  wenn  —>'z  ist,  auch  T->ir-,— j>t   ist.     Mehrere 

0      a  oo-f-a» 

Hilfssätze,   welche   Aristarchos   über  die  Grössen   und  Entfemnngen  yod 

Sonne  und  Mond  und  Archimedes  in  der  Ereismessung  angewendet  haben, 

lassen    sich   aus    dem   Sammelwerke    des   Pappos   als  Bestandtheile   alter 

mathematischer  Hilfsbücher  nachweisen*,  und  da  bei  Pappos  VII  Propos.  8 

der  Theilsatz,  dass,  wenn  —  >-r  ist,  auch  —  >:; — , — -  ist,  sich  vorfindet, 

ha  0      h  +  d 

so  spricht  alle  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  schon  Archimedes  auch  diesen 

ganz    elementaren   und   für   das   ihm  vorliegende   Problem    unerlSsslicben 

Hilfssatz,  und  zwar  in  der  vollen  Form:  ->,   ,    ■■>3-  gekannt  hat** 

0      0  +  o      o 

Nun  sind  meines  Erachtens  zwei  Fragen  genau  auseinander  zu  halten, 

nämlich   erstens,    auf  welchem  Wege  Archimedes   die  von   ihm  gesnchie 

234  JL  1 

Einschaltung  zwischen  ^^      f  und  ^  gefunden   hat,    und    zweitens,  naeb 

JülT-j-  ö  jQ 

welcher  Methode  er,  nachdem  er  auf  „{  gekommen  war,  sich  davon  fiber- 
zeugte, dass  dieser  Bruch  in  der  That  die  nächste,  den  VoraussetzULgeo 
der  Rechnung  entsprechende  Annäherung  darstellt. 

Anlangend  die  erste  Frage  habe  ich  unter  verschiedenen  Möglichkeiten, 
die  sich  darboten,  diejenige  Lösung  vorgeschlagen,  welche  vermittelst  des 

Endgliedes    q-  am  einfachsten  darzustellen  ist.***    Den  früher  besprochenen 
o 

oberen  Orenzwerth   hatte  Archimedes  vergrössert,    indem    er    den   Nenner 

um  1  verminderte  und  dadurch  unmittelbar  auf  die  Kürzung  ^  kam.    Nach 

dieser  Analogie  war  hier,  bei  dem  unteren  Grenzwerthe,  zunächst  Ver- 
grösserung  des  Nenners  um  1  zu  versuchen,  um  einen  kleineren  Grenzwerth 

*  Siehe  meine  vorher  angeführte  Abhandlung  8.873,2,  376,  1  undS,  389,1, 
392,1,  394,1. 

**  Vergl.  ebenda  S.  425.  Ohne  von  dem  Satze  des  Pappos  Kunde  zu  habea 
(denn  die  Ausgabe  von  Commandino  ist  erst  1688/89  erschienen)  hat  Nicolas 
Chuquet  in  seinem  im  Jahre  1484  veifassten  Triparty  en  la  acience  des  nombm 

.den  Satz,  jedoch  ohne  Beweis,  aufgestellt,  dass  der  Zahlen werth     * — -  immer 

Dj  "T"  Of 

zwischen  ^  und  =-^  liegt.    Cantor,  Vorles.  II  S.  318,  322  flg.     Bei  Brüchen  mit 

gleichem  Nenner  fällt  eine  solche  Einschaltung  zusammen  mit  dem  arith- 
metischen Mittel. 

**•  Näherungawerihe  u.  a.  vf.  S.  424 flg. 
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zu  findoD.     Der  Weg  der  Bechnong  lag  klar  vor  Angen,  sobald  man  den 
gegebenen  Brucb   2Ö17T  (ß-  270,  7  Heib.)  zerlegte  in  ^-^^f}  =  ^qq^ 

und  nun  zu  dem  letzteren  Nenner  1  binzaz&hlte.  Der  so  gewonnene  klemere 

379      1 
Bruch   liess    sich    durch   3  kürzen^   und    aus    der  Ungleichung  ößoÄ^  q 

1,    •  K  .      7   •   >.      r^     379  +  1      10  ^^^      ^ 

ergab  sich  nun  das  Zwischenglied   q^qa       q  '^nJ' 

10  11S7 

Der  noch  rückständige  Beweis   aber,   dass   =^  in   der  That  zu  onon 

7 1  oüoy 

den  n&chsten  unteren  Grenz werth  mit  zweistelligem  Nenner   darstellt,   ist 

folgendermaassen  zu  f&hren.* 

Zwischen  y  und  lassen  sich    unendlich    viele  Zwischenglieder 

von   der  Form  = — —r  einschieben,  wobei  für  n  eine  beliebige  ganze  oder 

7fi  +  1 

gebrochene  Zahl,  die  >1  ist,  eingesetzt  werden  kann.    Je  grössern  wird, 

1 
desto   näher  liegt  der   so  gebildete  Bruch  bei  der  oberen  Grenze  ■=■}  und 

1 
umgekehrt  um  so  näher  bei  ^9  je  mehr  sich  n  dem  Werthe  1  nähert. 

o 

Allenthalben  nun,  wo  es  sich  darum  handelt,  verschiedene,  uns  über- 
lieferte Annäherungen  für  n  mit  einander  zu  vergleichen,  wird  es  sich 
empfehlen,  jedesmal  die  Werthe  für  n  auszurechnen  und  in  Vergleich  zu 

^  Den  von  hier  bis  S.  ISl  reichenden  Abschnitt  habe  ich  niedergeschrieben, 

nachdem  mir  von  Prof.  Franz  Eietzsch,  dem  ich  schon  in  der  Abhandlang  über 

die  Näherungswerthe  meinen  Dank  auszusprechen  hatte,   folgende  Vermuthung 

1  1137 

mitgetheilt  worden  war,  wie  Archimedes  von  der  Begrenzung  8---^3r>>8r;rTr 

7  8069 

10  1         9         A  n 

auf  die  Abrundune  9r  >  8—-  ffekommen  sei:  Da  der  Bruch  --»— .»■  —  «>•••»  — 

71  °  7      14     21  In 

zu  ffross  war,   so  suchte  Archimedes  einen  Bruch -1  der  kleiner  als  

**  7n  +  l  8069 

war,    aber    möglichst    nahe    bei    diesem   Bruche    lag.     Aus    der   Ungleichung 

91  11  ^7  S7 

folgte  ^<10T77rt   also,  da  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,   tia-lO, 


7n  +  l      8069       °  ^      110 

d.  h.  — -  war  derjenige  Bruch,  welcher  den  gestellten  Bedingungen  genügte.    Für 

n  <C  10  werden  die  Brüche  ^zu  klein  und  für  n  ^  10  zu  gross.    Es  ist  nämlich, 

12         8 
wenn   man  der  Beihe  nach  n »  1,  2,  3 . . .  setzt,  ^  <  7^  < 5^ ' '  *»  nnd  es  zeigt 

9  10         1137        11 

sich  i.-  <  ;rr  *^  öe^ni  <^*    Bätte   Archimedes   einen  Bruch  mit  dreistelligem 

0*         71         8069        7o  __ 

Off  < 

Nenner  zugelassen,  so  würde  er  n«10^r — -  "lO^r  gesetzt  und  daraus  für  n 
die   untere  Begrenzung  3- —  ermittelt  haben. 
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stellen.  Um  im  Folgenden  nnnöthige  Weiterungen  za  vermeiden,  werde 
ich  die  zu  jedem  Wertbe  für  7t  berechnete  Zahl  n  die  Kennziffer 
nennen. 

Zwischen   zwei   beliebigen  Gliedern  der    eben  erwShnten  Beihe  Ifi&st 

sich  jedesmal  ein  Zwischenwerth  von  der  Form  ,   ,    ,  einschieben.    Selbst- 

o  +  d 

verständlich   liegt   die   Kennziffer   jedes    so    berechneten   Zwischenwerthes 

zwischen  den  Kennziffern  der  beiden  Grenzwerthe. 

Da  Archimedes  zwischen   —  und  ^    nur    Brüche    mit    zweistelligem 

1  +  1      2 

Nenner  gesucht  hat,  so  ist  die  ganze  Eeihe  dieser  Brüche,  von  ifr^i^^r 

aus,  nach  beiden  Seiten  hin  zu  entwickeln. 

Aufsteigend  von  j^  erhalten  wir  99'  öq  ' ' '  7-1  '  * '  qq'  I^ö^^^^^s  Glied 
stellt  den  nächsten  Bruch  mit  zweistelligem  Nenner  bei  dem  obersten 
Grenzwerthe  Tf^'Tf?^  dar. 

Herabsteigend  von  —^  erhalten  wir   ^^    .  ^  =>  ^-^i  dann  ^-  u.  s.  w- 
.^  10  10  +0      Zo  öl 

bis  zu  ö^'    d^Q^    nächsten    Bruche    mit    zweistelligem    Nenner    bei    dem 

yö  1 

untersten  Grenzwerthe  -q- 

Das  Mittelglied  j^i  von  dem  wir  ausgingen,  trägt  die  Kennziffer  2; 

10 

davon  aufsteigend  erhielten  wir  Glieder  mit  den  Kennziffern  3  bis  14, 
herabsteigend  solche  mit  den  Kennziffern  l^i    1^  u.  s.  w.  bis    1 


2       3         11 

Um    nun    die    vollständige  Beihe    aller  Brüche    mit    zweistelligem 

Nenner   zwischen  =-  und  -^  zu  erhalten,    sind   ausser  den  eben  erwähnten 

7  o 

Kennziffern   noch   diejenigen   aufzusuchen,    welche  ebenfalls  auf  Zwischen- 
werthe  mit  den  Nennern  <  100  führen.     So  giebt  uns  die  Kennziffer  G-^ 

■«  Q  7  ß  " 

den  Bruch  ^>  den  wir  zwischen  ^  und  -y^  (Kennziffern  7   und  6)   ein- 

zuordnen   haben.      Demnächst   führt   die   Kennziffer  5^   auf   — ->  zwischen 

;  ^  und  — ^  >  u.  s.  w.  f 

43  36 

Doch    sehen   wir   jetzt    von   den  übrigen  Einschaltungen  ab^    da  alle 

7 
diese  Werthe  <  vx  sind.     Für  die  Archimedische  Rechnung  allein  würden 

1  10 

wir  ja  nur  die  Glieder  zwischen  -„-  und  y  -  brauchen ;  da  aber  ein  historischer 
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Excurs  uns  spUter  noch  auf  andere  Annäherungen  fOr  n  führen  wird,   so 

1  7 

stellen   wir  hier  in   einer  Uebersicht  die  zwischen  -^    und    ^r    liegenden 

7  oü 

Brüche  mit  zweistelligem  Nenner  zusammen  und  schalten  je  an  Ort  und 

Stelle    sowohl    die    von    Archimedes    ausgerechneten    Grenzwerthe    als 

auch  mehrere  von  späteren  Mathematikern  berechnete  Annäherungen  für  tc 

ein.     Am  Schluss    fügen    wir    noch    das  Endglied    der   ganzen  Beihe,   ^i 

1 
hinzu,  weil  auch  die  Näherung  3^    in   der  Zeit  nach  Archimedes  mehr- 
mals aufgestellt  worden  ist. 

Allen  diesen  Werthen,    die  wir  kurz  als   unvollkommene   Näher- 
ungen  bezeichnen   können,    stehen   rationale  Eennziffem   zur  Seite  (denn 

auch  die  Kennziffer  zu  =-    ist,  obschon  unendlich  gross,  als  eine  rationale 

Zahl  zu  betrachten).  Die  vollkommene  Näherung  für  die  transcendente 
Zahl  7t  ist  bekanntlich  nach  den  neuesten  Methoden  nicht  blos  für  jeden 
denkbaren  Bedarf  des  Rechnens ,  sondern  noch  weiter  über  alle  menschliche 
Fassungskraft  hinaus  bestimmt  worden.'^  Für  die  nun  folgenden  Uebex^ 
sichten  genügt  es,  8  Decimalstellen  von  tc  aufzuführen.**  Um  den  Ver- 
gleich mit  den  rationalen  Näherungen  zu  erleichtern,  sei  noch  bemerkt, 
dass  zu  7C  nach  Analogie  die  angenäherte  Kennziffer  15,9966  gebildet 
werden    kann.      Auch    die    achtstelligen    Annäherungen    für    die   Werthe 

ü  CT' 

—  und  —  (wobei  D  den  Diameter,  U  bez.  U^  den  Umfang  des  um-  und 

des  eingeschriebenen  96 -Ecks  bezeichnen)  mögen  sammt  ihren  angenäherten 
Kennziffern***  zunächst  hier  Platz  finden: 


*  Vergl.  F.  Rudio:  Archimedes,  Hajgens,   Lambert,   Legendie,   vier  Ab- 
handlungen über  die  KreismessuDg  u.  s.  w.  S.  41  flg. ,  besonders  S.  46. 

**  Für  die  Bezeichnung  angenäherter  Werthe  durch  Decimalbrüche  stehen 
bekanntlich  zwei  Methoden  zu  Gebote,  entweder  die  HinzufüguDg  von  Punkten 
hinter  der  letzten  Stelle,  oder  die  Erhöhung  der  letzten  Stelle  um  1  und  Ueber- 
streichuDg  dieser  erhöhten  Zahl,  wenn  die  nächste  Stelle  =>  6  oder  >>6  sein 
würde,  während  die  letzte  Zahl  ohne  Strich  bedeutet,  dass  die  nächste  Stelle  •< 6 
sein  würde.  Ich  habe  in  den  folgenden  Uebersichten  die  zweite  Bezeichnungs- 
weise vorgezogen,  nicht  blos,  weil  sie  im  Allgemeinen  üblicher  ist,  sondern 
auch,  weil  sie  den  Vortheil  gewährt,  dass  man  je  eine  Stelle  weniger  zu  setzen 
braucht,  um  annähernd  denselben  Grad  Ton  Genauigkeit  zu  erreichen,  wie  wenn 
man  je  eine  Stelle  mehr  niederschreibt  und  dann  Punkte  beifügt.  Auch  hier 
habe  ich  die  freundliche  Mitwirkung  von  Rietzsch,  der  unaufgefordert  alle 
Annäherungen  nachgerechnet  und  jede  letzte  Stelle  fixirt  hat,  mit  Dank  zu 
erwähnen. 

***  Berechnet  nach  den  sehnstelligen  Annäherungen  8,142714600  beziehentlich 
8,141081063. 
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Angen&herte 
Kennziffer. 

Annäherung,  auf  8  Stellen  ausgerechnet 

143,029 

-^  «  3,1427146 

15,9966 

%  »  3,1415926 

11,0385 

-  3,1410319 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  in  der  folgenden  Tabelle  der  von 
Metius  aufgestellte  Mittelwerth  (vergl.  unten  IV)  der  Zahl  n  am  aller- 
nächsten  liegt.  Femer  ist  leicht  zu  ersehen,  dass  die  oberen,  von  ver- 
schiedenen Mathematikern  gesetzten  Grenzwerthe  sämmtlich,  wie  es  sein 

soll,  grösser  sind  als  — )  dass  aber  unter  den  unteren  Grenzwerthen, 


D 


U^ 


die  s&mmtlich  kleiner  als  — -  sein  sollen,  derjenige  von  Leonardo  irrthftm- 
lieh  grösser  als  —  ausgefallen  ist. 


Kenn- 
ziffer. 


Ani^erung  fSr  n. 


Nachweis  der  Mathematiker,  welche  die  Annahenug 
gefunden  haben,  und  andere  Bemerkungen. 


00 

3f- 

3,142857 

667i- 

q  1335  

*^9317 

3,142827 

163J- 

q327     „ 

^^2291 

3,142732 

39/, 

q  430    ^^ 
^  3021 

3,142337 

20 

Q  20    ^ 
^Ul 

3,141844 

iH 

^275 
^120 

3,141818 

17 

3,141667 

u-li 

q  2S32     ^_ 

*^  20000 

^113 

3,1416 

(genau) 

16 

3,141593 

15 

q  Iß   ^_ 

*^106 

3,141509 

Obere  von  Archimedes  gesetzte  Ann&herung. 


Oberer   von   Archimedes   ausgerechneter  Grenz- 
werth. 


Oberer    von    Leonardo     von    Pisa     berechneter 
Grenzwerth. 


Berechnet  nach  einer  Construetion  des  Kicolans 
Cusanus. 


Annäheriuig,  die  aus  den  Archimedischen  Grenz- 
werthen  abgeleitet  werden  kann. 


Annäherung  des  Leonardo  von  Pisa. 


Annäherung  des  Ptolemaios. 
Obere  von  Metius  gesetzte  Grenze. 

Annäherung  d.  Aryabhatta  nach  einem  griechisches 
Autor,  der  um  das  3.  b.  4.  Jahrh. n.Chr. gelebt  hit 


Annäherung  des  Metius. 


Untere  von  Metius  gesetzte  Grenze. 


14 


14 


Nächster  Werth  mit  zweistelligem  Nenner,  der 
3,141414 1     ^Ye^^^^  als  3^  ist  (siehe  oben  S.  122  Anm  «). 
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Kenn- 
zifiPer. 

Annäherung  für  n. 

Kachweis  der  Mathematiker,  welche  die  Annähening 
gefanden  haben,  und  andere  Bemerkungen. 

13 

3^  «  3,141304 

12 

3i|- 3,141176 

— 

11* 

3|4^S- 3,141057 

Unterer    von    Leonardo    von    Pisa    berechneter 
Grenzwerth. 

11 

3ii  «  3,141026 

Annäherung  des  Oroniius  Finaeus. 

10?^ 

3|SE- 3,140910 

Unterer  von  Archimedes  ausgerechneter  Grenz- 
werth. 

10 

3f?«  3,140845 

Untere  von  Archimedes  gesetzte  Annäherung. 

9 

3|^  «  3,140625 

(genaa) 

8 

3^7  =  3,140351 

7 

3^-3,14  (gen.) 

Annäherung  des  Liu-hwaj. 

1 

3|-- 3,125 

(genau) 

Annäherung  für  die  Praxis  nach  Vitruvius,  Bou- 
velles,   DtLrer  u.  A.  (siehe  oben  S.  125  Anm.*). 

Wir   kehren    nun    zu   Archimedes    zurQck.     Als    unteren   Grenzwerth 

1137       ^   .  1137 


hatte  er  berechnet  3 


trägt  also  die  Kennziffer 


8069 
1137 


3  + 


7  .  1137  +  110 


Der  auslaufende  Bruch 


'  10  :rj^  und  liegt  mithin  zwischen  -_q  und  ^rr 

1137 
(Kennziffern  11  und  10).    Da  nun  ein  kleinerer  Bruch  als  tt^t/^-  erforderlich 


110 


10 


8069 


ist,  80  ergiebt  sich  ^    als    der    nächste    untere    Grenzwerth,    wenn    der 
Nenner  des  Bruches  <  100  bleiben  soll. 


n. 

Wie  Eutokios  in  seinem  Commentare  (S.  300,  15  bis  302,  13  Heib.) 
mittheilt,  ist  die  Kreismessung  des  Archimedes  zunächst  von  dessen 
jüngerem  Zeitgenossen  Apollonios  von  Perge,  später  von  Philon  von 
Gadara  und  von  dessen  Schüler  Sporos  von  Nikaia  in  der  Schrift 
^ ÄQiaTOTBXixic  %riqla^  kritisirt   worden.     Unter    diesen   hat   nur   Sporos  es 

*  Bei  Eutokios  ist  (S.  SOO,  23)  Iloqog  überliefert;  aber  im  Commentar  zum 
2.  Buche  über  Kugel  und  Cjlinder  (S  90,  4  Heib.)  wird  anoqoq  durch  die  beste 
Handschrift  bezeugt.  Daher  hat  schon  Fabricius  Biblioth.  Gr.  IV  S.  203  Harles. 
stülBchweigend  die  Namensform  Sporus  nicht  blos  für  Eutokios  S.  90,  4,  son- 
dern auch  für  S.  300,  23  in  Anspruch  genommen  und  zugleich  festgestellt, 
dasB  die  S.  800,  26  erwähnte  Schrift  des  Sporos  %riqia  mit  ihrem  vollen  TUaI 
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gewagt,  einen  Tadel  gegen  Archimedes  zn  erheben;  dieser  habe  Dbolich 
die  Gerade,  welche  dem  Umfange  des  Kreises  gleich  sein  aoU,  nicht  geun 
ermittelt.  Mit  Recht  nimmt  EutoHos  seinen  Autor  gegen  diesen  Vorwurt 
in  Schutz,  indem  er,  ganz  im  Sinue  des  Archimedes,  betont,  Aass  eis« 
solche  Gerade  nach  ihrem  Verhaltniea  zum  Durchmesser  niminerinehr  doicli 
Zahlen  bestimmt,  sondern  nur  zwischen  zwei,  durch  Zahlen  ausgedrückt? 
Grenzen  eingeschlossen  werden  könne.  Die  neuesten  Untersuch ongen  über 
diese  Frage  haben  ihm  Recht  gegeheu  und  zugleich ,  was  zur  Widerlegong 
des  Sporos  hier  kurz  bemerkt  sei,  erwiesen,  dass  eine  constructive  LCsung 
des  Problems  der  Quadratur  des  Zirkels  Überhaupt  unmöglich  ist* 

Dagegen  haben  Apollonios  uud  Fbiion,  soweit  wir  aus  dem  Bericht« 
des  Eatokios  ersehen  können,  sich  darauf  beschränkt,  zu  zeigen,  dass  mu 
noch  genauere  Umgrenzungen  für  das  Yethilltniss  des  KreisumfangM  taa 
Durchmesser  finden  künne,  als  von  Archimedos  gesetzt  waren.  Nan  hat 
der  Letztere  seine  ganze  Darstellung  von  vornherein  darauf  gerichtit, 
gewisse  leicht  aussprechbare  Grenzen  festzustellen,  mithin  die  MCglicIikal, 
noch  genauere,  wenn  auch  weniger  leicht  aussprechbare  Grenzen  za  Endes, 
niemals  geleugnet.    Ja,  er  selbst  hat  ja  genauere  Werthe,  und  zwarBrUebe 

mit  den  Nennern  4G73^^  und  2017  jf  das  ist  (nach  Einrichtung  der  BrUchd 

9347  und  80G9,  ausgerechnet,  ehe  er  mit  seinen  Annäherungen  3,^  nnd  3.- 

abachloss.  Wenn  also  Apollonios  und  Philon  noch  genanere  Grenzweitho 
gesetzt  haben,  so  haben  sie  die  Kreismesaung  des  Archimedea  nur  jotii 
der  rechnerischen  Seite  bin  ergünzt,  nicht  im  Mindesten  aber  die  Fondt- 
mante  seiner  Beweise  erschüttert  und  ebenso  wenig  seine  AnnShanuga 
als  ungeeignet  nachgewiesen. 

Mit  geringen  formalen  Abweichungen  berichtet  Eutokios  inhaltfid 
ganz  dasselbe  von  Apollonios  wie  von  Philon: 


'A^iaiozili-Tiä  triQCa  (S.BQt,  19)  gelautet  hat.  Den  Ausdruck  mtiQla,  Hooigw^cB, 
deutet  Tanner;  io  Simplicii  iu  ÄriHt.  ph;g.  libros  quattuor  priores  commeaLei 
H,  Dieb,  praefat.  p.  XXVU,  antei  Berufung  auf  Qell.  N.  A.  praefat  li  ab  llcdi, 
Birt,  DoA  antike  Buchwesen  S.  91,  ala  ein  gelehrtes  Werk  voll  SQfiEigkeit  ood  nü 
BienenileieB  zusammengetragen.  Als  Epoche  des  Sporos  setzt  Tanner;  iu 
Ende  des  3.  Juhrh.  n.  Chr.  an :  s,  deua.  Sur  les  fragments  d'Eud^me  de  Khodn 
in  den  Annales  de  la  facultiS  des  lettrea  de  Bordeaux,  tome  IV  (1882)  p.  7S  t^, 
ETwähnt  wird  Sporoa  auch  in  den  Scholien  zu  Aratoe  und  in  den  DoiogTi[ik 
p.  331  Dielsi  ü.  Tannerj,  Sporos  de  NictSe  a.  a.  0.  p.  '257  dg.,  und  Dieli  ii 
seiner  Ausgabe  des  Simplicius  in  Arist.  phys.  etc.  praefat.  p.  XX.V1I.  Veigl.  uA 
Tannery,  Le  fragmeut  d'Eiid^me  sur  la  qundrature  des  lunulea  in  den  U£m.dl 
ta  Bocictd  des  Hciencea  de  Bordeaux,  2*  s^rie,  V  (1883)  S.  216, 
'  Vergl.  Rudio  a.a.O.  S.6  bia  68. 
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Olkmva  —  Big  axqißiö- 
xigovg  agid'fiovg  ctya- 
yetv  x&v  im  AQ%t(if,dovg 
elQrjfAivfoVy  xov  xe  ^'  q>rjfd 
Kai  xav  C  Ott". 


nwX  ^Ano)Xfhviog  büsgyatog  iv  x&  m%vxo%Up 
catidei^ev  ainb  (das  Problem  der  Ereismessung) 
d^  ccQi&fiäv  ixiQ(ov  inl  xo  CvvByyvg  (lakkov 
ayaydv.    xovxo    dl    axQißiöxegov    (ikv   slvai 

Dann  giebt  der  Conimentator  sein  ürtbeil  dabin  ab:  Snavxsg  yceg  itpB^rlg 
(alle  der  Heibe  naeb,  also  aacb  die  beiden  eben  Genannten)  tpalvovxai,  xov 
axoTtov  aifxov  rjyvorjTioxBg.  xii^vxai  61  xal  xolg  xav  (ivgiadfov  TtoXlaTtka- 
ataüfiotg  Kai  (iBQiafiotg,  olg  ovk  bvxoXov  TtaqoKoXovd'Btv  xov  fii}  diic  xwv 
Mayvov  XoyufxiKmv  tjyfiivov. 

Vier  Autoren  nennt  Entokios  in  dem  bisber  besproebenen  Abscbnitte, 
und  von  diesen  ist  ibm  offenbar  der  letzte,  und  gewiss  aucb  der  jüngste 
von  allen '^y  yerbältnissmässig  am  besten  bekannt.  Magnus  lebrte  also 
in  seiner  Logistik,  wie  man  die  MultipHcation  und  die  Division  grosser 
Zablen  bewältigen  könne  durcb  die  Vervielfältigung  und  die  Tbeilung 
der  Myriaden,  oder,  mit  anderen  Worten,  er  führte  alle  Ausrechnungen 
auf  den  Bereich  der  Zablen  von  1  bis  9999  zurück  und  bestimmte  durch 
besondere  Ausdrücke,  welche  Stufen  in  der  ganzen  Zahlenreihe,  sowohl  der 
Ganzen  als  der  entsprechend  zu  benezmenden  Theile,  jeder  Myriade  zukommen. 

Wie  wir  uns  des  Magnus  Darstellung  der  noXXanXaaux^fiol  xav  (ivQutömv 
zu  denken  haben,  das  lernen  wir  aus  dem  zweiten,  leider  zu  Anfang  ver- 
stümmelten Bache  der  Sammlung  des  Pappos.  Hier  wird  ein  ausführlicher 
Bericht  über  ein  verloren  gegangenes,  auch  dem  Titel  nach  unbekanntes 
Werk    des  Apollonios   gegeben.**     Trotz   der  lückenhaften  üeberlieferqng 

*  Von  dem  Mathematiker  Magnus  ist  ausser  der  obigen  Angabe  des 
Eatokios  Nichts  bekannt.  Dass  er  jünger  als  S  porös  ^^ar,  daxf  nach  dem 
Zusammenhange  der  Worte  des  Entokios  als  wahrscheinlich  gelten.  Demnach 
würde  die  Epoche  des  Magnus  in  das  4.  bis  6.  Jahrhundert  zu  setzen  sein.  Eine 
genauere  Datirung  würde  sich  ergeben,  wenn  der  Verfasser  der  Logistik  identisch 
wäre  mit  dem  Chronographen  Magnus  von  Earrhai,  der  nach  Malalas 
8.  S20,  2  Bonn,  mit  dem  Kaiser  Julianus  (36 1  bis  863)  in  Verkehr  gestanden  hat. 
Dieser  Magnus  wird  (laut  freundlicher  Mittheilung  von  Büttner-Wobst)  ausser 
a  a.  0.  auch  S.  332  Bonn,  von  Malalas  als  Quelle  angeführt.  Nach  der  Annahme 
Mendelssohn^s  in  seiner  Ausgabe  des  Zosimos  S.  XXXIX  flg.  soll  Magnus  auch 
von  Zosimos  III,  12  bis  34  benutzt  worden  sein.  Doch  hat  Büttner- Wobst: 
Der  Tod  des  Kaisers  Julian,  in  Pbilol.  LI  S.  674  Anm.  34,  einen  nicbt  unwesent- 
lichen Einwand  gegen  diese  Hypothese  erhoben.  Ein  um  vier  Jahrhunderte  jüngerer 
Chronograph  Magnus,  der  zuerst  von  Fabricius  Bibl.  Gr.  VII  S.  444  Harles 
aus  dem  fisyag  xqovoyQacpog  herausgedeutet  worden  ist,  welcher  am  Rande  der 
Handschrifb  des  Chronicon  paschale  verschiedene  bis  in  das  8.  Jahrhundert 
reichende  Notizen  eingetragen  bat,  kann  hier,  wo  es  sich  um  den  von  Entokios 
citirien  Mathematiker  Magnus  handelt,  nicht  in  Betracht  kommen. 

**  Pappi  collectio  II  Propos.  14  bis  26  (S.  2  bis  24),  Hui t seh  zu  Pappos 
Bd.  in  S.  1212  flg.  und  Index  unter  biKovvfiog,  Nesselmann;  Alg^^bt^  d»t  Qxv^OckföD^ 
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bei  Fappos  ist  es  gelungen,  die  Unltiplicationsmethods,  welche  ApoUomoi 
in  der  verloren  gegangenen  Scbrift  znr  Darstellang  grösster  Zahlen  ein- 
geschlagen  hat,  klar  zu  stellen,  und  es  hat  sich  dabei  mgleich  gneigt, 
daBE  die  Schrift  durch  die  Sandrechnuog  des  Archimedes  angeregt  woti]«n 
war.  Man  braucht  nicht  etwa  anzunehmen,  ÄpollonioB  habe  darin  geget 
den  letzteren  polemiBirt;  aber  sicher  hat  er  zeigen  wollen,  dasa  man  di« 
Zahlenreihe  bis  zu  unfassbar  hohen  Betragen  fortsetsen  könne,  ohne  a 
dem  künstlichen  Rahmen  der  Archimedischen  Oktaden  Eeine  Zuflncht  n 
nehmen.  Die  Griechen  beginnen,  wenn  aie  von  1  bis  9999  EUnheita 
gezählt  haben,  wieder  mit  1,  nSmlich  der  Einheit  der  Myriftden.*  Warn 
nnn  ancb  die  /iv^itiieg.  gerade  so  wie  vorher  die  fiovädig,  anpgex&Ut,  so 
liess  Ajjollonios  wieder  von  1  anfangen,  nämlich  in  dem  Bafamen  dir 
ämXai:  fivQiääeg,  WO  1  die  Geltung  von  10000^,  und  die  folgenden  Zahlu 
enlsprechendc  Geltnng  (2  .  10000*  bis  9999  .  10000^  hatten.  Dann  im 
die  Einheit  der  t^itiIu!  iivpiäSig  (t*-  lOOOO"),  dann  die  der  lex^anlai  jai 
so  fort.  Wie  Apollonioe  nach  dieser  Methode  die  Moltiplication  ha  ii 
einer  überans  grossen  Zahl  durchgeführt  hat,  ist  ans  den  Sätzen  des  Pappos 
deutlich  zu  erkennen.  Es  war  kein  decimales  ßecbnen  in  unserem  Sinne,  d«SD 
es  fehlten  unsere  Ziffern  mit  der  Null,  mitbin  auch  die  dekadische  Stollei- 
bezeichnung;  aber  es  war  dem  wirklieben  decimalen Rechnen  so  weit  angenlbei^ 
als  es  nur  immer  mit  griechischen  ZablvrürLern  und  Zahlreichen  mSglicb  ift 
Hiemach  können  wir  das  Haujitsüchliche  betreffe  der  MuHiplieatian, 
wie  sie  in  der  Logistik  des  Magnus  gelehrt  wurde,  wieder  henttUn. 
Ifagnus  liess  keinen  Betrag  von  fioväSsg  über  99£(9  za.  Waren  s 
fioi'ädce  erreicht,  so  begann  die  Zählung  wieder  mit  1  im  Rabmeo  der 
jivqiäScg,  hiemach  weiter  im  Rihmen  der  Smlai,  tjitIki  fivQuiSts  nod  m 
fort.     Das  waren  also  bei  ihm  die  nv^tääiov  noXhxTikaeiuafiol. 

S.  lS5tlg.,  CantDT  Vorleeungen  !■  330  flg.,  436  flg.,  Hultach  in  ZeitKlit.  fn 
Matbem.  u.  Pfays.,  bist.-litei.  Abtheil.,  XX¥n  S.  5S  %,  dera.  in  Berliner  Pbibil 

Wochenachr.  lgS5  3.  569  flg.  und  in  Wiaaowa'H  Real-Encjclopädie  unter  Apul- 
loniuB  von  Perge  vergl.  mit  Aritbmetica  g  10,  Tannery:  L'arilhmätiqu«  im 
Grecs  dans  Pappua  in  Mem,  de  la  soc.  des  Bciences  de  Bordeaus ,  2.  iir. ,  IIl  S.  Ml  Bf 
•  Nach  der  Analogie  von  SiaiCXioi .  TQiaiilmi  u.  s.  w.  bildet  der  gewöhnliclx 
Sprachgebrauch  zwar  auch  äiapvQioi,  TfiiSfivQtot  u.  s.  w.;  allein  überall,  von 
eich  um  eigentliche  AuarccbuuDgen  handelt,  bei  deneu  man  die  Zahl  Tga 
9099  Einheiten  übersteigt,  wird  gleichTiiüssig  im  Jlahmen  der  Myriaden,  wi«  n 
dem  der  Einheiten ,  von  1  ana  weiter  ge7.ählt  und  gerechnet.  ArclutD»In 
(Aren.  S.  366,  24,  290,  6,8  Heib.)  hat  zwar  gelegentlich  ^vpiaxi;  tivfiai,  ia*  M 
die  bdchatmügltche  Bezeichnung  mit  einem  Zahladverb,  gebildet,  Jedoch  nnt,  m 
so  viele  Myriaden  in  allgemein  verstandlicher  Weiae  zählen  zu  kOnnen. 
ordni^t  er  diese  Zahl  sofort  in  das  System  seiner  Oktaden  ein,  welch«  InU^ 
in  dem  Zwecke  von  ihm  aufgebaut  ist,  um  keine  grössere  ZahlbeKeidiDDiijik - 
hjfcbatene  9999  ^u^iuAes  -v  %üä^  iLovaSi^  iwi.u\a«iQa. 
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Wie  stand  es  aber  mit  den  Divisionsregeln?  Zunächst  ist  klar^  dass 
eine  noch  so  grosse  Zahl,  als  Dividendus  gesetzt,  rticklSufig  nach  denselben 
Principien  sich  theilen  liess,  ^ie  sie  vorher  zum  Product  angeschwollen 
war.  In  der  vorerwähnten  Bcbrift  des  ApoUonios  war  die  letzte  Multipli- 
cation  (nach  Pappos  Bd.  I  S.  24): 

(19M*+  6036  M«+  8480  M«)  10  M», 
wobei  statt  10000  die  griechische  Abktirzang  M— jüv^iad^g  gesetzt  worden 
ist.     Das  Resultat  ist: 

196M«+  368Mi«+  4800M". 

Setzen  wir  nmi  letzteres  Product  als  Dividendus  und  10  M^  als  Divisor, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  auf  welche  Weise  rückläufig  der  Quotient 
19  M*+ 6036  M^+ 8480  M*  herauskommt.  Scbwieriger  schon  würde  die 
Darstellxmg  werden,  wenn  im  Divisor  zu  den  10 M^  noch  eine  Anzahl 
von  M^  hinzuträte,  und  immerfort  schwieriger,  je  mehr  Glieder,  herab- 
steigend von  der  höchsten  Potenz  von  M  bis  zu  den  einfachen  Myriaden 
und  zuletzt  bis  zu  den  jiiovadeg,  im  Divisor  sich  vorfinden  würden. 

Das    sind   die    fivQiadtov   (ibqiö^ioC^    soweit    sie    unmittelbar    aus    den 

Multiplicationen  bei  ApoUonios  sich  entwickeln  lassen.    Was  geschah  aber, 

wenn  die  Division  nicht  aufging  oder  von  vornherein  der  Dividendus  kleiner 

als  der  Divisor  war?    Auch  darüber  giebt  Eutokios  einen  Wink.   Um  den 

Näherangsrechnungen  des  ApoUonios  und  Philon,    so    sagt   er,    folgen   zu 

können,  müsse  man  nach  der  Logistik  des  Magnus  geschult  sein.    Das 

sei  aber  schwierig,  und  deshalb  empfehle  sich  weit  mehr  die  AnnäheruDgs- 

methode   durch    die  Sexagesimalrechnung,    wie    sie   aus   der  Sjntaxis  des 

Ptolemaios  bekannt  sei.    Hieraus  geht  doch  deutlich  hervor  (was  übrigens 

schon  von  vornherein  als  wahrscheinlich  gelten  musste),  dass  Magnus  mit 

seinen  (ivQucdcav  (isQiö(ioi  nicht  bei  den  Ganzen  stehen  geblieben,   sondern 

auch   zur  Bruchrechnung  fortgeschritten   ist.     und  zwar  kann  das,   wenn 

wir  den  Spuren  im  Berichte  des  Eutokios  folgen,   nicht  anders  geschehen 

sein,  als  durch  fortgesetzte  Umrahmung  nach  Myriaden,    ganz  analog  der 

Umrahmung  durch   die  Zahl  60  und   ibre  Potenzen   bei  der  Sexagesimal- 

rechnung.     Er   bildete    also    der    Reihe   nach    Brtlcbe    mit    den   NenuQrn 

10000,  10000*  und   weiter,    wenn    man    diese  Vermuthung   wagen    will 

(denn   schon   bis   zu    dem   Nenner    10000*  herabzusteigen  war   für   den 

Griechen  eine  rechnerische  Herculesarbeit,  und  auch  heutigen  Tages  pflegt 

man  ja  nur  ausnahmsweise  bis  zur  8.  Stelle  hinter  dem  Komma  zu  rechnen). 

Um   nun   die  Zahlengruppen,   auf  welche  Magnus  durch  fortgesetzte 

Theilung   kam,   zu  benennen,   war  gewies  die  Analogie  der  Sexagesimal- 

.siedmung  massgebend.     Wie  vorher  die  Myriaden  nach  Potenzen  gruppirt 

iraren,  um  ^e  Theilung  bis  zu  den  Monaden  zu  ermöglichen,   so  folgten 

im  Quotienten  die  Zehutausendstel,  das  ist  (ivQioötd  (nämlich  icq^x^Y 
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dann,  wenn  nöthig,  die  fiVQioara  öevrega^  d.  i.  Brüche  mit  dem  Nenner 
lOOOO^y  und  es  konnte  auch  weiter  gezeigt  werden,  dass,  wenn  man  dieses 
System,  unabhängig  vom  praktischen  Eechnen,  fortsetzen  will,  auch  noch 
fivQioaxa  zqlxa  und  so  fort  sich  ansetzen  lassen. 

Die  Hauptsache  blieb,  ganz  so  wie  bei  der  Bechnung  nach  Potenzen 
von  Myriaden,  die  Feststellung  des  Rahmens,  ehe  man  zur  Einzelausrechnnng 
schritt.     Aus  dem  Divisionsexempel,   welches  vor  kurzem  in  Anschlnss  an 
Apollonios  aufgestellt  wurde ^  sei  jetzt,  um  die  Vergleichung  recht  dentüch 
zu    machen,    die    Aufgabe    (196M*'+ 368M")  :  lOM^   herausgeschnitt^L 
Das    oberste    Glied    des    Quotienten    fällt    ofifenbar   in    den    Bahmen  der 
fjLVQuidEg  1'— ^  «  M*      Nun  dividirt  man  196  Ganze  durch  10  Ganze,  und 
erhält  als  Quotienten  19,   nämlich  tA\     Es   sind  aber  6M^'  als  Re&t  ge- 
blieben.    Diese  werden  zu  60  000  M^*  verwandelt  und  die  obigen  368  M" 
des  Dividendus  hinzugezählt.     Es   waren   also  60368 M**  durch    lOM^  m 
diyidiren.     Wiederum  war  zuerst  der  Rahmen  für  das  nun  folgende  Glied 
des  Quotienten^   nämlich  M^,   festzustellen   und   dann  weiter  zu  yerfahren 
wie  vorher.     Genau  in  dieser  Weise  konnte  die  Bruchrechnung  ausgeführt 
werden.      Behalten    wir    dieselben    Ziffern,    wie    vorher,    bei    und   stellen 
zunächst  als  Aufgabe  die  Division  196 :  10  (nämlich  ^ovdÖeg),     Als  oberstes 
Glied  des  Quotienten   ergeben  sich  sofort  19  (lovadsg.     Der   Rest  6  wird 
in  Zehntausendstel  verwandelt  und  durch  weitere  Division  erhält  man  (in 
diesem  Falle  ohne  Rest)  ,g  ^ivgLoavccy  die  sich  zu  g'  öinara  =»  0,6  kürzen  lasset 

196  +     r^  j  :  10 

mit  griecbischen  Zahlenbezeicbnungen  zu  lösen  sein  würde,  und,  wenn  wir 
weiter  gehen  wollen ,  so  brauchen  wir  nur  statt  10  etwa  1 1  als  Divisor  n 
wählen,  um  ausser  den  fivQio(STa  rcQ^xa  auch  (ivQLoOTce  devrega,  r^ira  u.s.v. 
zu  erhalten. 

Wir  haben  soeben,  im  Anschluss  an  Apollonios,  möglichst  einfache 
Beispiele  gewält;  allein  auch  für  alle  anderen  Fälle,  mögen  Dividendus 
und  Divisor  auch  noch  so  complicirt  sein,  gelten  dieselben  Gesetze.  Für 
die  Sexagesimaltheilung  haben  Theon  zu  Ptolemaios  und  ein  Anonymi», 
der  besonders  über  die  Sexagesimalrecbnung  gehandelt  hat,  die  Hanpt- 
regeln  uns  überliefert*;  wenn  wir  nun  diese  Texte  zu  Grunde  legen  udc 
statt  e^r^KoöTcc  allenthalben  ^vQLoam  einsetzen,  so  werden  wir  eine  möglichst 
angenäherte  Vorstellung  von  den  Regeln  erbalten,  welche  Magnus  in  seine 
Logistik  über  die  (.ivqiccöodv  fi€Qt.(S(io(  aufgestellt  hat. 

Dass  die  Ausrecbnungen  in  ^vQioata  ungleich  schwieriger  waren,  als 
die    in    i^ijKoörd^    fällt   sofort   in    die   Augen.     Denn   bei  der  Sexagesimal- 

*  Theon  zum  I.  Buche  der  Syntaxis  des  Ptolem.  S.  110  bis  113,  118%. 
Halma,  Opusculum  de  multipl.  et  divis.  sexagesim.  Diophanto  ^fl  Pappo  attri* 
buendum  S.  6  flg.  Henry. 
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rechnung  kann  innerhalb  einer  jeden  Abtheilong  keine  grössere  Zahl  als  59 
vorkommen,  während  bei  der  Mjriadenrechniing  die  Zahlen  bis  9999 
anschwellen.  Bis  59  sind  sowohl  die  Primzahlen  ^  als  die  theilbaren  Zahlen 
mit  ihren  verschiedenen  Theilem  leicht  kenntlich,  sodass  ein  geübter 
Rechner  das  Meiste  durch  Kopfrechnen  erledigen  kann-,  wenn  es  sich 
dagegen  um  Beträge  bis  9999  handelt,  so  geht  es  nicht  ohne  umständ- 
liche, und  zwar  schriftlich  zu  fixirende  Zwischenrechnongen  ab. 

Man  darf  es  daher  dem  Entokios  nicht  verdenken,  wenn  er  allein 
die  sexagesimale  Theilung  für  praktisch  brauchbar  erklärt  und  es  ablehnt, 
auf  die  schwer  verständlichen  (ivQucdcav  (UQia(iol^  wie  sie  Magnus  nach 
dem  Vorgänge  des  Apollonios  und  Philon  dargestellt  hatte,  näher  einzugehen. 


(Schluss  folgt.; 
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Recensionen. 


Saggio  d'introduzione  alla  teoria  delle  quantitä  complesse  geometricamente 
rappressentate  per  B.  Carrara.    Cremona  1893. 

Der  Zweck  des  Werkes  ist,  wie  der  Verfasser  in  seiner  Vorrede  sagt, 
das  Studium   der  geometriscli  dargestellten   complexen  Grössen  in  Italien 
zu  fördern.    Diese  Vorrede  ist  besonders  aus  dem  Gninde  interessant,  weil 
sie  eine  übersichtliche  Darstellung  der  Geschichte  des  in  Rede  stehenden 
Gebietes  giebt.  —  Was  den  Inhalt  des  Werkes  selbst  anbetrifft,    so  giebt 
der  Verfasser  in  dem  ersten  Theile  die  Definition  der  complexen  Grossen, 
sowie   die  Ausführung   der  verschiedenen  Bechnongsarten   mit   denselben. 
Im   zweiten  Theile   bringt    er   zunäcbst  einige  Sfttze  über  Beihen;   sodann 
wendet   er   sich   zur  Functionen theorie,   in    welcher   nur    die   eindeutigen 
Functionen  betrachtet  werden  und  entwickelt  die  Fondamentaleigenschaften 
einer  Function   iainer   complexen  Variabein,    die  Sätze  über  Wurzeln  einer 
Gleichung  n^^  Grades  und  den  Cauchj'schen  Satz  über  bestimmte  Integrale. 
Man  ersieht  hieraus ,  dass  besonders  der  auf  die  Functionentheorie  beifig- 
liehe  Theil  des  Werkes   sehr   knapp   gehalten  ist  und  dass   es   sich  wohl 
empfehlen  würde,  denselben  bei  späteren  Auflagen  etwas  ausführlicher  zo 
gestalten.     Bei   der  Ableitung  der  Sätze   des  ersten  Theiles  wird  im  All- 
gemeinen die  geometrische  Methode  bevorzugt.    Die  Beweisführung  ist  fast 
immer    klar    und   verständlich,    nur    die   Darstellung    der   EJreisbogen  als 
Logarithmen  (S.  56)  lässt  die  nothwendige  Deutlichkeit  vermissen.    Dagegen 
sind  die  Auseinandersetzungen  im  Anfange  des  ersten  und  im  zweiten  Capitel 
des   zweiten  Theiles   etwas  zu  sehr  ausgedehnt.     Jedenfalls  ist  das  Werk 
sehr  wohl  zur  Einführung  in  das  Studium  der  complexen  Grössen  geeignet 
Es  würde  aber  diesen  Zweck  in  noch  höherem  Grade  erfüllen^  wenn  der  Ver- 
fasser die  angedeuteten  Aenderungen  vornehmen  würde.       i^^x  Meyer. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten  von  Dr.  H.  Bumpen  nnd 
Dr.  Aug.  Blind.  Druck  und  Verlag  von  Albert  Ahn.  Köln  nnd 
Leipzig  1893. 

I.  Theil:  Planimetrie  (zweite,  nach  den  ,;Lehrpl&nen  der  höheren 
Schulen'*  verbesserte  Auflage). 

Das  vorliegende  Werk  zeichnet  sich  im  Allgemeinen  durch  eine  klare 
Ausdrucks  weise  und  übersichtliche  Darstellung  aus,  so  dass  es  wohl  der 
Absicht  der  Verfasser,  ein  gutes  Schullehrbuch  zu  sein,  entspricht    Aller 


diogs  ist  der  Inhalt  nicht  za  reichlich  bemessen,  and  man  TermisBt  manche 
lieb  gewordenen  LehrsStze.  Einige  Beweise  hStten  wohl  vereinfacht  werden 
können,  wie  z,  B.  der  des  vierten  Congruenzsatzee,  während  in  anderen 
F&llen,  wie  z.  B.  in  Aufgabe  Nr.  302  „Ein  gegebenes  Dreieck  ABC  von 
einem  Punkte  E  aaf  AB  ans  in  sieben  gleiche  Theile  zu  theilen"  eine 
etwaa  auBfUhrlichere  Anleitung  erwünscht  gewesen  wäre, 
II.  und  III.  Theil:  Trigonometrie  und  Stereometrie. 
Dasselbe,  was  wir  über  Inhalt  nnd  umfang  des  I,  Tfaeilea  gesagt 
haben,  gilt  auch  für  den  IL  uod  JII.  Theil.  Die  trigonometrischen  Func- 
tionen werden  ziiniichst  nur  für  epitze  Winkel  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  defiairt  und  in  Verbindung  mit  diesen  die  Dreieoksherechnnng 
auseinandergesetzt.  Die  trigonometrischen  Functionen  der  stumpfen  Winkel 
werden  erst  spater  eingeführt,  während  der  Verlauf  dieser  Functionen  für 
grössere  Winkel  nicht  in  Befracht  gezogen  wird.  Auch  die  Anordnung  der 
Lehrsätze  in  der  Stereometrie  weicht  von  der  üblichen  ab.  Die  Eintheilung 
wird  nach  den  verschiedenen  zq  besprechenden  Körpern  ausgeftlhrt,  wahrend 
die  Lehrsittae  über  Ebenen  und  Linien  immer  nur  dann  erörtert  werden, 
wenn  sie  zur  Ableitung  der  Körper  gebraucht  werden.  Weshalb  der  plani- 
metrische  Satz  Nr.  62  bei  der  Besprechung  des  Tetraeders  erst  eingeschoben 
ist,  will  uns  nicht  einleuchten.  Es  wäre  doch  praktischer,  denselben  nach 
Erledigung  der  Congruenzsiltze,  also  im   I.  Theil  des  Werkes,  aufzuführen. 

Max  Msyer. 

Lehtbncll   der   Geometrie   fOr   den  matfaematisoben  Unterricht  an  hSheren 

Lehranstalten    von    Dr.  Hugo   Fknkhbr,    mit    einem  Vorworte    von 

Dr.  W.  Krdmmii:,  in  zwei  Theilen.     Erster  Theil;  Ebene  Geometrie. 

Zweite  verbesserte  and  vermehrte  Auflage.     Verlag  von  Otto  Salle. 

Braanechweig  1892. 
Das  vorliegende  Werk  verfolgt  einen  von  denjenigen  der  meisten  Lehr- 
bücher verschiedenen  Zweck.  Es  will  dem  Schüler  nicht  die  Kenntniss 
einer  gewissen  Anzahl  von  Lehrsätzen  und  deren  Beweise  übermitteln, 
sondern  es  will  denselben  In  den  Stand  setzen,  selbststilndig  die  Beweise 
zu  finden.  „Der  Schüler  soll  nicht  die  Beweise,  sondern  das  Beweisen 
lernen",  wie  es  in  der  Vorrede  heisst.  Das  hierzu  in  Anwendung  gebrachte 
Verfahren  besteht  im  Wesentlichen  darin,  dass  das  Lehrbuch  nicht  den 
Beweis  selbst,  sondern  eine  Analysis  des  Beweises  giebt,  welche  der  bei 
den  Constructionsaufgaben  üblichen  ähnlich  ist,  „Aus  den  Sätzen  werden 
diejenigen  als  'Beweismittel'  hervorgehoben,  welche  zom  Beweise  der 
anderen  Slllze  dienen."  Oh  dieses  Verfahren  im  geometrischen  Unterricht 
Tortheilhaft  ist,  kann  nur  die  Praxis  entscheiden.  Gewiss  wird  jeder 
Lehrer  diese  Methode  an  geeigneten  Stellen  anwenden,  da  man  sich  aber 
im  Allgemeinen   wohl   nicht   darauf  beschritnken   kann,    nur   die  Analysis 


des  Beweisea  durchzanebmen,  so  fragt  es  sich,  ob  doa  vorgeechriebeu 
mathematische  Penaum  in  der  zur  Terfügung  stehenden  Zeit  auf  dien 
Weise  erledigt  werden  kann.  Ein  sehr  wichtiges  Erfordemiaa  eines  Lehr- 
buches ist  es  dagegen,  dass  die  Lehrsütze  in  einer  begtimmten  and  ib 
Iceiner  Zweideutigkeit  veranlassenden  Form  ausgesprochen  werden.  Hiennf 
ist  aber  nicht  immer  genügend  EUckeicht  genommen  worden-  Als  Beispiel) 
mögen  folgende  F&Ue  dienen.  Lehrsatz  23;  Zwei  Dreiecke  sind  congmenl, 
wenn  sie  in  einer  Seite  and  zwei  Winkeln   übereinstimmen.     Lebnatc  61: 

Die  Summe  der  Diagonalen  eines  «  Ecks  ist  gleich  =■    An^  die 

Beweisführung  ist  nicht  immer  die  einfachste,  wie  z.  B.  im  LehriaU;  5T, 
in  welchem  es  sehr  wohl  möglich  ist,  mit  einer  Hilfslinie   auEEukommeo. 

■ Max  Mktbb. 

Arithmetisclie  Aufgaben.     Mit  besonderer  BerückBichtigung   ron  Anwend 
ungen  aus  dem  Gebiete  der  Geometrie.  Trigonometrie,    Physik  and 
Chemie.    Zum  Scbiilgebraucb,  sowie  «um  Selbstunterricht  beorbaiW 
von  Dr.  llcao  Fenkner.  Ausgabe  A) :  Für  Gymnasien ,  Real  gymnasial 
und  Ober  real  schulen.     Pensum   der  Prima.     Verlag    von  Otto  S^e. 
Braun  schweig  1893. 
Die  unter  dem  vorstehenden  Tit«l  erschienene  Sammlung  enthalt  hm 
reiche  Auswahl  von  Aufgaben  aus  dem  gesammten  für  Prima  bestintmta 
Gebiete,  welche  besonders  durch  die  Anwendungen  auf  Physik  and  Chemit 
anregend  wirken.     Der  Inhalt  ist  fotgendermassen  eingetbeilt: 
Erster  Abschnitt:         Maxima  und  Minima. 
Zweiter  Abschnitt:      Die  Combinationalehre. 
Dritter  Abschnitt:       Der  binomische  Lehrsatz. 
Vierter  Abschnitt:      Elemente  der  Wabrscheinliohkeiisrechnnng. 
Fünfter  Abschnitt:     Die  Kettenbrüche. 
Sechster  Abschnitt:    Rechnung  mit  complezen  Zahlen. 
Siebenter  Abschnitt:  a)  Arithmetische  Reiben  höherer  Ordnung; 

b)  Die  Exponentiatreibe  und  die  1  ogaritb mische  Be>lu; 

c)  Die  Convergenz  der  unendlichen   BeiheiL 
Achter  Abschnitt:       Gleichungen  dritten  Grades. 

Neunter  Abschnitt:     Gleichungen  vierten  Grades. 

Anhang:  Unbestimmte  Gleiobungen. 

Ob  dieses  Werk  allerdings  sich  zum  Selbstunterricht  eignet,  dorfb 
vielleicht  zu  bezweifeln  sein,  denn  dazu  sind  die  den  Aufgaben  vom- 
gehenden  Erläuterungen  hUußg  zu  kurz  gefasst.  Besonders  gilt  dies  f« 
dem  Abschnitt  der  Combinationslehre  und  den  arithmetischen  Reihen  höher» 
Ordnung.  In  der  Schule  dagegen  dürfte  aus  den  oben  angefVhrt«n  GrOadn 
dieses  Werk  seinem  Zweck  vollkommen  entsprechen.  Mai  Uxm 


Sie  Quadratur  dea  Ereüea  toh  Dr.  Andk.  Özksowski.  Selbstverlag  des 
Verfasaers.  Ie  Commisaion  von  W,  NieaiotowBki.  Oatrowo  1893. 
Eine  eroBte  wiasensohartlicbe  Besprechung  kana  man  dem  vorliegenden 
Werke  beim  besten  Willen  nicht  zu  Theil  werden  lassen,  nnd  es  wird, 
am  die  grosse  Sachkennlnisa  des  Verfassers  zu  Teranschaulichen,  genügen, 
wenn  nir  einzelne  seiner  Ausspräche  anfUhreo.  So  sagt  er  z.  B.  Seite  6: 
,,E9  ist  uns  auch  bekannt,  dass  materielle  Kreise,  die  einem  von  allen 
Richtungen  her  gleichmässigaa  Drucke  ausgeselzt  werden,  sich  in  gleich- 
seitige Sechsecke  verwandek.  Die  Kreislinie  verwandelt  eich  hierbei  in 
eine  gerade  Linie."  Ferner  behauptet  er,  dasa,  wenn  man  auf  die  Seite 
eines  regelmässigen  Sechsecks  vom  Mittelpunkte  des  umschriebenen  Kreises 

ein  Loth  fdllt,  dieses  Loth  gleich  -^  des  Radius  ist.    Zum  Schluss  gelangt 

der  Veifaiser  zu  folgendem  Resultat:  Der  Umfang  des  Kreisea  ist  gleich  — =— > 

der  Inhalt  gleich  Ii*.3.  »Wir  sehen,  dass  wir  den  Kreisumfang  bisher 
zu  klein  und  die  Kreisfläche  zu  grr>ss  berechnet  haben''.  Besonders  genuss- 
,  reich  gestaltet  sich  das  Studium  dieser  Abhandlung  dadurch,  dass  der 
Verfasser  aus  Princjp  seine  Figuren  nicht  erklärt  hat.  Er  spricht  sich 
darüber  folgendermassen  aus:  „Es  wtirde  auareichen,  nur  die  mathematische 
Figur  zu  liefern,  die  gemeinverständlich  ist,  und  zu  der  eich  Jeder  die 
Lehrsätze,  Behauptungen  und  Beweise  in  seiner  Muttersprache  aufstellen 
kann!"  Diese  Bemerkungen  mSgen  genUgen,  um  den  wissenschaftlichen 
Werth  dieser  Arbeit  zu  kennzeichnen.  Allen  Denjenigen,  welche  sich  einmal 
aine  heitere  Stunde  bereiten  wollen,  kännen  wir  die  Lectüre  derselben 
dringend  empfehlen.  M^x  Meyer. 

Grnndzttge  der  Differential  •  nnd  Inte^alrechnnng  von  Dr.  Otto  Stolz, 
ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Innsbruck.    Erster  Theil:  Reelle 
Veränderliche  und  Functionen.     Mit  vier  Figuren    im  Text.     Druck 
und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     Leipzig  1893. 
Das  vorliegende  Werk  ist  vor  allen  Dingen  für  Denjenigen  zum  Stadium 
geeignet,    welcher    in    die    Differential-    und  Integralrechnung   vom  Stand- 
punkte der  neueren  Funotionentbeorie  eingeführt  werden  will,     Für  einen 
AnfUnger    ist    dasselbe    indessen    weniger    geeignet,    da    die    funetionen- 
theoretiscben    Grundlagen    nicht    eingebend    genug   behandelt  worden  sind 
und   auch    üemlioh    bedeutende  Vorkenntnisse   in   der    ßeihentheorie   und 
Algebra  voran f^geset^t  werden.    Sehr  an erkennens werth  ist  die  Gründlichkeit 
und  Strenge  in  der  Ableitung  der  einzelnen  Bevreise.    Besonders  interessant 
ist    der   Abschnitt    über  Maxima    und   Minima,    in    welchem    der  VerfasBer 
auch    seine   eigenen  Untersuchungen    über    Functionen    mehrerer  Verändei 
liehen  daistellt.    Dem  gewählten  Titel  bleibt  er  indessen  nicht  immat  tc^w., 


indem  er  bei  der  Eatwickelung  der  algebraisoben  Fanctionsn  auch  compleie 
VerUtiderliche  htiiEiizielit.  In  der  Integralreohnaiig  ist  noch  bejondan 
hervoizubebeu,  dasa  der  Zweck  und  die  Verwendbarkeit  der  eimeLneci 
^etbodeo  iintaer  deutlich  bervorlritt.  Max  Meteb. 

Kritüolie   Ornndlegnng   der  AritlimetilE  von    Heinrich   Kloock.     R5hi 
scheid  &  Ebbecke.     Bonn  1893. 
Die  vorliegende  Schrift  zerftillt  in  vier  Theile: 

I.  Äuffindunga Zeiten    und  uiaprUagliche  Form  der  baaptskh- 

lichsten  Neuheiten  meiner  „Neuen  Aritlinietik ", 
II.  Die  Ärithraetik  Euklids, 
m.  Euler, 
IV.  Dühring, 
und  bildet  die  Vorbereitung  zu  einer  Arithmetik,    die   der  Verfasser  dem- 
nächst  erscheinen    lassen    will.     Der    erste  Theil    besteht    ans  einer  ßeüie 
von  Aufzeichnungen,  welche  genau  mit  dem  Datum  ihrer  Entstehung  m- 
Beben    worden    sind.     Wenn    es   nun    wohl  aiicb  interessant  ist,    bei  eintin 
hervorragenden  Werke    den    allmäligen    Ent w ick elungs gang    verfolgen   w 
können,   so   darf  man  das  in  Bezug  auf  ein  noch  an ver offen Uichles  Bod 
wohl    gerade    nicht    behaupten.    Da   der  Verfasser  auch   Vieles   angefttbrt, 
was  er  spater  als  irrthUmlich  wieder  verworfen  hat,  so  bt  es  sehr  sehmcri^ 
dasjenige  herauszuheben,  was  er  definitiv  bestehen  lassen  will.     Sein  liaii|it- 
sBcblicber  Widerspruch  gegen  die  bisherige  Arithmetik  beruht  darauf,  dM 
er  die    negativen    irrationalen    imaginären    Grössen    nicht    als    eigentlich 
Zahlen  anerkennen  will;  sie  sind  nach  ibm  nur  aufgeschobene   Rechnung»- 
Operationen.     Indem    er    versucht,    die    einzelnen  Rechnungsarten  auf  «iae 
einfache  Weise  abzuleiten,  giebt  er  für  dieselbe  folgendes  Schema: 


-Bftsia               -Inder              -Product 

Prim- 

a           +           b           -        c 
(Äugend)              (Addend)            (Summe} 

Bi- 

a              .             b            -         e 

CMulUplioant)      (Multiplicfttor)      (Product) 

Tri- 

a         hoch         b           —        c 
(Basis)              (Eiponent)           (Potenz) 

tOr  w 
L  Auf  i: 

LI. 


Es  wird  nun  die  Frage  aufgeworfen,  ob  man  dieses  Schema  siebt 
erweilern  und  so  zu  neuen  Rechnungsarten  gelangen  bGnnt«,  nitd  d«r 
Verfasser  findet  eine  solche  Erweiterung  in  dem  Ausdruck  o  j"  j"  ', 
für   welche   er   die  Bezeichnung  «("'  oder  d  in    der  n*"'  Bipotenx  dn^tt 

die  ünterBacbosg  äieaei  tit&a«a'D.  ^kd.  aber  nicht  weiter  eingegi 
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und  als  Grund  hierfdr  Folgendes  angegeben:  „Jedoch  kamen  mir  schon  die  Bi- 
potenzen  so  widerlich  onzugäoglich  vor,  dass  ich  überhaupt  nicht  versacht  habe, 
die  Intraimaginarität  ihrer  selbstverständlichen  ümkehrungen  zu  erproben.^ 

Die  folgenden  Abschnitte  enthalten  nicht  eine  Besprechung  der  ge- 
sammten  Arithmetik  der  drei  oben  genannten  Mathematiker,  sondern 
beschränken  sich  auf  die  Erörterung  einzelner  Punkte.  Wie  sich  der  Ver- 
fasser im  Allgemeinen  za  diesen  stellt^  ist  schon  durch  das  Yorheigesagte 
gekennzeichnet.  Bei  Euklid  wird  besonders  die  Anordnung  der  Sätze  im 
siebenten  Bache  gerügt.  Sehr  scharf  wird  mit  Euler  umgegangen,  über 
dessen  Algebra  der  Verfasser  folgendes  ürtheil  abgiebt:  ^^In  behaglicher 
Breite  wird  die  mathematische  Zeichensprache,  wie  sie  sich  in  den  letzten 
Jahrhunderten  herausgebildet  hatte,  erläutert.  In  fast  allen  Capiteln  scheint 
das  die  Hauptsache  zu  sein.  Die  Lehrsätze  werden  nur  so  beiläufig  als 
leicht  durchschaubare  Wahrheiten  angeführt.  Statt  der  gründlichen  und 
strengen  Beweise  Euklid 's  findet  man  hier  höchstens  Erprobungen  ihrer 
Richtigkeit  an  einzelnen  Beispielen  bestimmter  Zahlen '^  Und  ferner: 
,,Wem  also  daran  liegt,  die  mathematische  Sondersprache  und  -Schrift, 
sowie  die  Hauptsätze  der  Arithmetik  an  sich  ohne  schärfere  Begründung 
kennen  zu  lernen  oder  sich  wieder  ins  Oedächtniss  zurückzurufen,  dem 
wird  die  lesbare  und  ausführliche  Darstellung  Euler's  gute  Dienste  thun/' 

Viel  günstiger  wird  die  Arithmetik  Dühring's  behandelt,  mit  welcher 
sich  der  Verfasser  in  vielen  Punkten  einverstanden  erklärt.  Auf  alle  Einzel- 
heiten der  vorliegenden  Schrift  einzugehen,  können  wir  wohl  vorläufig  ver- 
zichten. Der  geeignete  Zeitpunkt  hierfür  dürfte  erst  dann  gekommen  sein^  wenn 
in  dem  angekündigten  grösseren  Werke  eine  zusammenhängende  und  eingehende 
Darlegung  der  Grundprincipien  gegeben  sein  wird.  ^^^  Meyer. 


The  Method  of  Indeterminate  Coeffloients  and  Ezponents  applied  to 
Differential  Equations.  Dissertation  submitted  in  partive  fnlfilment 
of  the  requirements  for  the  degree  of  doctor  of  philosophj  in  the 
university  facultj  of  pure  Science,  Columbia  College  hj  Edwin 
MoRTiMBB  Blake  ,  E.  M.     New  -York  1893.  ^ 

Der  Verfasser  behandelt  in  den  ersten  beiden  Abschnitten  Systeme 
von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ^  die  aus  einer  endlichen  oder 
unendlichen  Summe  von  Oliedem  der  Form 

bestehen,  wo  K  und  die  Exponenten  compleze  Constanten,  x  die  unab- 
hängige, yi*..yn  die  abhängigen  Veränderlichen  sind.  Er  sucht  diese  durch 
Reihen  mit  complexen  Coeifiqienten  zu  integriren  unter  Anwendung  der 
Transformation  y  —  a;^+  '^(C  +  t/). 


Dieselbe  Methode  wird  sodann  im  dritten  Abeclmitte  aof  «in  Syiten 
von  partiellen  Differentialgleichnngea  angewendet,    deren  linke  Seiten  na 

Summen  der  Form  beBtehen; 

Im  vierten  Abschnitte  werden  einige  Beispiele  fOr  die  Anwendbarkeit 

der  Methode  gegeben.  Max  Mbyes. 

Lehibncli   der   Stereometiie.      Auf   Grund   von   Dr.  Ferd.  KouiiERtu.'» 

Lehrbuch  neu  bearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Guido  Hauck,  Geh. 

ÜegieruQgsratb  und  Professor  an  der  Ktinigl.  Technischen  Hoobscbule 

zu  Berlin  (frUber  Professor  an  der  RönJgl.  Oberrealschale  za  Tübingen). 

Siebente  Auflage  (sechste  der  Neubearbeitung).  Verlag  der  H.  Lanpp- 

sehen  Bucbhaudluug.     Tübingen   1893. 

Das  Werk  zerläUt  in  drei  Bücher.     Im   ersten   wird    das  Verhältcin 

der  Geraden  und  Ebenen  im  Baume  behandelt,  im  zweiten  kramme  Flichea 

und  Vielkant,  und  im  dritten  Polyeder  und  Umdrehungskörper.     Der  InLaUt 

ist    sehr    reichlich    bemessen    und    im  Besonderen    ist    die  ELafübmng  du 

Priamatoids    im  Vergleich    zu    anderen  Lehrbüchern    eine    sehr    glückliche. 

Eine    fernere  Abweichung   von   den  gebräuchlichen  Werken  besteht  in  dn 

Benennung   einiger  Körper.     Wenngleich   auch   im  AJlgemeinen    in  diettr 

Beziehung  die  möglichst  grösate  Einheitlichkeit  zu  wünschen  ist,  so  dOrfUn 

doch  die  hier  eingeführten  Namen  schon  ihrer  Kürze  wegen  sich  empfehlec 

Die  Beweise  sind  leicht  verstUndüch  dargestellt;  störend  wirkt  es  nur,  dw 

fast  durchgängig,  je  nachdem  zwei,  drei  nnd  vier  Lehrsätze  zusammengertrlh 

sind,   die  Beweise  dann  erst  der  Reihe  nach  gegeben  werden,    ohne  iiM 

hierdurch    eine    wesentliche    Baumersparniss    bewirkt    wird.      In    den   dem 

eigentlichen  Lehrtheil  folgenden  Anhüngen  scheint  vielfach  die  Kraft  cdna 

Durchscbnittschülers  tlberschlttzt  zu  sein.    Vielleicht  empßehlt  ea  sich  and, 

SStze,  auf  die  späterhin  Bezug  genommen  wird,  von  dem  Anhang  is  da 

Haupttheil  zu  versetien.  Mai  Mstes. 

Der  CoordinafenbegriS  und  die  Kegelschnitte  in  elementarsr  Bebaadliug 

Ein  Beilrag    zur   Einführung    der   neuen  Lebrpl&ne    vom  Oberlehiu 

Dr.  WiLHELU  Eriuphoff.     Program  in  beiiage  zum  Jahresbericht  ia 

Künigl.  Gymnasiums  za  Paderborn.    lunfermann'eche  Buchdrucketti. 

Paderborn  1893. 

Es  wird  zunächst  der  Coordinatenbegriff  kurz  auseinander  gesetzt  und 

die  Gleichung  der  geraden  Lioio  und  des  Kreises  abgeleitet.     Sodann  wend«! 

sich    der  Verfasser    zur  Theorie    der    Kegelschnitte,    von    welchen    in   Jhb 

vorliegenden  Theile  nur  die  Ellipse  behandelt  ist.     Die  beireffenden  Leb^ 

Sätze  werden  aber  auf  rein   synthetischem  Wege    abgeleitet,    während  di» 

GJeichuDg  der  Ellipse  erst  ixan  Sn'nVii&a  eiAmc'sA'!.  "bwä.,    Aof  dieM  T 
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iflblt  die  eigentliche  Yerbindung  zwisclieu  dem  ersten  und  i^weiten  Tbeile, 
und  der  Schüler  erkennt  hierbei  nicht  die  Bedeutung  der  Coordinaten  für 
die  Behandlung  der  Kegelschnitte.  Dass  die  Abhandlung  nar  die  m 
wendigsten  Siltze  enthalt,  ist  bei  ihrem  geringen  Umfange  von  32  Seiten 
wohl  selbstverständlich, Max  Meter. 

Synthetische  Geometrie  der  Eegeleohnitte  nebst  Uebungsnufgaben  für  die 

Prima  höherer  Lehranstalten  von  Dr.  J,  Lange,    Oberlehrer  an  der 

Fr.  Werder'scben  Ober  real  schule  in  Berlin.    Verlag  von  H.  W.  Müller. 

Berlin    1893.     Preis   1.20  Mk. 

Zunächst  werden  die  wichtigsten  Sätze  über  die  harmonischen  Gebilde 

kurz    abgeleitet    und    die  Fundamen taleigenschaften    der  Ellipse,    Hyperbel 

und  Parabel  auf  elementarem  Wege  entwickelt.     Sodann  werden  diese  drei 

Curven  als  Schnitte  eines  geraden  Kegels  mit  einer  Ebene  betrachtet,  nnd 

die    Erörterung    für    dieselben    von    hier   ab,    so    weit    dieses    möglich    ist, 

gemeinsam  durchgeführt.     Die  Auswahl    der    gebotenen  Lehrsätze   ist  sehr 

reichlich,    so  dass  in  dieser  Beziehung  wohl  allen  Wünschen  genügt  wird. 

Die  letzten  Abschnitte  über  projectivische  nnd   involutorische  Beziehungen 

hätten    allerdings    entbehrt    werden    können,    deun    diese    Ontersuchungen 

erhalten  nur  dann  ihre  richtige  Bedeutung,  wenn  sie  als  Grundlage  einer 

Theorie    der  Kegelschnitte    dienen,    während    sie    hier  nur   in  einem  losen 

Zueammenhang  mit  dem  Vorhergehenden  stehen.  u^x  Meter. 

Elementar  •synthetische  KegelschnittBlebre.  Zum  Gebrauch  an  höheren 
Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Handel,  Oberlehrer  am  Königl, 
Realgymnasium  zu  Reicbenbach  i.  Schi.  Weidmann'scbe  BucbhEudluDg. 

Berlin  1893. 
Das  unter  dem  vorstehenden  Titel  erschienene  Lehrbuch  stellt  sieb  die 
Aufgabe,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  elementar -synthetischem  Wege 
mit  Ausächlnss  der  projecti  vi  sehen  Beziehungen  dariusttUen.  Dasselbe 
behandelt  in  den  ersten  Abschnitten  Parabel,  Ellipse  und  Hyperbel  getrennt. 
Im  vierten  Abschnitte  werden  sie  gemeinsam  als  Sehnilte  eines  Kegels  mit 
einer  Ebene  abgeleitet  und  hieran  die  Siltze  über  Pol  und  Polare  angeschlossen. 
Die  Aufeinanderfolge  der  Lehrsillze  ist  für  die  drei  einzelnen  Curven  mög- 
lichst übereinstimmend  angeordnet  und  bei  der  Beweisführung  oft  nur  anf 
den  entsprechenden  Satz  bei  der  Parabel  verwiesen.  Eine  gewisse  Ver- 
einfachung wird  durch  den  von  dem  Verfasser  im  Jahre  1889  veröffentlichten 
Satz  herbeigeführt,  dass  der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  von  den  Brenn- 
Btrahlen  der  Berührungspunkte  gleicbweit  entfernt  ist.  (Metrische  Bezieh- 
ungen an  Tangententiguren  der  Kegelschnitte.  Ostein  1889.  Im  Commissiona- 
verlag  von  Meyer  &  Müller.  Berlin.)  Eine  reiche  Sammlung  von  üebunga- 
aofgaben  bildet  den  Schluss  des  Werkes.  ^(.-j.  \v.«.-i.v.'&.. 
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T&flojry  of  ßinotiona  of  a  oomplex  v&riabl«,  b;  A.  R.  Fobbtth,  So.  Di, 
F.  R,  S,,  Fellow  of  Trinity  coUoge,  Cambridge  —  üoiTersitjr  Pr«, 
1893  —  XXII  und  682  S. 

Die  Handbücher  der  Functioaentfaeorie ,  über  welche  die  modene 
Mathematik  verfügt,  sind  bialaog  zumeist  von  einem  einheitlichen  and 
damit  auch  freilich  einseitigen  Standpunkte  vetfa^st.  Wir  huben  da  im 
Gebiete  der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  (am  nur  die  Haapt- 
richtuDgen  zu  berDfaren)  neben  Weierstrass'  Theorie  diejenige  Sie- 
mann's,  wir  haben  des  Ferneren  die  von  Clebach  inaagurirte  Behandlnug 
der  algebraischen  Functionen  auf  cnrventheoretiiicher  Basis ,  endlich  etn 
die  dem  arithmetischen  Denken  sinnverwandten  Richtungen  von  Kroceckei 
nnd  Dedekind-Weber.  Im  Gegensatz  zu  dem  bisher  verbreiteten  Branck 
hat  Herr  Forsytb  in  seinem  oben  genannten  Werke  eine  Vielseitigkeil 
des  Standpunktes  bevorzugt,  indem  er  die  aaf  Cauchy,  Weierstraaa  und 
Riemann  zurückgehenden  Zweige  der  Fanctionentheorle  neben  einladet 
behandelt.  Es  ist  dabei  aber  mehr  eine  encyklopädische  Darstellong  u- 
gestrebt,  als  dass  es  sich  um  den  Versuch  einer  organischen  Terscbmelimg 
der  Weierstrass 'sehen  mit  den  Riemann'scbea  Resultatea  gehudeH 
h&tt«.  Fin  solcher  Versuch  hätte  auch  nicht  im  Sinne  des  vorliegeoda 
Buches  gelegen,  das  in  erster  Linie  ein  einführendes  Lehrbuch  sein  wiQ 
und  die  Theorien  von  Cauchy,  Weierstrass  undRiemanu  unternttg- 
Hchater  Wahrung  ihres  jeweiligen  Charakters  darzusteilen  sucht.  Function«*- 
theoretische  Denkweisen,  die  sich  bisher  weniger  in  den  Vordergrund  sldtta 
(wie  z.  B.  die  der  Arithmetik  entsprungene),  werden  bei  Seite  gelusra, 
und  auch  in  den  behandelten  Theorien  wird  weniger  auf  die  EatwicketoBf 
neuer  Probleme  gesehen,  als  vielmehr  auf  eine  ausführliche  and  m^ 
begründete  Darstellung  der  Fundamente. 

Forayth's  Buch  wird  auf  die  Weise  ein  willkommenes  Hilfsinitld 
fQr  das  einführende  Studium,  wobei  in  der  klaren  und  wohlgeordneten  Alt 
der  Darstellung  ein  besonderer  Vorzug  zu  erkennen  ist.  Es  sei  in  diewr 
Beziehung  noch  bemerkt,  dass  dem  Inhaltsverzeichnisise  eine  kons 
Empfehlung  über  eine  zweckmässige  Capitelfolge  beim  ersten  Studium  vonu- 
gesandt  ist,  und  dass  überdies  eine  grosse  Reihe  von  Debangsbeis{iicla, 
wo  es  angeht,  dem  Texte  eingestreut  sind.  Nicbt  minder  wertbvoU  istdu 
vorliegende  Werk  fQr  den  Forscher  zumal  auch  deshalb,  weil  Herr  Forsytli 
mit  an sserordenti icher  Sorgfalt  die  Literatur  der  jeweils  behandelten  Gtga- 
Staude  verfolgt  hat  nnd  die  Nachweise  auf  die  in  Frage  konusenrlu 
Originalabhandlungen  bis  in  die  neueste  Zeit  giebt. 

Die  nachfolgende  Inhaltsangabe  muss  sieb  bei  einem  bo  reichhaltig» 
Werke  natürlich  auf  das  Hauptsächlichste  beschränken. 

In  dem  ersten  eine  allgemeine  Einleitung  entbaltendeD  Capitel  «ird 
die  Interpretation  der  complexen  Veränderlichen  in  der  Ebene  und  auf  da 
iCugeloberääche  beapiocheu  aanwa\,  4%ti  ^cWi^t^^cuf^elu  ,   welche  fflT  ( 


plexe  GrSaaen  gelten.  Die  DeGnition  des  Fanctionsbegriffea  wird  nach 
Riemann  g'egebeu  und  sogleiub  des  Zusammenbangs  dieser  DeSnitioa  mit 
der  Tbeorio  der  conformeu  Abbildung  gedacbt.  Es  folgeti  eine  Reibe 
weiterer  Begriffdbestimmaagea ,  wie  die  der  Eindeutigkeit,  der  Mehrdeutig- 
keit, der  Verzweigungssteile  n.  s.  w. 

Das  zweite  Oapitet  behandelt  die  Integration  im  compleien  Gebiete 
and  ist  iusbesoüdere  der  Ableitung  der  bekannten  Caucby'scben  SUtze  ge- 
widmet, die  auch  noch  im  ersten  Theile  des  folgenden  Capitels  fortgesetzt 
werden.  Zur  Einübung  der  Integrationen  ira  complexeu  Gebiete  sind  in 
einem  besonderen  Paragraphen  des  zweiten  Capitela  mehrere  Beispiele  ans- 
fUhrlich  entwickelt. 

Es  folgt  ein  CapitelUber  die  Potenzreihen  -  Ent  Wickelungen  der  Functionen, 
welche  nach  Cancfay  und  Laurent  gegeben  werden.  Hier  wird  dann 
die  Wendung  auf  Weierstrass'  Theorie  genommen,  indem  im  Anschlusa 
an  die  Potenzreibeu-Entwickelungen  der  Functionen  einige  principielle 
Begriffsbestimmungen  der  in  Rede  stehenden  Tbeorie  abgeleitet  werden. 
Es  handelt  sich  namentlich  um  die  ernte  Art  Unterscheidung  der  Singulari- 
täten in  wesentliche  und  ausserwesentllche,  am  das  Princip  der  analytischen 
Fortsetzung,  sowie  auch  um  das  von  Schwarz  besonders  oultivirte  Priacip 
der  Symmetrie. 

Die  weitere  Fortsetzung  gilt  nun  zunficbst  der  Durchbildung  der 
Weieratraas'sclien  Ideenent Wickelungen  in  der  allgemeinen  Theorie  der 
analytischen  Functionen.  Ein  besonderes  Capitel  wird  neben  einigen  all- 
gemeinen Sätzen  der  Besprechung  der  rationalen  Functionen  gewidmet, 
wahrend  die  Capitel  V  und  VI  den  Stoff  der  bekannten  Abhandlung  von 
Weieratrass  „Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen"  vom 
Jahre  1876  behandeln.  Die  Eintheilung  ist  so  getroffen,  dass  im  ftlnften 
Capitel  die  Functionen  mit  nur  einer  wesentlich  aingulüren  Stelle  unter- 
sucht werden,  im  sechsten  Capitel  diejenigen  mit  einer  endlichen  Anzahl 
solcher  Stellen. 

Das  Hauptinteresse  in  dem  ersten  Tbeile  des  Werkes  haftet  an  den  Aus- 
einandersetzungen im  siebenten  Capitel,  die  eindeutigen  Functionen  mit  unend- 
lich vielen  wesentlicb  singulSren  Punkten  betreffend,  Functionen,  zu  denen 
man  in  neuerer  Zeit  von  verschiedenen  Seiten  her  geführt  worden  ist.  Im  Sinne 
von  Weieratrasa  wird  die  Entwickelung  auf  analytische  Bildungagesetze  der 
Functionen  gegründet,  in  Gestalt  von  Reihen  ent  Wickelungen,  die  entweder  nach 
Potenzen  oder  nach  complicirteren  Functioaen  fortschreiten.  Voran  steht  hier 
die  Behandlung  des  bekannten  Mittag-Leffler'schen  Theorems  über  die 
Darstellung  von  Functionen  mit  unendlich  vielen  wesentlich  singulären  Stellen. 
Des  Weiteren  folgen  die  intereasanten  Untersuchungen  über  die  natürlichen 
Grenzen  analytischer  Functionen,  über  analytische  Bildungsgesetze ,  die  in 
Terschiedenen  Bereichen  der  complexen  Ebene  verschiedene,  in  einander 
nicht  foitsetzbarc  Functionen  darstellen,  über  Functionen  mit  endlich  aua- 
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gedehnten  LUoken  n.  s,  w.  Ea  kommen  hier  neben  Weierstraes  luuneiit- 
lieh  aach  neuere  UntersQcliuiigen  franzSsischer  Aatoren,  wie  Tanaer;  a.A^ 
zur  Geltung.  Besonders  iuterensaute  Beispiele  für  diese  Richtung  d«) 
fanctionentheoretischen  Forschena  liefert  bekanntlich  die  moderne  Theortt 
der  automorpben  Functioneu,  wo  dann  mit  den  Hilfsmitteln  der  (»infonnen 
Abbildung  zumal  das  Zustandekominea  natUrliüher  Grenzen  nnmittelW 
evident  wird.  Es  Hegt  aber  in  der  Disposition  des  Forsjtb'scben  Werk« 
begründet,  dasa  von  diesen  Gegenständen  erst  an  einer  sehr  viel  spBtera 
Stelle  die  Bede  ist. 

In  den  demnScttst  folgenden  Capiteln  war  es  schwer,  einen  einbeitücli 
geordneten  Gedankengang  der  Gesammtentwickelung  zu  Gründe  in  legen. 
Es  hatten  sich  diese  Untersuehungen  zumeist  ohne  Weiteres  in  den  Rahmea 
der  Functionentheorie  von  Riemann  einordnen  lassen,  deren  Darstellang 
mit  dem  vierzehnten  Capitel  anhebt.  Es  war  vielleicht  eine  Conceasion  u 
einen  namentlich  in  der  französischen  Literatur  hervortretenden  Geschmack, 
die  Herrn  Forsy  tb  veranlasste,  die  Besprechung  der  mehrdeutigen  (naineLi- 
lieh  algebraischen)  Functionen,  der  Perioden  der  Integrale,  der  doppelt- 
periodischen  Functionen  u,  s.  w.  hier  den  eigentlichen  ßiemann'scbti 
Capiteln  vorweg  zu  nehmen;  vielleicht  lag  anch  der  Wunsch  vor,  die  an- 
lytiäcben  Bildungsgesetze  der  Functionen  hier  von  vornherein  mehr  in  da 
Vordergrund  zu  stellen,  als  dies  innerhalb  der  Riemann'schen  Fancttonetr 
theorie  geschieht.  Iilan  wird  ja  auch  sagen  dürfen,  dass  die  Behandlsij 
der  doppeltperiodischen  Functionen  durchaus  in  dem  bekannten  Stile  ni 
Weierstrass  gehalten  ist,  und  dass  zumal  das  dreizehnte  Capitel  (die 
Functionen  mit  einem  algebraischen  Additlonstheorem  betreffend]  gm 
Weierstrass  eigen  ist.  Immerhin  darf  man  den  Gedanken  andentan, 
dass,  wenn  irgendwo,  hier  ein  Zusammengehen  von  Weierstrass  ud 
Biemann  möglich  gewesen  wäre,  und  dass  die  dem  R  iemann'scbei 
Denken  so  sinn  v  er  wandten  Entnickelongen  der  Capitel  VIII  bis  21  Utk 
nach  den  principiellen  Itie  mann'schen  Capiteln  (XIV  flg.)  als  Ai» 
fOhrungen  der  letzteren  gute  Dienste  leisten  könnten.  Dass  sich  abrigcn 
die  in  den  wenigen  Capiteln  IX  bis  XHI  entworfene  Theorie  der  elliptiBcho 
Functiouen  durch  ausserordentliche  Reichhaltigkeit  anszeichnet,  konii  ovt 
rühmend  anerkannt  werden. 

Die  Capitel  XIV  bis  XVIII  sind  der  Theorie  der  Riemann'jclwo 
Flüchen  genidmet,  und  man  hat  in  diesen  fünf  Capiteln  einen  besraden 
werthvoUen  Theil  des  F  orsyth'schen  Werkes  zu  sehen,  der  sich  ebenso 
sehr  durch  umfassende  Gründlichkeit,  wie  durch  klare  Anordnung  im  Ein- 
zelnen auszeichnet.  So  darf  besonders  anerkannt  werden ,  dass  in  Jm 
Capiteln  über  die  topotogiscbe  Behandlung  der  Hiemann'scbea  Flldiu 
auch  die  bezüglichen  Theoreme  von  LUr oth  und  Clebscb  bchuulcll 
werden ,  denen  man  vielfach  nicht  die  ihnen  gebührende  Beachtung  schenkt. 
Besonders  wird  man  eä  b^wWW^OTamtketi ,  diiss  im  Capitel  XVII  der  £ 
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a'schen  Bxiatenttbeoreroe  nach  den  Methoden  ron  Schwärs 
auaftlhrlich  entwickelt  wird.  Dass  in  dem  reichhaltjgen 
Capitel  XVJII  (Änwendangen  der  EiiBtenztbeoreme)  viele  GegenGtände  be- 
rührt werden,  deren  volle  Durchbildung  nnr  beBondere  Monographieen 
geben  können,  versteht  sich  ja  von  selbst.  Zum  Zeichen,  daaa  Herr 
Fora^th  auch  hier  die  Literatur  bis  in  die  neueste  Zeit  verfolgt  bat, 
erwähnen  wir  etwa  die  multiplicativen  Functionen,  auf  welche  Appell  vor 
wenigen  Jahren  die  Aufmerksamkeit  lenkte ,  und  die  jetzt  eben  durch 
Hurwitz  und  Ritter  des  ausführlichen  untersucht  sind. 

Die  letzten  vier  Capitel  (XIX  hia  XXII)  bilden  wiederum  eine  Gruppe 
von  zusammen  gehörigen  Capiteln.  Dem  Charakter  der  in  Frage  kommenden 
Fnnctionen  nach  kQncte  man  übrigens  auch  schon  die  am  Schlüsse  des 
Capitel  XVIII  gegebenen  Entwickelungen  Über  Di fferentialgl ei c bangen  hierzu 
rechnen.  Es  folgt  zunächst  in  zwei  Capiteln  (XIX  und  SX)  eine  eehr 
interessante  Theorie  der  conformen  Abbildungen,  welche  bis  hierhin  ver- 
schoben wurde,  um  auf  diese  Weise  den  Eingang  zu  den  Untersuchungen 
von  Schwarz  über  Dreiecksfun ctionen  za  gewinnen,  sowie  dann  weiter 
zu  den  Untersuchungen  von  Klein  und  Poincar^  über  automorphe 
Functionen.  Capitel  XIX  giebt  ausser  aligemeinen  analytischen  Grundlagen 
der  conformen  Abbildungen  eine  grosse  Reihe  von  Beispielen ,  wobei  vor 
Allem  die  von  MSbiuE  als  Kreisverwandtschaften  bezeichneten  Abbildungen 
und  deren  von  Klein  gelieferte  Artentheilung  Berücksichtigung  finden. 
Biemann's  Grundsatz  von  der  Möglichkeit,  einfach  zusammenhängende 
Bereiche  auf  einander  conform  abzubilden ,  ist  an  die  Spitze  von  Capitel  XX 
gestellt.  Die  Anwendungen  beziehen  sich  auf  die  Abbildung  von  Polygonen 
mit  geradlinigen  oder  kreisförmigen  Grenzen  auf  eine  Halbebene.  Im  Be- 
sonderen wird  wieder  auf  Drei ecksfnn ctionen  epecificirt,  und  zumal  auf 
diejenigen,  welche  in  der  Theorie  der  regulären  Körper  auftreten. 

Herr  Forayth  ist  solchergestalt  an  die  Theorie  der  automorphen 
Functionen  unmittelbar  herangekommen,  und  es  lag  der  Wunsch  nahe, 
dem  Leser  auch  noch  hiervon  ein  kurzes  Bild  zu  vermitteln.  Diesem  Zwecke 
dienen  die  beiden  Schlusscapitel,  die  gm ppen theoretisch  hez.  functionen- 
theoretisch  gehalten  sind ,  und  die  sich  an  die  Theorie  der  Modulfunctionen, 
sowie  an  die  bekannten  Arbeiten  Foincart's  anachliessen.  Es  sollte  sich 
hier  natürlich  nur  um  einige  Stichproben  dieser  ausgedehnten  Theorie 
handeln,  wobei  Übrigens  bemerkt  sein  mag,  dass  die  Begriffe  der  eigent- 
lichen und  uneigentlichen  Discontinuität  znar  nach  den  bezüglichen 
eben  Festsetzungen  (in  den  Acta  mathem.  Bd.  III  S.  57)  ge- 
braucht sind ;  dass  aber  der  Zweckmässigkeit  dieser  Festsetzungen  -berech- 
tigte Bedenken  entgegenstehen.     Die  Folge  ist  z.  B.  die  Inconvenienz ,    dass 

von  Bi&nchi  u.  A.  untersuchte  Gruppe  mit  ganzen  complesen  Coeffi- 
cienten  der  Form  {a-\-ib)  hier  uneigentlich  discontinnirlich  heiast,  ob- 
wohl   ihr   eine   reguläre  Eintheilung   des  Raumes  in  endlich  ausgedehnte 


Polyeder  zur  Seit«  stebt.  Im  functionentheoretiBchen  Capitel  (XXII)  «erdeo 
aaBser  einigen  nuf  die  Theorie  der  regulären  KSrper  bezQglicbeii  Ent- 
wickeluBgen  die  Poincarö'schen  ©Reiben  ausführlicher  betrachtet.  Ebta 
diese  Reihen  waren  es,  vermöge  deren  Poincari^  seiner  Zeit  die  Existeni  im 
automorphen  Functionen  bewie§.  Hierbei  darf  bemerkt  werden,  dass  die 
inzwischen  auf  das  Schwarz'ache  alternirende  Verfahren  baairt«n  directen 
Existeuzbeweise  der  automorphen  Functionen  nicht  mir  vollen  Ereati  für 
die  Poincarö'achen  Beweismethoden  liefern,  sondern  nach  gewisser  Seile 
hin  sich  als  weitertragend  erweisen. 

Der  grosse  Werth  des  Forsytb'schsQ  Werkes  als  eines  zaYerl&saiges 
Handbuchs  der  modernen  Functiouentheorie  wird  nur  noch  erhöbt  irtnh 
mehrere  ausführliche  Sach-  und  Äutorenregister,  welche  dem  Schiasse  des 
Baches  angehängt  sind.  _^_^^_^_  R.  Fkicke. 

Btndien  über  die  Rednction  der  Fotentialgleichnng  aaf  gewöholidie 
DifferentialgleicbangeiL  Ein  Anhang  zn  Heine's  Handbuch  der 
KngelfuQctionen.  Von  Dr.  E.  Haentzschbl.  G.  Reimer.  Berlin  1893. 
180  S.    6Mk. 

Nachdem  Lam6  das  Sjstem  der  dreifach  orthogonalen  kmmmliQ^ 
Cootdioaten,  speciell  zur  Behandlung  des  Ellipsoidproblems  die  elllptiwte 
Ooordinaten  eingeführt  hatte,  entstand  die  Frage,  ob  ausser  den  Flldm 
zweiten  Grades  noch  weitere  sich  rechtwinklig  schneidende  FlKcheoschuteii 
vorhanden  sind.  Als  solche  wies  HerrMoutard  die  CyklidenflSchen  tnck, 
weiche  später  auch  von  Herrn  Darbouz  und  Herrn  Wangerlo  auf  aDdem 
Wege  gefunden  worden  sind.  Weitere  Baispiele  von  solchen  Fl  Stehen  gatlimgcB 
kennt  man  bis  jetzt  nicht. 

In  innigem  Zusammenhang  mit  dieser  Frage  steht  die  aoderei  Ftt 
welche  Körper  ist  es  möglich,  bei  der  Berechnung  des  PotenUtll  dit 
Potentialgleichung  AV=^0  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  ta  n- 
duciren?  Die  Herren  Schwarz,  Wangerin  und  Darboai  haben  iitl 
mit  diesem  Gegenstände  eingehend  beschäftigt.  Die  vorliegend«  Arbnl 
stellt  sich  als  eine  wesentliche  Ergänzung  und  werthvolle  Fortsetzung  dieNT 
Untersuchungen  dar.  Es  ist  zu  einem  Theile  eine  zusammenhängende  Dir 
Stellung  der  vom  Verfasser  schon  früher  an  verschiedenen  Stellen  veröffent- 
lichten Besultate  (E.  Haentzscbel,  „Ueber  das  Cartesische  Ot»1*. 
Grunerts  Archiv  69.  1883.  —  „Ueber  die  Reduction  der  Gleichung  A7=s'J 
auf  gewöhnlicbe  Differentialgleichungen.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  da 
L am 6 'sehen  Functionen  zweiter  Ordnung,"  Inauguraldissertation.  Jeu 
(Berlin,  Mayer  und  Müller)  1883.  —  „Ueber  den  funclionentbeoreliadiM 
Zusammenhang  zwischen  den  Lamu'gchen,  Laplaoe'scben  und  Bessel- 
Bchen  Functionen."  Scblömilch's  Zeitschr.  für  Mathem.  ond  Physik  31, 
1886.  —  „Zur  Theorie  der  Functionen  des  elliptischen  Cylindera".  Progrsmm 
}  itealgymnasiums  zu  Duisburg  1886.- — „Ueber  die  Differoutialgleit 
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der  Functioiieii  des  parabolischen  Cylinders. ^  Sohl($milch'B  Zeitschr.  für 
Mathem.  nnd  Physik  33,  1888.  —  „üeber  die  Fonrier-BeBsel'sche 
Transscendente.''  Schlömilch'sZeitschr.far Mathem. nnd Phy8ik33, 1888.— 
nBeitrag  znr  Theorie  der  Functionen  des  elliptischen  nnd  des  Ereiscjlinders." 
Programm  der  III.  städtischen  Realschule  zu  Berlin  1889). 

Die  Hauptresultate  der  Herrn  Wangerin  zugeeigneten  Arbeit  sollen 
kurz  angedeutet  werden  (vergl.  das  Referat  in  den  Verhandlungen  der  phjsi* 
kaiischen  Gesellschaft  zu  Berlin.    Jahrg.  12  Nr.  1). 

Herr  Wangerin  hatte  in  seiner  Preisarbeit  gefunden ,  dassdie  Reduction 
der  Potentialgleichung  auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  nur  für  solche 
Rotationskörper  ausführbar  ist ,  deren  Meridiancurve  die  ebene  algebraische 
Isothermencurve 

darstellt.  Der  Verfasser  findet  eine  viel  allgemeinere  Meridiancurve ,  näm- 
lich jede  ebene  algebraische  Isotherme,  definirt  durch 

Als  Fundamentalcurve  ergiebt  sich  das  cartesische  Oval,  das  durch 
eine  Inversion  mit  reellen  Coefficienten  die  Curve  des  Herrn  Wangerin, 
durch  eine  solche  mit  complexen  Coefficienten  die  Curve 

Ä{a?  +  r^*  +  Bx{ix?+r^  +  Cr{si?+f^)  +  Dix^  +  Er^ 

+  Fxr+Gx  +  Hr  +  J==0 

liefert.  Aus  der  letzteren  erhält  man  Rotationskörper  von  der  achten 
Ordnung.  Vermittelst  der  Transformationstheorie  der  elliptischen  Functionen 
Iftsst  sich  leicht  übersehen,  dass  die  Zahl  der  Meridiancurven  ins  un- 
begrenzte gesteigert  werden  kann. 

Die  Lösung  des  in  Rede  stehenden  Problems  hängt  für  Rotations- 
körper ab  von  der  Integration  einer  Differential|rleichung  zweiter  Ordnung^ 
dnrch  welche  gewisse  Lam^^sche  Functionen  zweiter  Ordnung  definirt 
werden.  Der  Verfasser  unterscheidet  zwei  Typen  von  derartigen  Lamö- 
schen  Functionen;  der  erste  ist  definirt  durch: 

^-[a(pw-ez)-Ä*]y, 
der  zweite  durch:        ,«        r-  /  n/  \         -i 

du*      L         pu  —  ei  J 

Unter  den  verschiedenen  Gattungen,  die  jeder  der  beiden  Typen  ent- 
hSQt,  werden  besonders  zwei  hervorgehoben,  die  Lamö-Hermite'schen 
und  die  Lamö -Wangerin 'sehen  Functionen,  dort  ist  a  *  n(n  +  1),  hier 

ist  «  «»  V*  —  j>    wo  n  und  v  ganzzahlig   sind.     Ordnet   man  den  Lam6- 

Hermite'schen  beziehungsweise  Lam6-Wangerin'schen  Functionen  vom 
ersten  Typus  gewisse  Functionen  e  za,   so   erhält   man   eine  Classe    von 
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Biem an n 'sehen  P  Functionen  mit  vier  singnlären  Stellen  von  der  Eigen- 
schaft, das  eine  Mal  an  der  Grenze  Laplace'sche  Functionen  zweiter 
Ordnung  beziehungsweise  Eugelfunctionen  darzustellen ,  welche  Fonctioneo 
selbst  wiederum  an  der  Grenze  in  Bessel'sche  Functionen  entarten,  oder 
(bei  einem  anderen  Grenzübergang)  in  gewisse  Biemann'sobe  PFonction«B 
mit  drei  singalären  Stellen  überzugehen.  Ordnet  man  ebenso  den  Lame- 
Her  mite'schen  beziehungsweise  Lam^-Wangerin'schen  Functionen  vom 
zweiten  Typus  gewisse  z  Functionen  zu,  so  ergiebt  sich  eine  Classe  toq 
Bie mann 'sehen  P  Functionen  mit  vier  singulSren  Stellen  von  der  Eigen- 
schaft, das  eine  Mal  an  der  Grenze  geschlossene  einfach  periodische  Föne- 
tionen  darzustellen^  oder  in  gewisse  Biemann'sche  P Functionen  mit  drei 
singulSren  Stellen  überzugehen. 

Der  Verfasser   betrachtet   sodann   die    L  am  6 'sehe    Function   höherer 
Ordnung,  definirt  durch: 

wo  q>(x)  und  t(;(ic)  ganze  rationale  Functionen  s*®^  beziehungsweise  *  — ?■ 
Grades  von  x  bedeuten,  und  legt  sich  die  Frage  vor^  wann  ist  diese 
Differentialgleichung  in  geschlossener  Form  integrirbar,  im  Besondere^ 
wann  ist  das  Product  t;  der  beiden  particulftren  Integrale  oder  eine  Potem 
derselben  if  eine  ganze  rationale  Function?  In  Yervollst&ndigmig  d^ 
bezüglichen  Brioschi'schen  Untersuchungen  zeigt  sich,  dass  im  Allgemeinea 
r  höchstens  »  2  sein,  dass  aber,  wenn  (p(x)  einen  quadratischen  Factor 
besitzt,  r  jeden  Werth  annehmen  darf.  Ferner  ergiebt  sich  das  Besoltit, 
welches  bisher  nur  für  specielle  Fälle  bekannt  war:   Ist 

und  definirt  die  Differentialgleichung  die  verallgemeinerte  Lam 6 -Hermite- 
sche Fimction,  so  mass  „  ^/^  _i_  «       9\ 

sein;  definirt  sie  die  verallgemeinerte  Lam^-Wangerin'sche  Function,  so 
mnss  ^2q  +  1){2q  +  2s—3) 

sein;  definirt  sie  die  verallgemeinerte  Laplac ersehe  Function,  so  muss 

(rQ+l){rQ  +  l+rs-2r) 


Of, 


0  ^2 


sein.  Ein  Nebenresultat  dieser  interessanten  Untersuchung  ist  die  esplidte 
Integration  der  verallgemeinerten  Lame- Her  mite'scben  Differential- 
gleichung für  «  -=  1,  5  «  3;    w  «  1,  5  —  4. 

Es  wird  noch  gezeigt,  dass  die  Gauss^sche  hypergeometrisehe  BeiH 
die  Eiemann'sche  P  Function  mit  drei  singulären  Stellen  und  die  Heine- 
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Bebe  Eugelfunction  höherer  Ordniug  sftmmtlich  durch  Laplace'sche  Fono- 
tionen  zweiter  Ordnmig  darstellbar  sind. 

Bei  der  Beduction  der  Potentialgleicbang  für  Körper^  die  von  Cjlinder- 
fifteben  zweiten  Grades  und  den  aus  diesen  durch  die  Transformation  mittelst 
reciproker  Radienvectoren  entstehenden  begrenzt  sind,  gelangt  man  zu  den 
Functionen  des  elliptischen  und  des  Ereiscylinders.  Hiervon  handelt  der 
fünfte  Theil^  wo  der  Verfasser  Anlass  nimmt ,  auf  eine  Brnns'sche  Arbeit 
[,yüeber  eine  Differentialgleichung  der  Störungstheorie '^,  Astronomische 
Nachrichten  Nr.  2533  (1883)  und  Nr.  2553  (1884)]  genauer  einzugehen 
und  dieselbe  in  wesentlichen  Punkten  zu  ergänzen.  Diese  Betrachtungen 
werden  specialisirt  und  auf  die  Bessel'sche  Transscendente  angewendet, 
um  die  bezüglichen  Cajlej 'sehen  Untersuchungen  zu  vertiefen.  Es  folgt 
eine  Auseinandersetzung  mit  Herrn  Hamburger  wegen  der  kritischen  Be- 
merkungen^ die  in  der  Arbeit  Crelle's  Journal  103  gegen  die  Cajlej'sche 
Arbeit,  Crelle's  Journal  100,  erhoben  worden  sind.  Die  Polemik  dreht 
sich  um  die  Frage:  Haben  nur  die  Normalintegrale  mit  geschlossener 
Potenzreihe  Existenzberechtigung^  wie  Herr  Hamburger  meint,  oder  sind 
auch  divergente  Entwickelungen  zulässig^  was  Herr  Haentzschel  behauptet? 

Das  Problem,  die  Bewegung  der  Wärme  im  Botationsellipsoid  zu  be- 
stinmien,  führt  nach  Heine  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  deren  Integral  eine  Cylinderfunction  dritter  Ordnung  ist.  Nach 
Andeutungen,  die  Heine  in  seinem  Handbuch  über  die  Weiterführung  der 
Untersuchung  gemacht  hat^  wendet  der  Verfasser  die  Hermite'sche  Methode 
zur  Integration  dieser  Differentialgleichung  an^  für  deren  Integral  der 
Name  „Heine'sche  Function '^  in  Vorschlag  gebracht  wird.  Es  wird  die 
Bedingung  ermittelt,  unter  welcher  die  Heine'sche  Function  in  geschlossener 
Form  darstellbar  ist^  und  für  diesen  Fall  werden  die  geschlossenen  Normal- 
integrale aufgestellt.  Die  Resultate  werden  für  den  Fall  der  „hyper- 
B e s 8 e  1  'sehen  Transscendente '^  specialisirt.  Hieran  schliessen  sich  Beihen- 

entwickelungen   des   allgemeinen  Integrals,   die  nach  Potenzen  von  

^  cos  SU 

und  nach  solchen  von  —, aufsteigen.     Die    vorliegende   Function    hat 

noch  insofern  ein  besonderes  Interesse,  als  sich  zeigen  lässt,  dass  die 
Kugelfnnctionen,  welche  schon  vorher  als  Grenzfälle  der  den  Lam^- 
Wangerin'schen  Functionen  zweiter  Ordnung  adjnngirten  Functionen  er- 
schienen waren^  auch  als  specieller  Fall  in  der  der  genannten  Cylinderfunction 
dritter  Ordnung  adjungirten  Function  enthalten  sind.  ]q   Jahmke. 

0.  Flor,  Lösung  des  Problems:    „Die  Quadratur  des  Kreisest    Berich- 
tigung der  Zahl  n,    Stieda.     Riga  1892. 
Der  Werth   der  Zahl   n   wird   berichtigt,    n   ist  nicht  =  3,1415. , ., 
sondern  gleich  3,21  E.  Jahnkb. 

Hi«t-lit  Abtb.  d.  ZeitBohx.  t  Jf«Üi.  iL  Phys.  39.  Jalixg.  1S94.  i.HetV  VL 


F.  MiOHELSGN,  Die  bestimmten  algebraisohen  Oleicbnngen  de*  erttn 
bis  vierten  Grades.  Nebst  eiaem  Anbang:  Unbeatimmle  Gleichungen. 
C.  Meyer.    Hannover  1893.    3U6  S.    4  Mk. 

Dass  auch  der  Verfasser  Bich  die  Frage  vorgelegt  bat,  ob  du  Er- 
Hcheinen  seines  Buches  einem  {Ublbaren  Bedürfniss  abhelfe,  geht  ans  einer 
Stelle  dei'  Einleitung  herror.  Dieselbe  Stelle  läast  aber  gleichzeitig  ret- 
muthen,  dass  der  Verfasse  i'  ilie  neuerdings  erschieiieiienAufgabeDsainmlaiigtD, 
insbesondere  die  von  Herru  Wrobel  („üebungsbuch  zur  Arithmetik  nod 
Algebra"  Werther.  Rostock  1889)  nicht  kennt  oder  za  ingnoriren  ofr 
schlössen  ist.  Denn  von  einem  Fortschritt  etwa  gegen  das  eben  erwSbllta 
üebiingsbach  weiss  seibat  der  Verfasser  nicbt  zu  berichten. 

Indessen  hat  das  vorliegende  Bach  als  Aufgabensammlung,  «elcbef 
zahlreiche  Winke  und  in  einem  Anhange  auch  die  Resultate  beigegebca 
sind,  immerhin  Anspruch  auf  Beachtung.  £,  Jabbu. 


Anwendung   der   Anidebnungslfitare    anf    die    allgemeine    Theorie  iet 

Kanmcniven  nnd  krnmmen  Flächen.    Beilagen  zu  den  ProgrammcB 

der  lateinischen  Hauptschule  in  Halle  a.  S.,  Ostern  188G,  1888,  1893; 

Programm    Nr.  217,    220,    237.      Von    Oberlehrer    Dr.  Heuui 

Gbasshahh, 

Diese,    einige    achtzig    grosse   Qnartseiten    umfassende  Arbeit  ist  ih 

die    erste    im     Drucke    erschienene    zu    bezeichnen,    die    BaumcurTen  ni 

krumme   FlScben   mittelst  der  Streckenrechnung  im   Sinne   H.  G.  Orsic 

m an n 's    betrachtet ,     welche    Bechnungeart     wesentlich     einfacher   ab  die 

Hamil ton'sche  Quatemionenrechnang  ist. 

Der  Herr  Verfasser  hat  die  Streckenrecbnnng,  insoweit  solcbat  fBt 
seine  Zwecke  nöthig  war,  nicbt  im  Zusammenhange  seiner  Dntersnelnng 
vorausgeschickt,  sondern  jeder  Abtheihmg  derselben  die  erforderlichen  SUm 
der  Rechnung  mit  Strecken  vorangeben  lassen,  um  dem  Leser  mfiglieW 
rasch  den  Natzen  der  neuen  Rechnungsart  erkennbar  zu  machen,  ihn  nicht 
mit  ausfuhrlichen  rein  theoretischen  Dingen  der  Streckenrecbnnng  in  er- 
müden, ehe  derselbe  eine  Anwendung  sieht. 

Dadurch  ist  nun  freilich  die  Entwickelung  dieses  TbeÜes  seiner  Arbeit 
eine  weniger  eiakte  geworden ,  was  sich  jedoch  mit  Rücksicht  auf  deren  Zwudi 
und  die  beschränkte  Bogenzahl  bei  Progamm- Abbandlungen  sehr  «ohl  «il- 
schuldigen  lüsst,  zumal  auch  heute  noch  von  solcher  Seite  das  StudiniD 
der  Äusdehnnngslehre  als  schwierig  bezeichnet  wird ,  ihr  noch  Vorurtbeile 
entgegen  gebracht  werden,  von  der  es  nicht  zu  erwarten  sein  dürfte. 

Diese  Schwierigkeit  hat  vorzugsweise  ihren  Grund  in  der  deneiligai 
Richtung  des  Stadiums  unserer  angehenden  Mathematiker,  denen  es  im 
Allgemeinen,  selbst  nach  abgeleistetem  Staatsexamen  und  DoctAreiaiim, 
Mübe   macht,   sieb  anderen >   tieferen  geometrischen  Begriffe 
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während  ältere  Ingenieure  gegenwärtig  mit  verhältnissmässiger  Leichtigkeit 
und  mit  Freudigkeit  sich  in  den  anfangs  etwas  fremdartig  erscheinenden 
Gegenstand  hineinarbeiten,  was  mich  die  Erfahrung  lehrt. 

Zunächst  ist  es  geboten,  den  Gang  der  Abhandlung  zu  oharakterisiren, 
welche  dreizehn  Abschnitte  umfasst. 

Der  erste  Abschnitt  entwickelt  das  Additionsgesetz  der  Strecken,  das 
äussere  Product  aus  zwei  und  das  aus  drei  Strecken,  den  Begriff  der  Er- 
gänzung eines  Parallelogrammes ,  das  innere  Product  aus  zwei  Strecken  und 
giebt  die  Differentiationsregeln  für  das  äussere  und  das  innere  Product  ans 
zwei  Strecken. 

Während  in  der  Quaternionontheorie  das  Product  aus  zwei  und  aus 
mehreren  Strecken  im  Allgemeinen  die  Summe  aus  einer  Zahl  und  einer 
Strecke  ist,  bedeutet  das  äussere  Product  aus  zwei  Strecken  das  durch  sie 
bestimmte  Parallelogramm  mit  Bücksicht  auf  den  Entstehungssinn  des 
letzteren,  das  äussere  Product  aus  drei  Strecken  das  durch  diese  Strecken 
als  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Kanten  bestimmte  Parallelepiped 
mit  Bücksicht  auf  den  Entstehungssinn  des  letzteren,  unmittelbar  fällt  in 
die  Augen,  dass  H.6.  Grassmann  den  natürlichen  Weg  ging.  Die  Er- 
gänzung eines  Parallelogrammes  ist  eine  zu  ihm  senkrechte  Strecke ,  deren 
Länge  gleich  der  Flächenzahl  des  Parallelogrammes  ist,  und  erscheint,  vom 
Endelemente  einer  solchen  Strecke  aus  gesehen,  der  Entstehungssinn  des 
Parallelogrammes  positiv.  Das  innere  Product  aus  zwei  Strecken  ist  gleich 
dem  Producte  aus  ihren  Längen  und  dem  Cosinus  des  von  ihnen  ein- 
geschlossenen Winkels. 

Nun  werden  im  zweiten  Abschnitte,  nachdem  daselbst  die  Fahrstrahl- 
gleichung einer  Baumcurve  in  kurzer  Fassung  aufgestellt  worden  ist, 
Streckengleichungen  für  die  Tangente,  die  Schmiegungsebene  und  die  erste 
Krümmung  einer  solchen  Curve  abgeleitet. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  weitere  Belehrung  über  die  Strecken- 
rechunng,  er  giebt  äussere  und  innere  Producte  höherer  Art,  von  Parallelo- 
grammen, innere  Producte  von  Parallelogrammen  und  Strecken. 

Im  vierten  Abschnitte  werden  nun  die  erste  Krümmung  in  etwas 
anderer  Weise,  die  zweite  Krümmung  und  die  Schmiegungskugel  einer 
Baumcurve  behandelt. 

Der  fünfte  Abschnitt  giebt  die  Elemente  der  Lehre  von  den  dreizeiligen 
Determinanten  und  einige  weitere  Sätze  der  Streckenrechnung. 

Der  sechste  Abschnitt  ist  der  Ableitung  der  Fahrstrahlgleichung  der 
krummen  Flächen,  der  Tangentenebene,  der  Flächennormalen  und  den 
Curven  auf  einer  Fläche  gewidmet. 

Im  siebenten  Abschnitte  stossen  wir  auf  das  Krümm ungsmaass  und 
die  Abwickelung  der  Flächen. 

Der  achte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  ebenen  Schnitten,  den 
Normalschnitten,  schiefen  Schnitten  und  Hauptschnitten  einer  Fläche. 
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Der  neunte  Abschnitt  erzählt  von  den  KFBmmiiDgsliii 
jngirten  Biobtuugen  aaf  einer  PlOche, 

Der  zehnte  and  elfte  AbschDitt  belehren  uns  Ober  die  ABjrmptoleQ- 
liniea  nnd  die  geodätischen  Linien  auf  Flächen. 

Im  zwölften  Abschnitte  finden  wir  die  geradlinigen  nnd  die  abwickel- 
baren Flächen. 

Endlich  giebt  nns  der  dreizehnte  Abschnitt  AufBchlaBB  Über  die  Hinimal. 
flächen. 

Der  Entwickelungagang  Ecbliesst  sich  somit  an  den  von  Joachims- 
tbal  iu  aoinem  Werke  Über  die  Anwendung  der  Difi'erentialrechnnng  uf 
die  Untersuchung  von  Curven  und  Flächen  inne  gehalteoen  nngefShr  an. 
nur  sind  die  Gleicbnngen  der  geometrischen  Gebilde  von  anderer  Bescbaffec- 
heit,  nämlich  rein  geometrischer  Natnr,  wodarch  die  Bebaudlnng  d» 
Stoffes  einfacher,  leichtlebiger  sieb  gestaltet 

Denselben  Gegenstand  hat  Herr  Professor  Dr.  F.  G  rU  f e  in  seinen  »Vor. 
lesungen  über  die  Theorie  der  Qaaternionen"  (Leipzig,  B.  G.  Teubaerl883| 
kurz  in  ähnlicher  Weiäe  besprochen.  In  beiden  Fallen  sind  die  Gleichangn 
der  ßaumcurven  und  Flächen  dieselben. 

Dadurch  ist  der  Leser  in  der  Lage,  nunmehr  selbst  zu  entscheidia, 
dass  in  der  Geometrie  die  Streckenrechuong  nach  Orasemann  der  Becb- 
nuDg  mit  Quaternioueii  vorzuziehen  ist.  gewisse  Fälle  aasgeuomnieii,  m 
die  mittlere  Multiplication  (die  Quaternionenrechnncg)  fast  von  selbst  ii 
die  Untersuchung  eintritt.  Auch  diese  Fälle  gestalten  sich  nonmehr  eia- 
facber,  denn  wir  haben  die  sehr  störenden  Zeichen  S,  T,  U,  Y  iet 
Qnaternionenrecbnung  nicht  mehr  nötbig.  Von  dieser  mittleren  Multipli- 
cation hatte  der  Herr  Verfasser  keinen  Gebrauch  ta  machen. 

Wie  der  Titel  der  Abhandlung  aussagt,  giebt  sie  keine  analytittlM 
Geometrie,  sondern  nur  einen  wesentlichen  Thell  derselben. 

Ist  d  der  Pahrstrahl  einer  Raumcurve,  l  eine  ZabWariable ,  sind  i,, 
fj  und  fj  drei  nicht  einer  Ebene  parallele  Strecken,  dann  ist 


e=2''f'W"=-fffl 


die  Fahrstrahlgleichung  der  Baumcurve, 

Ist  p    der    Fahrstrahl   einer   Fläche ,    sind  u    und  v  von    einander  <ii- 
abhängige  Zab t variablen ,  dann  ist 


4 


=^,Mu.v)i,  =  F{u 


die  Fabrstrahl gleich ung  der  FlUcbe. 

Nur  mittelst  dieser  Gleichungen  führt  der  Herr  Verfasser  seine  unter- 
euchungen  durch,  sie  sind  es,  welche  fUr  einen  Theil  der  theoretiKfatti 
ifeclianik  von   grosser  Wichtigkeit  sind,  eine  viel  elegantere  nnd 


4 
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Behandlnngsweise  dieses  Theiles  herbeiführen,  als  solches  mittelst  der  ge- 
wöhnlichen Coordinatengleichungen  möglich  ist,  denn  jedes  mit  ihnen  er- 
zielte Resultat  lässt  fast  unmittelbar  eine  mechanische  Deutung  zu. 

Die  in  der  Abhandlung  für  Strecken  und  Zahlen  verwendeten  Zeichen 
werden 9  so  weit  ich  die  Sache  übersehe,  jedenfalls  späterhin  eine  Aenderung 
erfahren y  worauf  ich  besonders  aufmerksam  mache,  wenngleich  diese  Zeichen 
mit  den  von  unseren  genialen  H.  G.  Orassmann  benutzten  identisch  sind. 
Nach  meiner  Meinung  dürfen  wir  die  Zahlen  nicht  durch  griechische  und 
die  Strecken  durch  lateinische  Buchstaben  benennen,  sondern  wir  müssen 
umgekehrt  vorgehen.  Bisher  ist  es  fast  durchweg  gebräuchlich  gewesen, 
für  die  Bezeichnung  der  Zahlen  die  Buchstaben  des  kleinen  lateinischen 
Alphabetes  zu  nehmen,  es  ist  das  Lesen  verschiedener  mathematischer 
Werke  nicht  angenehm,  wenn  unter  denselben  Zeichen  da  Zahlen ,  dort 
Strecken  verstanden  werden  müssen.  Nach  dieser  Richtung  hin  hat  jeden- 
falls Hamilton  richtig  disponirt.  Sollen  die  Grassmann  'sehen  Rechnungs- 
methoden sich  leicht  und  bald  einbürgern,  dann  haben  wir  sicher  diesen 
umstand  sehr  zu  beachten. 

Den  Radius  der  ersten  Krümmung  einer  Raumcurve  hat  der  Herr 
Verfasser  in  mehrfacher  Weise  abgeleitet,  es  fehlt  nur  noch  die  der  ge- 
wöhnlichen Formel  entsprechende  Streckenformel,  welche  sehr  leicht  her- 
zustellen ist. 

Wie  schon  bemerkt,  benutzt  der  Herr  Verfasser  nur  je  eine  Gleichung 
für  die  Curven  und  Flächen ,  er  discutirt  nicht  die  specielle  Flächengleichung 

welche  aus  der  allgemeinen  Flächengleichung  leicht  resultirt,  auch  geht  er 
nicht  auf  specielle  Curven  und  Flächen  ein. 

Die  verwendeten  Gleichungen  sind  nicht  die  einzigen ,  welche  der  geo- 
metrische Kalkül  an  die  Hand  giebt,  vielmehr  sind  auch  noch  andere 
Gleichungen  aufstellbar,  die  besondere  Vortheile  bieten,  so  z.  B.  ezistirt 
für  die  Flächen  zweiten  Grades  eine  sehr  erspriessliche  Streckengleichung. 
Diese  Bemerkung  mache  ich  lediglich  deshalb,  um  dem  Leser  die  etwaige 
Meinung  zu  nehmen,  dass  wir  nur  mit  den  angeführten  Gleichungen  rech- 
nen können.  Hat  ja  bereits  Mob  ins  in  seinem  barycentrisehen  Kalküle 
Punktgleichungen  von  Curven  und  Flächen  aufgestellt. 

Durchweg  sind  in  der  Abhandlung  die  Relationen  zwischen  den  car- 
tesischen  Coordinaten  nicht  berücksichtigt,  das  heisst  von  den  Strecken- 
gleichungen, welche  die  üntersuchungsergebnisse  darstellen,  ist  nicht  zu  den 
entsprechenden  gewöhnlichen  Coordinatengleichungen  übergegangen  worden, 
was  nur  rein  mechanische  Rechnungsoperationen  erfordert  Diese  Gleichungen 
sind  immerhin  werthvoll,  sie  sind,  was  die  eigentliche  Entwickelung  an- 
langt, nebensächlicher  Natur. 

Für  das  leichtere  Verständniss  wäre  es  nicht  unzweckmässig  gewesen, 
an    einigen   speciellen  Curven   und   Flächen   zu   zeigen,    wie   die   Methode 
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praktisch  arbeitet,  zumal  Geometer  behaupten ,  man  kOnne  nach  H.  G.  Grass - 
mann  wohl  Sätze  finden 9  aber  nicht  praktisch  rechnen,  welche  Behaaptong 
total  aus  der  Luft  gegriffen  ist. 

Bei  der  geringen  freien  Zeit,  welche  einem  Gymnasiallehrer  fär  Neben- 
arbeiten bleibt,  sind  die  beregten  fehlenden  Dinge  dem  Herrn  Verfasser 
nicht  anzurechnen. 

Die  Aufgabe,  welche  der  Herr  Verfasser  vor  mehreren  Jahren  sich 
stellte,  hat  er  durchweg  gelöst  Die  Entwickelung  ist  in  allen  ihren 
Theilen  correct,  die  Sprache  eine  leicht  verständliche.  Der  Leser  moss 
durch  diese  Arbeit  zum  Studium  der  Werke  seines  Vaters  und  zur  Mit- 
wirkung an  der  Fruchtbarmachung  der  Rechnung  mit  geometrischen  Grössen 
angeregt  werden. 

um  so  mehr  kann  ich  die  Abhandlang  empfehlen,  da  ich  schon  seit 
einigen  Jahren  im  Besitze  einer  analytischen  Geometrie  auf  Grund  der 
Rechnung  mit  extensiven  Grössen  bin ,  fdr  welche  ich  denselben  Gegenstand 
discutiren  musste,  und  im  Ganzen  meine  Durchführung  mit  der  des  Hern 
Verfassers  übereinstimmt,  was  zeigt,  dass  auf  beiden  Seiten,  nnabhlngig 
von  einander,  richtig  gearbeitet  worden  ist. 

Möge  es  dem  Herrn  Verfasser  vergönnt  sein,  auch  in  Zukunft  seine 
Th&tigkeit  auf  dem  betretenen  Wege  fortzusetzen.        Ferdinand  Krapt. 
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Historisch-literarische  Abtheilimg. 


Zur  Ereismessang  des  Arohimedes. 

Von 

Friedrich  Hultsch 

in  Dreiden. 


SolilusB. 


in. 

ApoUonios  soll  in  seiner  Schrift  o'xvroxiov  (oben  S.  132  flg.)  die  Kreis- 
messang  des  Archimedes  dadarch  verbessert  haben,  dass  er  andere  Zahlen, 
als  jener  bei  seinen  Nfihemngsrechnangen ,  anwendete  und  dadarch  die 
Grenzen  verengerte,  also  ein  genaueres  Endresultat  erzielte. 

Leider  ist  dieses  Zeugniss  so  kurz  gefasst,  dass  sich  daraus  nichts 
Zuverlässiges  über  die  Methode,  welche  ApoUonios  bei  seiner  Correctur 
anwendete,  entnehmen  lässt.  Doch  wird  unter  verschiedenen  m5glichen 
Hypothesen  diejenige  den  grOssten  Grad  von  Wahrscheinlichkeit  für  sich 
haben ,  welche  ein  Minimum  in  den  Abweichungen  von  der  Schrift  des  Archi- 
medes voraussetzt  und  dabei  doch  eine  Verbesserung  der  Ausrechnungen 
des  Vorgängers  nachweist 

Folgende  Hypothesen  dürften  hier  in  Betracht  kommen.  ApoUonios 
kann  ein  anderes  Vieleck  als  das  Sechseck,  von  welchem  Archimedes  aus- 
gegangen ist,  zu  Grunde  gelegt  haben,  und  es  ist  in  dieser  Hinsicht  auf 
den  Versuch  des  Mathematikers  Antiphon  zu  verweisen,  der  um  zwei 
Jahrhunderte  früher  vom  eingeschriebenen  Quadrat  zum  Achteck,  Sech- 
zehneck u.  s.  w.  fortgeschritten  war.*  Oder,  wenn  er  mit  Archimedes  vom 
Sechseck  ausging,  so  konnte  er  etwa  über  das  96 eck  hinaus  noch  das 
192  eck  rechnerisch  verwerthen,  oder  er  konnte  zwar  mit  dem  96  eck  sich  be- 
gnügen ,  aber  für  )/3 ,  wovon  alle  Rechnungen  abhingen ,  genauere  Näher ungs- 
werthe  ermitteln**,  oder  er  konnte  endlich  auch  alle  Voraussetzungen  des 
Archimedes  beibehalten  und  nur  die  starken  Kürzungen  der  auslaufenden 
Brüche,  die  jener  gewagt  hatte,  vermeiden. 


*  Bretschncider:  „Die  Geometrie  von  Euklides*' S.  101,  124  flg.,  Cantor, 
„Vorlesungen  I«"  S.  190. 

^  Den  Weg,  wie  dies  leicht  zu  erreichen  war,  habe  ich  in  den  Näherungs- 
werthen  8.  404  Anmerkung  1  in  Verbindung  mit  S.  898  flg.  gezeigt 

Hill .Ut  AMlL  d.  ZtitMhr.f.  MAtli.u.Phjs.  89.  Jahrg.  ISOi.  G.HfllV  V^ 
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Wir  wenden  uns  also  der  letzten  von  diesen  Hypothesen  als  der  relativ 
wahrscheinlichsten  zu  und  nehmen  an,  dass  Apollonios  lediglich  durch  ge- 
nauere Ausrechnungen  eine  engere  Begrenzung  für  n^  als  sein  VorgSoger, 
ermittelt  hat. 

Darauf  weist  auch  der  Titel  der  Apollonischen  Schrift,  oixvroxiov, 
hin.  Ein  ausgeliehenes  Kapital,  das  ist  ein  verhSltnissmftssig  grosser 
Betrag  Geldes,. gebiert  kleinere  Beträge,  die  als  Zinsen  an  den  GlSabiger 
abzuführen  sind.  Von  dem  Oebähren,  x/xifii/,  hiesseu  bei  den  Griechen 
die  Zinsen  xdxoi.  Als  normaler  Zinsfuss  galt,  wie  auch  später  bei  den 
Römern,  1  Procent  monatlich.  Die  wirklich  vereinbarten  Zinsen  waren 
meist  höher,  doch  wurden  auch  diese  nach  Procenten  monatlich  gerechnet, 
z.  B.  H  Drachme  auf  l  Mine  (=  100  Drachmen),  das  ist  18  Procent  jähr- 
lich."^ Aehnlich  nun  wie  die  Zinsrechnung  von  dem  Kapitale  zn  den  monat- 
lichen Hunderteln  herabstieg,  so  gelangte  man,  wie  nach  dem  Vorgange 
des  Apollonios  vor  kurzem  gezeigt  worden  ist,  von  den  grössten  Zahlen- 
beträgen durch  fortgesetzte  Division  zu  immer  kleineren,  jedesmal  in  den 
Rahmen  der  zweiten  Potenzen  von  100,  das  ist  der  Myriaden,  einzuord- 
nenden Beträgen ,  bis  man  endlich  auch  die  als  Rest  verbliebenen  Einheiten 
in  so  und  so  viele  (ivgioara ,  und  wenn  nöthig ,  auch  öevxBQa  iivQioata  u.  s.  w. 
theilte.  In  diesem  Sinne  hat  Apollonios  für  seine  Schrift  über  die  Bmch- 
rechnung  den  Titel  wkvtoxioVj  das  ist  die  sohneile  Berechnung  auch  der 
kleinsten  Theile,  gewählt. 

Sein  Ziel  war,  wie  gesagt,  die  genauere  Darstellung  der  Brüche, 
welche  in  der  Archimedischen  Kreismessang  vorkamen.  Wenn  er  seine 
Methode  als  ein  schnelles  Verfahren  bezeichnete,  so  dürfen  wir  dieses 
Beiwort  nicht  vom  modernen  Standpunkte  aus  beurtheilen.  Die  ApoUonische 
Rechnung  nach  ^vgioatcl  nähert  sich  sehr  der  uns  geläufigen  decimalen 
Bruchrechnung,  zeigt  sich  aber  doch,  weil  die  modernen  Ziffern  mit  der 
Null  und  die  streng  dekadische  Stellenbezeichnung  fehlten,  als  recht  nnge- 
füge  und  steht,  wie  schon  bemerkt  wurde,  wenn  einmal  mit  griechischen 
Zahlenbezeicbnungen  gerechnet  werden  musste,  an  bequemer  Handhabung 
weit  hinter  der  Sexagesimalrechnung  zurück.  Allein,  wenn  man  mit 
schnellem  Rechnen  ein  sicheres  Rechnen  meint,  das  heisst  ein  solches, 
welches  nicht  zwischen  verschiedenen  Näherungsversuchen  und  Küntungen 
gemeiner  Brüche  hin  und  her  schwankt,  sondern  für  die  Theilung  der 
Einheiten  dieselbe  Gruppirung  nach  Myriaden,  wie  für  die  Vervielfältigung 
der  Einheiten,  durchführt,  so  kann  man  dem  Apollonios  nur  Recht  gebeiL 

Denn  dass  Archimedes  im  Laufe  seiner  Ausrechnungen  nicht  nur  alle 
Brüche  stark  gekürzt,  sondern  aus  verschiedenen  Rücksichten  einige  Male 
auch  Näherungswerthe  gewählt  hat,   die  mehr  von  dem  anfänglich  berech- 

*  Vergl.  „Griechische  Privatalterthümer •*  von  K.  Fr.  üermaon,  3.  Auflage 
von  H.  Blümuer,  S.  467  flg. 
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neten  genaueren  Bruche  abweichen,  als  es  sein  sollte,  habe  ich  in  der 
Schrift  über  die  Nähernngswerthe  ansführlich  gezeigt.  Zwar  hat  ihn  seine 
Meisterschaft  in  der  Theorie  wie  in  der  Praxis  des  Rechnens  davor  bewahrt, 
Fehler  in  das  Endresultat  zu  bringen  (seine  Grenzwerthe  sind  und  bleiben 
die  besten,  nach  den  gegebenen  Voraussetzungen  erreichbaren);  allein  einem 
zeitgenössischen  Mathematiker,  der  sich  die  Mühe  nahm,  die  von  Archi- 
medes  nur  entfernt  angedeuteten  Ausrechnungen  Zug  um  Zug  zu  controliren, 
war  es  gewiss  nicht  zu  verdenken,  wenn  er  Anstoss  an  den  scheinbaren 
Willkürlichkeiten  nahm  und  eine  sichere  Methode  der  Ausrechnung  in 
Vorschlag  brachte. 

Das  scheint  Apollonios  in  seinem  o'xvroxtov  gethan  zu  haben,  und 
zwar  nach  der  mehrerwShnten  Methode  der  mjriadischen  Theilung. 

Lassen  wir  diese  Hypothese  zu,  so  ist  auch  der  Versuch  gestattet, 
jetzt  noch  dem  Apollonios  ebenso  nachzurechnen,  wie  dieser  einst  dem 
Archimedes  nachgerechnet  haben  mag. 

Jedenfalls  hat  er  bei  Ausrechnung  von  Quadratwurzeln  alle  tivgioard 
ermittelt,  vielleicht  auch  darüber  hinaus  eine  Annäherung  im  Bahmen  der 
Sivtsga  fiVQtoöxa  gesucht.  Wie  weit  er  bei  der  Qnadrirung  von  Zahlen, 
welche  aus  Ganzen  und  Myriadenbrüchen  gemischt  waren,  die  Stellen  aus- 
gerechnet hat,  lässt  vor  der  Hand  sich  nicht  entscheiden.  Wahrscheinlich 
bat  er  hier  möglichst  gekürzt,  da  später  durch  Summirung  grösserer 
ganzer  Zahlen  und  dann  durch  erneutes  Wurzelausziehen ,  auch  eine  stärkere 
Kürzung  des  im  Radicandus  auslaufenden  Bruches  zu  keinem  andern  Be- 
trage von  fAVQioCTcc  der  Wurzel  führte ,  als  aus  dem  ungekürzten  Bruchtheile 
des  Radicandus  sich  ergeben  hätte. 

Ausserdem  war  vorzusehen,  nach  welcher  Seite  hin  an  jeder 
Stelle  der  Rechnung  die  Brüche  zu  kürzen  waren.  Denn  im  ersten  Theile 
des  Archimedischen  Beweises  zum  dritten  Satze  der  Kreismessung  waren 
von  Anfang  herein  statt  der  genaueren  Beträge,  welche  Schritt  für 
Schritt  herauskamen,  jedesmal  kleinere  angenäherte  Werthe  einzusetzen» 
80  dass  am  Ende,  wo  der  Bruch  umgekehrt  wird,  eine  Annäherung,  die 
grösser  als  der  zuletzt  berechnete  Betrag  ist,  herauskam.*  Im  zweiten 
Theile  des  Beweises  war  allenthalben  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  verfahren.** 

So  konnte  Apollonios  bei  der  Correctur  des  ersten  Theiles  der  Archi- 
medischen Ausrechnungen,  je  nachdem  er  kürzte,  zu  folgenden  Endergeb- 
nissen gelangen,  wobei  ich  statt  der  schwerfälligen  Bezeichnung  nach 
(ivgioata  und  ÖBvxBQa  iivgioard  reguläre  Decimalbrüche  einsetze: 

n  <  3,142735, 

°^®^  <  3,14274, 

^^ <  3,1428. 

*  Vergl.  Näherangswerthe  S.  381  bis  889;  419  bie  423. 
**  Ebenda  S.  380  bis  393;  413  bis  418. 
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Alle  diese  Werthe  liegen,  entsprechend  den  Voraussetzungen  derBeeh- 
nuDg,  zwischen  der  von  Archimedes  berechneten  oberen  Grenze 

und  der  Annäherung  für  das  Yerhältniss  des  ümfanges  des  umgeschriebenen 
96eckes  zum  Ereisdarchmesser ,  welche,  bis  zur  zehnten  Stelle  berechnet 
auf  3,142714600  auskommt/ 

Welchen  von  diesen  drei  Beträgen  Apollonios  am  Ende  als  definitife 
Näherung  gesetzt  hat,  lässt  sich  nicht  bestimmen.  Zu  Gunsten  der  obersten 
und  relativ  genauesten  Zahl  spricht  die  Analogie  mit  der  Kreismessnng 
des  Leonardo  von  Pisa,  der  als  oberen  Grenzwerth 

158*  =  ^  229r  (Kennziffer  163i) 

berechnet  hai  Dem  für  Apollonios'  Ausrechnung  angenommenen  Werthe 
3,142735  entspricht  als  nächst  grössere  gemischte  Zahl,   welche  auf  einen 

gemeinen  Bruch  von  der  Form  -= — t-t-  mit  vierstelligem  Nenner  aoslfinft, 

167  in+l 

^TVnT  i^^^^^^^^^  167). 

Die  Rechnungen  im  zweiten  Theile  des  Archimedischen  Beweises  sind 
weit  complicirter  als  die  im  ersten  Theile,  und  der  Versuch,  dieselben 
durch  Nachrechnen  mit  Myriadenbrüchen  zu  controliren,  führt  bald  xn 
Schwierigkeiten,  die  mir  als  unlösbar  erschienen  sind.  Ich  unterlasse  es 
daher,  auch  nur  vermuthnngsweise  eine  Zahl  anzugeben,  die  Apollonios 
vielleicht  gefunden  haben  könnte.  Wohl  aber  lässt  sich  die  unbekannte 
Zahl  wenigstens  in  sehr  enge  Grenzen  einschliessen. 

Die  genaue  Annäherung  für  das  Yerhältniss  des  ümfanges  des  ein- 
geschriebenen   96eckes   zum   Kreisdurchmesser    ist  3,141031953  ...     Statt 

6336 
dessen  hat  Archimedes  den  kleineren  Betrag  n^.^ni  =3,1409096...  ermittelt. 

Die  von  Apollonios  ausgerechnete  Zahl  muss  zwischen  diesen  Grenzen  ge- 
legen haben.  Nun  ist  3=7^  =  3,1410256...,  es  läge  also  die  Vermuthang 
nahe,  dass  Apollonios  einen  Wertb  in  Mjriadenbrüchen  ermittelt  habe,  den 

er  zuletzt  zu  =^  kürzen  konnte.     Allein  ich  glaube  nicht,  dass  man,  aus- 

—     1351  11 

gehend  von  der  Archimedischen  Näherung  j/3  <C  "tött  '   ^^^  ^^^  3  ^  kommen 

kann ;    vielmehr   wird  eine  etwas  niedrigere  Zahl  sich  ergeben.      Ueberdies 


*  Diese  Annäherung,  sowie  die  später  folgenden  für  das  eingeschriebene  96 eck 
und  für  das  um-  und  eingeschriebene  192eck  (S.  166  Anm.)  hat  Prof.  Rietzsch 
mir  freundlichst  mitgetheilt. 
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steht  auch  ein  indirecter  Beweis  gegen  die  Annahme,  dass  Apollonios  3=^ 
ausgerechnet   habe,   zu  Gebote.     Denn  wenn  er  diese  NSherung  mit  nur 

zweistelligem  Nenner,  welche  weit  genauer  als  die  Archimedische  Zahl  3=^ 

ist,  gefunden  hätte,  so  musste  das  zur  Eenntniss  der  alexandriniächen 
Mathematiker  kommen ,  und  eine  so  einschneidende  Verbesserung  der  Archi- 
medischen Ereismessung  konnte  auch  bei  dem  jüngeren  Nachwuchs  in  den 
dortigen  mathematischen  Schulen  nicht  in  Vergessenheit  gerathen.  Ptolemaios 
aber  weiss  an  der  demnächst  anzuführenden  Stelle  nur  von  einer  Ereis- 
messung des  Archimedes  und  begnügt  sich  zu  constatiren,  dass  die  von 
ihm  (Ptolemaios)  gefundene  Näherang  innerhalb  der  Archimedischen  Grenzen 

3j  und  3^  liegt 

Wir  dürfen  demnach  als  wahrscheinlich  hinstellen ,  dass  die  von  Apollo- 
nios in  Myriadenbrüchen  berechnete  untere  Grenze  nicht  auf  einen  klein- 
zahligen  gemeinen  Bruch  sich  kürzen  Hess,  der  eine  aagenfällige  und  all- 
gemein verständliche  VerbesseruDg  des  Archimedischen  Resultates  dargestellt 
hätte.    Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  der  untere  Grenzwerth  des  Apollonios 

zwischen  3=^  (Eennziflfer  11)  und  3 -^tvW ( EennziflFer  10  ^^  Ji  das  ist 
zwischen  3,14102  und  3,14091  lag.* 

IV. 

um  die  Ereismessung  des  Archimedes  vollständig  würdigen  zu  können, 
ist  noch  ein  üeberblick  über  verschiedene  Versuche  nöthig,  welche  nach 
Archimedes  bis  in  die  neuere  Zeit  gemacht  worden  sind,  um  die  Zahl  n 
durch  mehr  oder  minder  genaue  Annäherungen  ungefähr  darzustellen. 
Eine  streng  methodische  Berechnung ,  durch  welche  nicht  nur  n  über  allen 
praktischen  Bedarf  hinaus  bestimmt ,  sondern  aach  der  Weg  gezeigt  wurde, 
wie  man  jede  etwa  noch  aufgegebene  genauere  Bestimmung  auffinden 
könne,  hat  bekanntlich  zuerst  Ludolph  van  Ceulen  (1540  — 1610)  aus- 
geführt. Doch  schlug  noch  nach  der  Veröffentlichung  der  Ceulen 'sehen 
Rechnungen  Adriaen  Metius  (1527 — 1607)  den  alten  Weg  der  ungefähren 
Annäherung  ein.     Mit  diesem  wird  also  unser  Üeberblick  abschliessen. 

Archimedes  hatte  schlechterdings  keine  Näherung  für  n  finden ,  sondern 
diesen  transcendenten  Werth  nur  zwischen  leicht  kenntliche  Grenzen  ein- 
schliessen  wollen  (oben  S.  122  An  merk.**).  Auch  Apollonios  hat  daran 
nichts  geändert,  nur  die  Grenzen  etwas  enger  gezogen,  um  eine  wirkliche 
Annäherung  zu  finden ,  bedurfte  es  der  Trigonometrie ,  und  so  ist  denn  in 

*  Zu  erwähnen  ist  zum  Schluas  noch  die  von  Tannery,  Recherches  aur 
rhistoire  de  Taatronomie  ancienne,  p.  66,1  angedeutete  Hypothese,  dass  Apollonios 
den  Diameter  in  10000  gleiche  Theile  getheilt  und  denselben  Werth  für  «,  wie 
er  durch  Aryabhatta  (unten  S.  168)  überliefert  i&t,  ge^xiiAeii  \i^^. 


]  66  Historisch  -  literarische  Abtheilnng. 

der  That  der  erste ,  nach  umständen  recht  genaae  Näherongswerth  fflr  n 
von  Ptolemaios  im  sechsten  Buche  seiner  Sjntaxis  (I  p.  421  Halma] 
aufgestellt  worden :  rov  Xoyov  roJi^  ntQuiirgtov  (nämlich  der  Sonne  und  des 
Mondes)  ngog  rag  öiafiitgovg  ovxog  ov  ^x^i  xa  y  tj  l!  ngog  ro  ä*  ovro; 
yciQ  6  koyog  aera^t;  iariv  ^yyiGta  xov  xb  XQinkaotov  ngog  rcp  $ßö6(ia  fif^ti 
xol  xov  xQinXaolov  ngog  xolg  öeKu  ißdo(Arixo0xoiiovoig*^  olg  6  ^p}[tfii/dii( 
xaxcc  x6  ankovßxsQOV  avvtiQijattxo. 

Auch  hier  ist  ein  fertiges  Resultat  mitgetheilt,  aber  über  die  Methode, 
wie  es  ermittelt  wurde,  nichts  bemerkt.  Doch  ist  es  leicht,  das  Fehlende 
zu  ergänzen.  Wie  Archimedes,  so  hat  auch  Ptolemaios  seiner  Bechnang 
das  96 eck  zu  Grunde  gelegt,  und  zwar  musste  er,  um  seine  Sehnentafel 
benutzen  zu  können,  vom  eingeschriebenen  96 eck  ausgehen.  Der 
Cen  tri  Winkel  zur  Seite  dieses  Vieleckes  beträgt  3^45'.  In  den  Tafeln  des 
Ptolemaios  sind  nur  zu  den  Winkeln  von  30  zu  30  Minuten  die  Sehnen 
ausgerechnet;  es  ist  aber  durch  Beifügung  von  Interpolationszahlen  vor- 
gesehen ,  dass  auch  zu  jedem  bis  auf  die  einzelne  Minute  bestimmten  Winkel 
die  Sehne  berechnet  werden  kann. 

So  erhalten  wir  (nach  Ptolem.  I  p.  38  vergl.  mit  37)  zu  dem  Winkel  von 

3  55'  34" 
3^45' die  Sehne  — tt^tc — **,  und  berechnen  daraus,  indem  wir  den  Diameter 

120  ' 

=  1   setzen ,    den   umfang   des  eingeschriebenen   96 ecks  zu   3  S'  27"  12''. 

Diesen   Betrag    nun    hat  Ptolemaios   in  Erwägung,   dass  der   Umfang  des 

eingeschriebenen  Vieleckes   kleiner  ist  als  die  Kreisperipherie,    abgerundet 

zu  3  8'  30"=  3  -j^^***. 

Damit  war  eine  Näherung  gefunden ,  welche  die  früheren  Berechnungen 
bei  Weitem  übertraf.  Denn  wenn  auch  weder  Archimedes  noch  Apollonioi 
auf  einen  Mittelwerth  für  n  ausgegangen  sind ,  so  bleibt  es  uns  doch  unver- 
wehrt,  behufs  der  Vergleich ung  mit  der  Ptolemäischen  Zahl,    aus  jenen 


*  So  ist  nach  den  Handschriften  und  im  Einklang  mit  ArchimedeB  1  S.  262^ 
Heib.  die  Lesart  Halmas  hßdofirjKoaTolg  fidvoig  zu  verbessern.  Vergl.  Jahrb.  f.  PhiloL 
herausgegeben  von  Fleckeisen  1893  S.  748  flg. 

**  Mit  Ptolemaios  bezeichne  ich  durch  überstrichene  Zahlen  die  ganzen  Ein- 
hundertzwanzigstel  des  Diameters.    Vergl.  oben  S.  122  Anmerkung*. 

***  Es  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  diese  Näherung  genau  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  den  Verhältnissen  der  Perimeter  des  um-  und  eio- 
geschriebenen  192eckes  zum  Kreisdurchraesser  darstellt.  Denn,  -wenn  wir  das 
erstere  Verhältniss  mit  Ui^ti  das  letztere  mit  U\9t  bezeichnen  und  dafür  die 
genauen  siebenstelligen  Annäherungen  eiusetzen,  so  erhalten  wir: 

Um  =  3,141880, 
Cr,9,  =  3,141452,        ^^ 
und  daraus  das  Mittel =3,141666  =  8—-. 

Hiemach  könnte  die  Frage  aufgeworfen  werden,   ob  etwa  Ptolemaios  seine 
vom  eingeschriebenen  96 eck  a\)g^\^\V.^VA  kTiTi^\i^x\m%  mit  Hilfe  des  um-  und  ein- 
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Grenzwerthen  Mittelwertbe  von  der  Form  = — —r-  abzuleiten.     Die   Ptole- 

7n+  1 

maische    Zahl   trftgt    die    Kennziffer   17.      Aus   den  Ton  Arcbimedes  ans- 

1335  1137 

gerechneten  Grenzwerthen  3^'  ;^  und  3  q^^^q   berechnet  sich  ein  Mittel- 

werth   3  >.-„   mit  der  KennziflFer  22 t^*     Der  Fehler  in  dieser  Annäherung 

für  n  wird  merklich  verringert,  wenn  wir,  ganz  im  Sinne  des  Arcbimedes, 
die  von  ihm  gekürzten  Grenzwerthe  zu  Grunde  legen;  denn  von  der  aus- 
gerechneten unteren  Grenze  ist  die  Archimedische  untere  Kürzung 
weiter  entfernt  als  die  obere  Kürzung  von  der  ausgerechneten  oberen 

Grenze.    So  erhalten  wir ,  indem  wir  statt  =  aus  leicht  ersichtlichem  Grunde 

=TT  einsetzen,  3„^      „     =  3     .      mit  der   Kennziffer  20.     ApoUonios  hat 

die  Archimedischen  Grenzen  verengert;  da  er  aber  wahrscheinlich  die 
Methode  des  Arcbimedes  im  Uebrigen  beibehalten  hat ,  so  dürfen  wir  nicht 
erwarten ,  dass  aus  seinen  Begrenzungen  ein  genauerer  Mittelwerth  sich  er- 
geben werde.  Setzen  wir  nach  den  obigen  Darlegungen  die  Grenzen  auf 
etwa  3,1428  und  3,1409,  so  ergiebt  sich  ein  Mittelwerth  mit  der  Kenn- 
ziffer 20,1...,  also  keine  wesentliche  Abweichung  von  der  soeben  gefun- 
denen Kennziffer  20. 

Ptolemaios  hat  also  nicht  nur  dadurch  sich  ein  Verdienst  erworben, 
dass  er  zuerst  schlechthin  eine  Näherung  für  n  setzte,  sondern  diese  Näherung 
ist  auch  merklich  genauer  als  die  Mittelwertbe,  welche  mit  einiger  Wahr- 
scheinlichkeit aus  den  Grenzbestimmungen  des  Arcbimedes  und  ApoUonios 
sich  ableiten  lassen. 

Einen  bedeutenden  Schritt  weiter  bat  ein  unbekannter  griechischer 
Mathematiker  gethan,  den  zwar  keine  von  unseren  Qaelleu  nennt,  dem 
aber  der  Inder  Aryabhatta  (geb.  476)  ohne  Zweifel  gefolgt  ist,  wenn 
er  in  seinem  Bechenbucbe  schreibt:  Zu  100  (ist)  4  zu  addiren,  (die  Summe) 

geschriebenen    192eckes  controlirt  habe.    Um    hierauf  zu  antworten  bedürfte  es 

einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  welche  Annäherungen  für  JJ\^^  und  lT\%t 

Ptolemaios  hat  auffinden  können.    Dass  dabei  nicht  die  eben  angeführten  genauen 

Annäherungen  in  Betracht  kommen  dürfen,  ist  klar;  doch  liegt  es  nicht  ausser 

dem  Bereiche  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  auch  weniger  genaue,  für  Ptolemaios 

17 
aber  erreichbare  Annäherungen  einen  Mittelwerth  nahe  bei  3——  ergeben  haben 

würden.  —  Ohne  Belang  ist  die  Erklärung  des  Theo  (p.  816,24  edit.  Basil.)  zu  der 
obigen  Stelle.  Er  denkt  nicht  daran,  dass  Ptolemaios  doch  das  eingeschriebene 
96  eck  nach  seinen  eigenen  Sebnentafeln  berechnen  musste,  und  beruhigt  sich  da- 
bei,   die   Archimedischen    Grenzwerthe  3  s  und  3 —  umzusetzen  zu  den  sexacresi- 

7  71 

malen  Annäherungen  3  8'  34"  und  3  8'  27''  und  daraus  als  ungefähres  Mittel  die 
von  Ptolemaios  gesetzte  Zahl  3  8'  30"  zu  entnehmen  (cov  /u£ra|v  iniv  6  vavy  r\  V 
n^bg  x6  a  Xoyog), 


mit  S  zn  mnltipliciren ,  d&xu  noch  62000  za  addiren ,  so  («rhält  man)  fDr  eisen 
Diameter  von  2  Uytiatlen  den  angeuIlbertenWerlh  der  Peripherie  des  KreisM.* 

Als    einen    Glücksfatl    dürfen    wir    es    bezeichnen,    daag    der    indischs 

Mathematiker   seiner    Quelle    ganz    wörtlich    gefolgt    ist,    anstatt    die  Bäbe 

3927 
liegende  Kürzung    -   -j.  ■    welche   spilter   von   BhaBkara   gesetzt  worden 

isl",  anzuführen.  So  erkennen  wir,  dass  der  Brach  mit  dem  ZKfaler  63833 
und  dem  Nenner  „2  Myriaden"  das  arithmetiBche  Mittel  aus  zwei  Brllchei), 
deren  jeder  1  Myriade  zum  Nenner  halte,  darstellt.  Nach  den  Tafeln  da 
Ptolemaioa  habe  ich  vor  Kurzem  die  Sehne  des  Winkels  von  3"  4ö'  aiif 
3  8'  2?"  12'"  berechnet.  Das  ergiebt,  zu  einer  gemischten  Zahl  mit 
Myriadenbrücben  umgerechnet,  3,14Ü888...,  wofür  in  Anbetracht,  itm 
es  sich  um  die  untere  Grenze  handelt,  als  Äbrtindungen  die  kleineren 
Werthe  3,14088,  oder,  wenn  nur  die  iivgwüid  berUcksicbtigt  wordes, 
3,1408  zu  setzen  sind.  Es  stellt  also  die  von  Aryabhatta  überlieferte  TM 
3,1416  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Grenzwerthen  3,14088  und  3,14^2, 
bez.  3,1408  und  3.1424,  dar. 

Der  griechische  Autor  des  Aryahhatta  hat  sich  der  Myriadenbrfldw 
bedient,  dos  heisst,  er  ist  in  derjenigen  Bruchrechnung  geschult  gewesen. 
die,  wie  Eutokios  meldet,  in  der  Logistik  des  Magnus  gelehrt  wurde  (aielu 
Abschnitt  II).  Er  bat  mit  völliger  Sachkenntniss  aus  den  Tafeln  du 
Ptolemaios,  statt  der  von  letalerem  gewühlten  Abrunducg,  das  ^«naiim 
VerhUltniss  des  Ümfanges  des  eingeschriebenen  96eckeH  zum  Kreisdoreh- 
messer  ermittelt  und  dieses  mit  richtiger  Annäberang  zn  3,14088  oder 
3,1408  umgesetzt.  Dann  bat  er  dieser  unteren  Grenze  als  obere  Grecu 
einen  Werth  gegenübergestellt,  der  wahrächeinlicb  als  Mittel  zwischen  den 
Verhältnissen  der  Perimeter  des  umgeschriebenen  06-  und  192eckeE  tarn 
Kreisdnrcbmesser  zu  betrachten  ist.  Denn  wenn  wir  das  erstere  Verbültsi» 
mit  üg^,  das  letztere  mit  (/[gj  bezeichnen,  so  können  wir  dafür  nä 
Werthe  einsetzen,  welche  nur  nach  Methoden,  die  im  Alterthum  erwiesener 
Maassen  bekannt  waren,  berechnet  sind.  Für  [7^  ist  oben  (S.  163  flg.]  gant 
nach  Archimedischen  Voraussetzungen  und  mit  Anwendung  der  Myriäileo- 
brüche  3,142735  oder  in  fünfstelliger  Abrundung  3,1428  ermittelt  worden. 


*  So  habe  ich  die  französische  Uebersetzuug  von  L.  Rodet,  Le^ons  de  eti- 
cul  d'Äryabhata.  Journal  aaiatique,  7.  serie,  tooie  SIIl  (1870)  S.  899  wflrtiicb» 
Dentache  übertragen.  Mit  Recht  bemerkt  Rodet  S.  jlt,  dass  die  eigeathOmlidii, 
von  Äryabbalta  statt  dea  Bruchei  -~—  gewählte  BeEöichnung  „VerhältiiiM  na 
63832  zu  2  Myriaden"  unverkennbar  auf  eine  griechische  Quelle  hinweist:  Mi  b* 
GrecB  aeuls  au  mondc  ont  fait  de  la  myriade  l'unitä  numäriiiuB  de  second  ardn 
Vergl.  auch  Cantor,  Vorlesungen  I'  S.  658.  561  flg.,  595— 6Ut,  612. 

**  Vergl.  Algebra  with  aiithmetic  —  from  the  Sanscrit  —  traulnted  b; 
U.  Th.Coie  brooke,  London  1817,  p.  67;  Uodeta,  a.  0.;  Uantor,  Vorlesnageal', 
8.  6l2i  Audio,  ÄTchimedes  a,  a.  vi.  %.U. 
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Berechnet  man  dann  weiter,  genau  nach  denselben  Voraussetzungen,  ü^^, 
80  erhält  man  3,141985  oder  abgerundet  3,1420.  Mag  man  nun  die  ge- 
Daueren  oder  die  abgerundeten  Zahlen  zu  Grunde  legen,  so  ergiebt  sich 
als  arithmetisches  Mittel  in  fünfstelliger  Ausrechnung  3,1424.  H5chstwahr- 
scheinlich  hat  diese  Zahl  dem  unbekannten  Autor  als  obere  Grenze  vor- 
geschwebt, und  daraus  folgt  weiter»  dass  er  als  untere  Grenze  nicht  die 
oben  angeführte  sechsstellige  Zahl,  sondern  ebenfalls  eine  fünfstellige  Ab- 
rundung,  nämlich  3,1408,  gewählt  hat. 

Wie  der  unbekannte  Autor  dazu  gekommen  ist,  jenes  Mittel  aus 
Uqq  und  U^^  zu  wählen ,  bleibt  freilich  vor  der  Hand  eine  ungelöste  Frage. 
Jedenfalls  stellt  die  von  ihm  gefundene  Annäherung  für  n  einen  wesent- 
lichen Fortschritt  gegen  früher  dar.     Denn   das  Mittel   aus   seinen  beiden 

177  1 

Grenzwerthen  ergiebt  ^jn^  ^^^  der  Kennziffer  16 yj!   und  dieser  Werth 

liegt  merklich  näher  bei  n  als  der  Ptolemäische  S^öTr  Q^it  der  Kennziffer  17. 

Die  Epoche  des  unbekannten  Autors  fällt  zwischen  Ptolemaios  und 
Aryabhatta,  und  zwar  gewiss  nicht  unmittelbar  nach  dem  ersteren,  aber 
auch  nicht  ganz  nahe  vor  dem  letzteren  (denn  im  5.  Jahrhundert  gab  es 
nur  Erklärer  und  Bearbeiter  der  älteren  griechischen  Werke,  keine  prodn- 
cirenden  Mathematiker  mehr).  So  erhalten  wir  als  ungefähre  Epoche  das 
dritte  bis  vierte  Jahrhundert*  . 

Von  der  Annäherung  mit  der  Kennziffer  16  ^^  ^^^^  ^s  nur  ein  kleiner 

16 
Schritt  bis  zu  der  besseren  S^tq   ^^^  <)6r  glatten  Kennziffer  16  gewesen. 

Damit  hat  es  indes  gute  Weile  gehabt;  erst  Metius  hat  zu  Ende  des 
16.  Jahrhunderts  diesen  Werth  gefunden.  Dazwischen  aber  ist  eine  grosse 
Reihe  von  anderen  Näherungsversuchen  zu  verzeichnen ,  welche  weit  weniger 
genau  als  die  Zahlen  des  Ptolemaios  und  des  griechischen  «Autors  des 
Aryabhatta  sind.  Es  seien  jedoch  hier  nur  diejenigen  Versuche  erwähnt, 
welche  für  den  Vergleich  mit  den  altgriechischen  £j:eismessungen  bemerkens- 
werth  sind.  „ 

Zunächst  sei  der  Näherung  des  Liu-hwuy  3^  (Kennziffer  7)  ge- 
dacht.** Ein  Blick  auf  die  obige  Uebersicht  (S.  130  flg.)  zeigt;  dass  dieser 
Werth  weit  von  der  unteren  Archimedischen  Begrenzung,  mithin  um  so 
weiter  von  n  entfernt  ist.     Möglicherweise  ist  uns  hier   nur  die  un'tere 


*  Wenn  Magnus,  der  Verfasser  der  Logistik^  für  identisch  mit  Magnus, 
dem  Zeitgenossen  des  Kaisers  Julianus  (oben  S.  133  Anmerk.*),  gelten  darf,  so 
ist  der  Autor  des  Aryabhatta  genauer  an  das  Ende  des  4.  Jahrhunderts  zu 
setzen. 

**  Cantor  PS.  641;  Rudio  S.  20.  Die  Epoche  des  Liu-hwuy  ist  unbekannt. 
Er  wird  genannt  von  Tsu-tachung-tsche,  der  dem  6.  Jahrhundert  angehört 
haben  soll. 


Orenie  einer  AunShernng  Überliefert,  die  wir  deciniKt  als  3,14  n  ItM 
hftben.* 

Erst    Leonardo    tod    Pisa    ist    im    Jahre   1220    in   seiner  Practict 

geometrine    nach  dem  Vorgange  des  Arcliimedes  zu  einer  Dmgrenzang  fit 

n  zurückgekehrt,    die   er   ebenfalls  vom  um-  und  elDgeschriebenen  Söteka 

1440  /  1\ 

ableitete."     Er  fand  als  obere  Grenie  *iTr^^  (  Kennziffer   163rr)'   und  Uj 

1440/  5\^''^*   ^  ^^ 

untere  Grenze    ■^„.  I  Kenuiiffer  1 1=^; ).    Dabei  ist  ein  Fehler  nntergelasfu; 

^Ö8S  V      j^o         26/      _ 

denn  die  untere  Grenie      -       =  3,141057   ist  grösser   als    das   Tertllt- 

niss   des   Umfanges    des   eingeschriebenen   96cct(QS   zum    Kreisdurcbmener 

(oben  S.  129  Qg.),  während  sie  doch  sach  Archimedischer  Methode  kleintr 

sein  sollte.      Aus  beiden  Grenzwertlien  berechnete  er  im  Nenner  das  arili- 

9+20  29      1 

metische  Mittel  458  -  j  -^ -  ■    und  rundete  den  auslaufenden  Bruch  ss  "  j 

ftb.     So  erhielt  er  für  n  die  Näherung  =  3g==  (Kennziffer  19|\.  «r- 

reichte  also  nur  eine  unbedeutende  Verbesserung  dee  M  ittelwerthes, 
welcher  vor  Kurzem  aus  den  Archimedischen  Grenzen  gelogen  «orda 
ist  {S.  167). 

Mehr  als  zwei  Jahrhunderte  vergingen,  bis  Hicolaus  Cuskaat 
(1401  —  14Ij4)  in  der  Schrift  de  trausformationibus  geometricis ,  «eltbt 
sich  mit  der  Aufgabe  der  Arcufi^ation  einer  Geraden  beschttnigt,  eint 
Construction  angab,  aus  welcher  nachtrfiglicb  fUr  n  die  AnnBberung 
3,142337...  ermittelt   worden    ist.***    Cusanus    selbst    bat  vermntblicb  die 


3021 


=  3,142337  im  Auge  gehabt-t     Dieser  Betrag  stebl  dm 


•  Ladolph  van  Ceuleu  de  cireulo  p,  28  (vergl.  unten  S.  171  Annisk."^ 
setiit  S,t4  als  erste  untere  Begrenzung  für  n,  und  stellt  ala  obere  Gres« 
3,11  +  0,01  gegenüber.  Später  (p.  31  flg.)  wird  eine  lOstellige  nnd  du»  ÖH 
aiatellige  Zahl  von  der  Art  auagerecbnet,  dass  die  obere  Grenze  j edMmal  nt 
um  eine  Einheit  der  letzten  Stelle  grrisser  ist  aU  die  untere  Grense. 

**  Scritti  di  Leonardo  Pisano  pubbi,  da  B.  Boncompagni  U  S>  W  Ig. 
(am  Ende  der  fünften  Zeile  auf  S.  30  ist  ^45B  zu  verüesBern  statt 'iSsY  -  KsA. 
träglich  ist  hier  auf  die  Schrift  von  H.  Weiseenborn,  Die  Berechnung  d«  KnW- 
Umfanges  bei  Arcliimedee  und  Leonardo  Pisauo,  Berlin  IS94,  ru  verweisen,  ü* 
einige  Monate  später,  als  das  Manuscript  meiner  Abhandlung  d>.'r  RedactioD  Sba- 
reicht  worden  war,  erschientn  und  vom  Verrasaec  frt-undlichat  mir  lOgeMaM 
worden  ist.  Daselbst  findet  sich  S.SOfig.  ein  in  teresB  anter  Vergl  eich  de«  von  lAOnado 
angewandten  Verfabrena  mit  der  A rc bim edia eben  Methode. 
"*  Cautor  n  S.  178  flg. 
f  Dazu  3,142337...  die  angenäherte  Kennziffer  39,09...  ist,  so  bat  Kietittl 
darin  den  rationalen  Wertb  39-7  erkannt  und  danach  die  v 
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oberen  Grenzwertbe  des  griecbiscbeh  Mathematikers ,  dem  Aryabbatta  gefolgt 

ist  (S.  169),  sehr  nahe. 

Wieder  um  ein  Jahrhundert  später  wurde  ein  nachgelassenes  Werk  des 

Orontius  Finaeus  (1494 — 1555)  de  rebus  mathematicis  bactenus  desi- 

deratis  veröfifientlicbt ,  in  welchem  als  obere  Grenze  für  n  die  Archimedische 

22  245         11 

Zahl   -=-»  als  untere  Grenze  aber -^=^  =3=^  (Kennziffer  11)  gesetzt  wurde.* 

Mit  letzterem  Werthe  hatte  Finaeus  die  untere  Grenze  des  Arcbimedes  dabin 
verbessert,  dass  er  den  nächsten  höheren  Brach  mit  zweistelligem  Nenuer 
auffand;  der  zugleich  die  Bedingung  erfüllte,  kleiner  als  das  Yerbältniss 
des  ümfanges  des  eingeschriebenen  96eckes  zum  Kreisdurchmesser  zu  sein 
(oben  S.  129  flg.).  Allein  er  beging  dann  den  Fehler ;  n  gleich  dieser 
unteren  Grenze   zu  setzen**,   wählte  also    eine  Näherung ,  die  weit  ab  von 

den  vorher  besprochenen  Mittel werthen  mit  den  Kennziffern  20  bis  16tt  l^g* 

Im  Jahre  1596  veröffentlichte  Ludolpb  van  Ceulen,  nachdem  er 
die  später  nach  ihm  benannte  Zahl  schon  in  Einzelschriften  bekannt  ge- 
geben hatte,  sein  Werk  van  den  Circkd.***  Dadurch  angeregt,  hatte 
Adriaen  Anthoniß,  gewöhnlich  nach  seinem  Geburtsorte  Metz  Metius 
benannt  (1527  —  1607),  in  Erinerung  an  die  Kreismessung  des  Arcbimedes 
eine  Umgrenzung  für  n  in  möglichst  kleinzabligen  Brüchen  von  der  Form 


•  Cantor  II  S.  347  flg.;  Rudio  S.  30. 
••  Cantor  II  S.  348. 

*«*  Budio  S.36  flg.,  Cantor  II  S.  651  flg.  Mir  stand  zar  Benutzung  die  latei- 
nische Ausgabe:  Ludolphi  a  Ceulen  de  circulo  et  adscriptis  über  —  omnia  e 
vemacolo  serraone  Latina  fecit  —  Willebrordus  Suellius,  Lugd.  Bat.  1619,  zu  Gebote. 
Der  Verfasser  achliesst  sich  insofern  ganz  an  Arcbimedes  (den  er  p.  32  eriivähnt) 
an ,  als  er  »  lediglich  zwischen  eine  obere  und  untere  Grenze  einschliesst.  Er  bringt 
aber  dazu  als  Neues  (tot  retro  seculis  a  uemine  unquam  tentatam,  nedum  ut  inventum 
Sit)  die  Ausrechnung  der  Perimeter  von  Vielecken  von  sehr  hohen  Seitenzahlen  nach 
einer  übersichtlichen ,  freilich  für  das  praktische  Rechnen  schwer  zu  bandhabenden 
Methode.  Zuerst  geht  er  vom  Fünfeck  aus  und  gelangt  durch  fortgesetzte  Ver- 
doppelung der  Seitenzahlen  zu  einer  oberen  und  unteren  Grenze  von  je  12  Deci- 
malstellen  hinter  dem  Komma.  Dann  legt  er  der  Reihe  nach  das  Quadrat,  das 
Zwölfeck  und  das  Sechzigecft  zu  Grunde  und  bildet  dazu  wieder  durch  Verdoppelung 
der  Seiten  andere  Vielecke  von  möglichst  hohen  Seitenzahlen.  Aus  dem  um-  und 
eingeschriebenen  Vielecke  von  60.2'®  Seiten  (Rudio  S.  36)  leitet  er  eine  Umgrenzung 
von  20  Stellen  ab.  Später  hat  er  in  dem  Werke  ),  De  Arithmetische  en  Geometrische 
fondamenten**  eine  Ableitung  bis  auf  32  Stellen,  und  zuletzt  nach  glaubwürdigen 
Berichten  eine  solche  von  35  Stellen  berechnet  (Rudio  S.  37).  Mag  auch  die  von 
ihm  angewendete  Methode  im  Vergleich  zu  den  später  gefundenen  schwerföllig 
erscheinen,  so  bleibt  ihm  doch  das  Verdienst,  zuerst  ausdrücklich  einen  Weg  ge- 
zeigt zu  haben,  wie  man  zu  immer  genaueren  Annäherungen  gelangen  könne  (si 
cui  libeat  eandem  viam  insistere,  huius  rationis  terminos  etiam  longo  ulterius 
producere  licebit).  —  Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  durch  die  genauen  Ausrechnungen 
Ludolph*s  van  Ceulen  zum  ersten  Male  der  Weg  gezeigt  worden  ist ,  wie  man  an 
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= — — r»  nämlich  S^?^  und  S-tött  aufgestellt*  Das  sind  Werthe  mit  den 
7  n  + 1  lOo  IäO 

Kennziffern  15  und  17,  und  Metins  hat  auch,  wie  sein  Sohn  Adriaen  Metim 

der    Jttngere    berichtet,    es  nicht  versäumt,    daraus    nach  Archimedischer 

Methode  das  Mittel  3  ,nft!L  =3^  (Kennziffer  16)  =  3,1415929.. . 

lUb  +  1 JU  1  lö 

zu  ziehen.  So  ist.  als  schon  eine  weit  vollkommenere  Annäherungsmethode 
gefunden  worden  war ,  nachträglich  noch  der  beste  Mittel werth  für  n  fest- 
gestellt worden,  der  nach  den  Anschauungen  und  Weisungen  des  Archimedes 

17 

überhaupt   zu  erreichen  war.     Die  Ptolemäische  Näherung   Sj^  war  all 

obere  Grenze  verwerthet  und  dazu  die  passendste  untere  Grenze  e^ 
mittelt  worden.  Denn  wenn  wir  die  erstere  mit  o,  die  letztere  mit  « 
bezeichnen  j  so  war  nun  die  Differenz  n—u  der  Differenz  o  —  n  mögUcbit 
genähert,  und  so  ergab  sich  leicht  für  n  ein  Bruch  mit  dreistelligem  Nenner, 

355 

Yjö  >  das  ist  die  richtige  Annäherung  bis  auf  6  Stellen  hinter  dem  Komma. 

Natürlich  war  das  aber  nicht  eher  herauszubekommen ,  als  bis  die  Lodol|dii- 
sche  Zahl  bekannt  geworden  war. 


Stelle  der  Umgrenzung  die  Annäherung  schlechthin  setzen  kann,  ohne 
von  der  strengen  Forderung  der  Archimedischen  Methode  abzuweichen.    Geoki 
schrieb  noch  allenthalben  sowohl  den  grösseren  als  den  kleineren  Grenzwerth  hin. 
Da  aber  jeder  grössere  Werth  den  kleineren  nur  um  eine  Einheit  der  letitea 
Stelle  übertraf,  so  haben  die  Späteren  mit  Recht  sich  begnügt,  nur  den  kleinem 
Grenzwerth  zu  schreiben   und  dahinter  Punkte  zu  setzen.    Somit   bedeutet  i.  B. 
3,14159...  nicht  blos,   dass  die  so  geschriebene  Zahl  noch  mehr  Stellen  all  die 
hier  aufgeführten   hat,    sondern   zugleich  auch,   dass   sie  zwischen  den  GremeD 
3,14160   und  3,14159  liegt.    Auch    die   andere,   oben  S.  129  Anmerk.**,    enrähote 
Bezeichuungsweise  lässt  eich,  wie  leicht  ersichtlich,  auf  eine  Archimedische  Um- 
grenzung  zurückführen.    Denn  es   bedeutet   z.  6.  3,142  eine  Zahl  die  kleiner  ali 
3,1420  und  grösser   als   3,1415  ist;    dagegegen   bedeutet   3,142   (nämlich  als  an- 
genäherter, nicht  etwa  als  genauer  Werth)  eine  Zahl,  die  grösser  als  3,1420  ood 
kleiner  als  3,1425  ist. 

»  ßudio  S.  32  flg.;  Cantor  II  S.  552  flg. 


Recensionen. 


J.  Dbbuvts.  Eiiai  d'nne  Theorie  Gän^rale  des  Formes  Alg^briqaeE. 
Bmielles  1891.    Hüjez.    IV  nod  156  S. 

Die  neueren  Üat^rEuchuiigen  io  der  Formcntbeorie  geb{!rea  zwei 
wesentlich  verBcbiedenen  RicbtuDgen  an;  auf  der  einen  Seite  etebt  das 
Specialstudium  einzelner  Formen  und  Farmenklassen,  das  grosse  bierbei 
angesammelt«  ßechnnogsmaterial  geht  Über  die  BedUrrnisse  der  Gegenwart 
weit  hinaus ;  auf  der  anderen  Seite  bewegen  sich  Probleme  ganz  allgemeinen 
Charakters  (Endlichkeitafragen,  Reihenentwickelungen  u.  dergl.).  Zu  dieser 
zweiten  Kategorie  ist  anch  die  vorliegende  Schrift  des  talentTollen  bel- 
gischen Mathematikers  za  rechnen,  die  das  wichtige  Problem  der  „Beduction" 
der  Formen  behandelt. 

Bekannt  ist  eine  Abhandlung  von  Clebsch  ans  seiner  letzten  Lebenszeit, 
in  der  untersucht  wird,  wie  sich  die  invarinnten  Eigenschaften  von  Formen, 
welche  von  einer  beliebigen  Reihe  von  Variabelnsystemen  abhSngen,  zurück- 
fuhren  lassen  auf  diejenigen  von  Formen ,  fUr  welche  sich  die  Anzahl  der 
Varia  bei  nsysteme  verringert  hat.  Das  wesentliche  Hilfsmittel  ist  ihm  das 
gleichzeitige  Operiren  mit  Coordinaten  von  verschiedenen  ebenen  Mannig- 
faltigkeiten, die  sich  als  volletandige  Determinanten  von  Matrices  dar- 
stellen, deren  Elemente  nur  Variabein  einer  nnd  derselben  Art  (Punkt- 
variabeln)  enthalten. 

Eine  ganz  andere  Behandlung  des  Gegenstandes  verdankt  man  sodann 
Capelli,  der  es  vorzieht,  ausschliesslich  Punktvariabeln  zu  Grunde  zu 
legen.  Indem  er  in  den  Mittelpunkt  der  Theorie  den  Polaren process  nnd 
den  inneren  Zuaammenbang  zwischen  den  verschiedenen  Polaro peratiooen 
stellt,  vermag  er  eine  elegante  (endliche)  Iteihenentwickelung  aufzustellen, 
welche  das  nrsprflngliche  Problem  direct  Itfst. 

Deruyts  bat  nun  seinerseits  einen  Weg  eingeschlagen,  der  zwar 
formal  einige  Aehnllchkeit  mit  dem  Capelli'schen  Verfahren  aufweist, 
jedoch  in  den  GrundzUgen  durchsichtiger  ist  und  vor  Allem  fUr  eine 
woitere  Entwickelung  der  Theorie  geeigneter  erscheint. 

Der  Grundgedanke  des  Verfassers  —  merkwürdiger  Weise  Übrigens 
liemlich  gleichzeitig  von  Kronecker  entwickelt  —  ist,  die  allgemeine  lineare 
■^abstitation  von  n  Variabein,  oder,  besser  gesagt,  die  allgemeine  lineare 
Gruppe,  „aiifEulOsen"  in  eine  Anzahl  weit  oinfachorer  Untergruppen.    Eine 
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Function  der  Variabein,  welche  sich  gegenüber  einer  solchen  Untergruppe, 
bis  auf  eine  Potenz  der  Substitutions  >  Determinante ,  invariant  verhält,  und 
demnach  einer  charakteristischen  linearen  partiellen  DifiTerentialgleichnog 
genügt,  heisst  eine -„sem invariante '^  Function;  erst,  wenn  gewisse  einfache 
arithmetische  Bedingungen  erfüllt  sind,  geht  sie  in  die  gewöhnlich  alleiD 
betrachtete  „invariante  Function **  über,  und  tritt,  als  Leitglied  der  letz- 
teren, unmittelbar  in  Evidenz. 

Die  Untersuchung  der  Eigenschaften  dieser  seminvarianten  Fanctiones 
bildet  das  Fundament  des  Ganzen,  insbesondere  ergeben  sich  so  alle  die 
speciellen  Eigenschaften  wieder,  welche  von  früheren  Autoren  (Cayley, 
Sylvester,  d'Ocagne,  Perrin  u.  A.)  über  Seminvarianten  aus- 
gesprochen sind. 

.  Der  Verfasser  bekundet  in  der  analytischen  Deduction  eine  groese 
Gewandtheit;  indem  er  einmal  die  Clebsch-Aronhold'sche  Symbolik  auf 
die  seminvarianten  Functionen  überträgt,  andererseits  aber,  wo  es  zweck- 
mässiger erscheint,  die  charakteristischen  partiellen  Diflferentialgleichangei 
benützt. 

Mit  Hilfe  eben  dieser  seminvarianten  Functionen  gelingt  es  in  der 
That,  Formen  mit  mehreren  Variabeinreihen  auf  einfacheren  Bildungen 
aufzubauen. 

Der  Vorzug  der  neuen  Methode  zeigt  sich  beispielsweise  bei  der  bis- 
her vergeblich  versuchten  Durchführung  der  Aufgabe,  die  Anzahl  der 
linear  unabhängigen  invarianten  Functionen  von  vorgegebenen  Grad*  nnd 
Gewichtszahlen  zu  ermitteln. 

Der  Referent  möchte  dem  Verfasser  nur  empfehlen,  an  die  AbstracüoDS- 
kraft  der  Leser  nicht  zu  grosse  Anforderungen  zu  stellen,  und  die  Eis- 
streuung leichter  Beispiele  nicht  zu  verschmähen.  Im  Uebrigen  ist  die 
Diction  eine  klare  und  flüssige.         "^^  Franz  Meteb. 

E.  Study.  Sphärische  Trigonometrie,  orthogonale  Substitutionen  nnd 
elliptische  Functionen.  Eine  analytisch -geometrische  Untersocbaog. 
Abhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  XX. 
Leipzig  1893.     Hirzel.      146  S. 

Trotzdem  die  vorliegende  Abhandlung  in  einer  Zeitschrift  erscbienes 
ist,  so  verdient  sie  hier  wohl  doch  eine  eingehendere  Besprechung, 
einmal,  weil  ursprünglich  eine  Buchausgabe  geplant  war  und  hiervon  nur 
aus  äusseren  Gründen  abgegangen  ist,  sodann  aber  mit  Bücksicht  uf 
den  Inhalt. 

Im  Verbältniss  zu  der  ausgedehnten  mathematischen  Prodaction  der 
Gegenwart  ist  es  eine  seltene  Erscheinung,  wenn  ein  elementarer,  in- 
sonderheit geometrischer  Gegenstand  von  höheren  Gesiohtsponkten  ans 
betrachtet  und  hierdurch  mit  neuen  Gedanken  erfüllt  wird.  Es  ist  wobl 
ausser  Frage,   dass   die   heutzutage  bestehende  Kluft  zwischen  Schalmathe 
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matik  und  akademischer  Mathematik  der  Wissenschaft  als  Ganzem  keines- 
wegs znm  Heile  gereicht  ümsomehr  möchte  der  Referent  die  Arheit  des 
Herrn  Verfassers  begrUssen,  in  welcher  die  sphärische  Trigonometrie  zu 
drei  wichtigen  Gebieten  der  höheren  Mathematik  in  Beziehung  gesetzt  wird, 
zur  Gruppentheorie,  zur  Theorie  der  orthogonalen  Substitutionen  und  vor 
Allem  zu  derjenigen  der  elliptischen  Functionen.  Das  eigentliche,  fort- 
laufende Leitmotiv  ilt  der  Gruppenbegriff,  der  ja  unzweifelhaft  dazu  be- 
rufen ist,  die  künftige  Wissenschaft  zu  beherrschen. 

Da  der  Verfasser  nicht  in  letzter  Linie  Schulmänner  als  Leser  im 
Auge  gehabt  hat,  so  ist  das  Maass  der  zum  Verständniss  noth wendigen 
Vorkenntnisse  so  gering  wie  möglich  bemessen  worden;  die  grundlegenden 
Begriffe  der  Gruppentheorie  werden  überall  da,  wo  sie  zuerst  auftreten, 
erklärt,  und  selbst  im  dritten  Abschnitte,  wo  die  elliptischen  Functionen 
im  Vordergrunde  stehen,  wird  nur  auf  die  Fundamentalformeln  der  We i er- 
stras s 'sehen  Theorie  recurrirt,  die  durch  die  Schwartz'sche  Formelsamm* 
lung,  wie  durch  das  Halphen'sche  Werk  Jedem  zugänglich  geworden  sind. 

Die  Hauptschwierigkeit  in  der  Auffassung  scheinen  nach  der  Meinung 
des  Referenten  die  geometrischen  Conceptionen  des  ersten  Abschnittes  dar- 
zubieten; mancher  Leser  wird  sich  eines  unbehaglichen  Gefühls  nicht  er- 
wehren können,  wenn  er  gleich  im  Anfange  auf  die  ihm  lieb  und  vertraut 
gewordene  Vorstellung  des  sphärischen  Dreiecks  verzichten  soll;  die  vom 
Verfasser  zu  Grunde  gelegte  Verallgemeinerung  der  fraglichen  Vorstellung 
geht  sogar  über  die  bekannten  Ideen  von  Mob  ins  hinaus.  Das  Massgebende 
ist 9  dass  sowohl  die  Seiten,  wie  die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  mit 
einem  bestimmten  Drehungssinn  behaftet  erscheinen. 

Für  die  Winkel  um  einen  Punkt  Ä  der  Eugelfläche  wird  als  positiver 
Drehungssinn  etwa  der  festgesetzt,  der  für  einen  ausserhalb  stehenden 
Beobachter  dem  Sinne  der  Bewegung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist. 
Die  Grenzen  eines  Winkels  sind  0  und  2n, 

Auf  jedem  der  drei  Hanptkreise,  welche  je  zwei  der  drei  Punkte  ^|, 
A^f  A^  verbinden,  wird  ebenfalls  ein  positiver  Drehungssinn  willkürlich 
angenommen.  Läuft  man  in  positivem  Sinne  von  Ä^  nach  A2,  von  Ä^ 
nach  .^3,  und  von  .^3  wieder  nach  A^^  so  sind  damit  drei,  zwischen 
0  und  2n  enthalten^  Bögen  a^,  a^j  a^  gegeben;  ferner  sei  a^  der  Winkel, 
Dm  den  man  den  Hauptkreis  ^3 ^4^ ,  unter  Festhaltung  der  £cke  ^, .  positiv 
drehen  muss,  damit  seine  positive  Richtung  mit  der  positiven  Richtung  des 
Hanptkreises  A^A2  zusammenfällt,  entsprechend  er,)  <^3* 

Der  Inbegriff  solcher  sechs  Stücke :  dreier  Seiten  a  und  dreier  Winkel  or, 
ist  ein  „sphärisches  Dreieck^,  je  zwei  Dreiecke,  die  in  diesen  sechs 
Stücken  übereinstimmen,  gelten  als  identisch. 

Ein  unmittelbarer  Erfolg  der  getroffenen  Definitionen  ist  ein  voll- 
kommenes Reciprocitätsverhäitniss  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln 
eines  Dreiecks. 
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Drei  gegebene  Kreisbögen  lassen  sich  nicht  immer  zn  einem  Dreieck 
zusammensetzen ,  sie  haben  vielmehr  einem  Systeme  von  acht  Ungleichungen 
(Determinationen)  zu  genügen;  es  ist  von  Bedeutung,  dass  diese  Dn- 
gleichnngen  ohne  vorherige  Entwickelung  der  Formeln  der  sphSriscben 
Trigonometrie  direct  aus  den  Definitionen  fliessen.  Die  einfachste  Form 
der  Ungleichungen  wird  durch  Einführung  der  Stücke: 

25o=  2 »  —  ttj  —  öj  —  Ogf    25j  5=  —  aj  +  fl«  +  «s» 

2  5,  =  a^  —  Og  +  a, ,  2  «3  =  aj  +  «i  —  «8 

erzielt. 

Abgesehen  von  Grenzföllen  resultiren  so  16  Typen  vollstftndig  reeller 
Dreiecke y  32  Typen  solcher,  bei  denen  nur  die  Seiten  resp.  die  Winkel 
reell  sind.  Diese  verschiedenen  Gestalten  von  Dreiecken  sind  aber  keines- 
wegs getrennte  Mannigfaltigkeiten,  sondern  können ,  wenigstens  zum  Tbeil, 
durch  Vermittelung  ausgearteter  Dreiecke  stetig  in  einander  übergeftlhrt 
werden. 

Während  bisher  ein  Dreieck  durch  drei  Punkte  einer  Kugel  bestimmt 
wurde,  möge  nunmehr  die  weitergehende  Verallgemeinerung  Platz  greifen, 
wonach  ein  Dreikant  (oder  Dreiflach),  mit  dem  Mittelpunkte  der  Engel  als 
Scheitel,  als  das  Erzeugende  anzusehen  ist.  Es  entstehen  dann  64  so- 
genannte „Nachbardreiecke'',  die  sich  auf  1 6  reduciren ,  wenn  man  je 
vier  zusammenfasst,  die  durch  gleichzeitige  Yorzeichenwecbsel  aller  Seitai 
oder  aller  Winkel  in  einander  übergeführt  werden. 

Die  Grundlage  alles  Folgenden  ist  die  Thatsache,  dass  die  Seiten  ond 
Winkel  von  64  Nachbardreiecken  durch  eine  „Gruppe"  64  linearer 
Substitutionen G^^  zusammenhängen.  Um  die  wichtigsten  hier  anznfOhrea, 
so  transformiren  sich  die  Seiten  a  und  die  Winkel  a  bei  den  SubstitotioDen 
Si  resp.  T,  in: 

Sy)  a,,  n  +  a^y  tc  +  o^;     in  +  a^,  — o^,  —«3, 

T)  —«1,     —«2»      -"«8»  ^i        ««>        «3- 

Hierzu  kommen  die  durch  cykliscbe  Vertauschung  hervorgehenden  S^S^ 
sowie  die  zu  allen  diesen  dualistischen  Z|,  Zg,  Z3,  T. 

Vermöge  dieser  acht  erzeugenden  Operationen  lässt  sich  jede  Sab- 
stitution  der  Gq^  im  Wesentlichen  auf  eine  und  nur  eine  Weise  dar- 
stellen. 

Unter  den  Untergruppen  von  Q^^  ist  namentlich  eine  G^q  bemerken^- 
werth,  die  aus  der  Zusammensetzung  der  S  mit  den  Z  und  der  IdentiiSt 
erwächst.  Diese  Gruppen  reichen  indessen  noch  nicht  aus,  um  die  „Vorzeichen- 
Modificationen",  welche  die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ein- 
geben können,  völlig  zu  Übersehen,  hierzu  ist  eine  Art  „Erweitening^ 
nötbig. 

Es  wird  nämlich  nunmehr  die  Beschränkung  aufgehoben,  wonach 
Dreiecke   als  identisch   gelten   sollten,   deren   Seiten  und  Winkel  sich  nur 
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om  Vielfache  von  3n  anterscheiden.    Mit  anderen  Worten,  die  früberen  Sab- 
Btitationen  werden  jetzt  ergSuzt  duich  solche  von  der  Form: 

a'i  =  ai  +  2ki7i,     B'i=B,  +  2Z",«    («  =  1,  2,  3:  ft.  iT  ganzzahlig). 

Hierbei  erweist  es  sich  als  zweckmässig,  die  Bedingung  hinzuzufügen, 
dasB  die  Summe  aller  sechs  k  und  K  eine  gerade  Zahl  sein  soll. 

Die  ursprüngliche  G^  erweitert  sich  dadurch  zu  einer  (unendlichen) 
ihr  isomorphen  Gruppe  @;  man  kann  leicht  von  ®  zu  G^  and  G^g  zurück- 
gelangen. Endlicb  bedarf  es  noch  der  Eintbcilung  aller  Dreiecke  in  zwei 
Klassen,  die  eigentlichen  und  uneigentHchen  Dreiecke;  die  ei-ateren 
kOnnen  aus  einem  Dreiecke,  dessen  Seilen  und  Winkel  zwischen  den  Grenzen 
0  und  2n  liegen,  durch  stetige  Aenderung  hergeleitet  werden,  wllhrend 
das  bei  den  letzteren,  selbst  auf  imaginären)  Wege  —  durch  analytische 
Fortsetzung  —  nicht  mSglich  ist.  Jede  der  beiden  Dreiecks- Mannigfaltig- 
keiten geht  durch  @   in  sich  über. 

Die  G^.,  giebt  damit  zu  einer  G,^g  Veranlassung. 

Neben  der  Erweiterung  der  endlichen  Gruppen  auf  unendliche  geht 
nnn  eine  zweite,  die  im  endlichen  Gebiet  verbleibt. 

Einmal  nehme  man  die  sechs  Vertäu  sc  bun  gen  der  Indices  1,  2,  3 
binzu,  wodurch  insbesondere  aus  der  ff, ,;  eine  6g,, ,{^  C^g«  wird,  andererseits 
vollziehe  man  durch  Verlauschung  der  Seiten  mit  den  Winkeln  den  Ueber- 
gang  zum  Polardreieck.  Mittelst  der  Vereinigung  beider  Erweiterungen 
treten  an  die  Stelle  von  G^Jg  und  G^g  die  neuen  bemerkenswerthen  Gruppen 
('i.ii.m='^mi  "tid  ff(,a.iB=(?i9i. 

Weshalb  gerade  die  genannten  Gruppen  eine  besondere  Rolle  spielen, 
ersieht  man  ans  den  Vorzeichenändcrungeu ,  welche  die  trigonometrischen 
Functionen  der  ganzen  und  halben  Seiten  resp.  Winkel  denselben  gegenüber 

Nach  diesen  grnppen theoretischen  Vorbereitungen,  die  ttbrigens  der 
Systematik  halber  ansführlicber  gediehen  sind,  als  es  fUr  das  Verstfindniss 
des  Folgenden  erforderlich  gewesen  wäre,  wendet  sich  der  Verfasser 
im  zweiten  Abschnitte  zu  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
selbst  und  ihrer  algebraischen  Durcharbeitung,  welche  im  Zusammenhange 
mit  den  orthogonalen  Substitutionen  ihren  prägnanten  Ausdruck  findet. 

Obgleich  schon  Lagrange  nachgewiesen  hatte,  dass  die  zu  seiner 
Zeit  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ansschliesslich  aus  den 
drei  Fundamental  form  ein  des  Cosinussatzes  durch  trigonometrische  Umformung 
abgeleitet  werden  können,  so  hat  mau  spSter  doch  wieder  diesen  einfachen 
Weg  verlassen,  indem  man  zum  Änfbau  des  Systems  die  Geometrie  mehr 
als  nöthig  heranzog. 

Der  Verfasser  nimmt  hier  den  Wog  von  Lagrange  wieder  auf, 
und  erhält  auf  kürzeste  Weise  der  Reihe  nach  sämmtliohe  Formeln  von 
Bedeutung. 

m.t. .  Ut,  Ablh  ä.  /Bil.cbf  t.  Malh  0.  Phy>.  3?.  Jahrg.  IBS*.  S  H.tlV  \\ 
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Die  Delambre'aobett  Formeln  zeigen  hierbei  am  ileiiliich«l«ii  die 
Folgenschwere  der  früher  getroffenea  Eintheilung  der  Dreiecke  in  eigesl- 
liebe  und  uneigentliche:  Bei  den  einen  gelten  die  oberen,  bei  den  aadereo 
die  unteren  Vorzeichen,  während  z.  B.  der  Cosinus-  und  Sinussatx  für  beide 
gleichmassig  gilt.  Da  nun  die  eigentlichen  Dreiecke  nicht  wieder  in  gt- 
trennte  Scharren  zerfallen,  sondern  eine  coutinuirlicbe  lifannigfaltigkeit 
bilden,  so  ist  ein  zweiter  Portschritt,  wie  der  70m  Cosinus-  und  Sinnssati 
zu  den  Delambre'^cben  Formeln  führende,  der  die  Bestimmung  des  Vor- 
zeichens einer  an  sich  rational  bekannten  Quadratwurzel  involvirt,  nicht 
mSglich:  Die  Entwickelung  der  sphärischen  Trigonometrie 
ist  also  nach  gewisser  Eicbtung  hin  abgeschlossen. 

Ohne  anf  die  fortlaufende  Bezugnahme  auf  die  früher  aufgesteUlen 
Gruppen  einzugehen,  kommen  wir  sofort  zu  dem  Kernpunkte  des  Abschnitte, 
der  algebraischen  Umformung  der  Delambre'schen  Gleichungen. 

Fahrt  man  in  Ihnen  die  QrösGen  li=dg-^'r    k^=^ctg^  als  FandamenUl- 

elemente  ein,  so  findet  man,  dass   sich  die  Producte  1/1^  und  l^li  { 
Beitig  linear  anadrtlcken  nach  dem  Muster  der  Formet: 

hk  —        ■""         '      ' 

Diese  drei  Formeln  entkalten  wohl  den  alj^ebraiBch  I 
fachsten  Ausdruck  der  Abhängigkeit  zwischen  den  Sa 
und  Winkeln  eines  sphäriscLen  Dreiecks. 

Ändererseita    stehen    dieselben    Producte    lih  und    ifi*    auch 
Anfangs  eingefUhrten  Stücken  s,  a  in  höchst  eleganter  Beziehung; 
sinSot  sinSy  -.sins^-.  sins^=  1:  i^ijtijil, :  (l,io  (nebst  der  dnali 9 tischen). 

Es  liegt  nunmehr  nahe,  Zähler  und  Nenner  der  Ausdrücke  fUr  die 
lii*  und  l,h  als  selbständige  Grössen  y^'  ^i>  ^s.  ^si  ■^o,  Zi,  Z„  Zt 
einzufahren.  Dann  dracken  sich  sowohl  die  F  durch  die  Z  (und  amgekchrt), 
als  auch  beide  durch  vier  neue  Hilfsgrüssen  X^,  X^,  X^,  X^  linear  in 
Formeln  aus,  die  bereits  einen  unmittelbaren  Zusammenbang  mit  der 
Jacobi'schen  Begründung  der  elliptischen  Functionen  durch  die  Ö-Functioua 
erkennen  lassen. 

Vor  der  Hand  ist  es  von  grösserer  Wichtigkeit,  aus  den  T  ond  Z 
quadratische  Ansdrücke  aufzubauen  nach  dem  Schema: 

aoo  =  ir^=IZ»,,    o„  =  2(7,Z3  +  Z„Z,)  =2(7,73+ Tor,), 

fljs  =  2  (Zj  Zg  -  Zo  Z,) ,  «sj  =  2  ( r,  7b  -  To  rj. 

Diese  neun  GrSssenait  sind  dieCoefficienten  einer  ortbo- 
alen  Substitution  in  drei  Veränderlichen.  Umgekehrt  liad 
7,  Z  proportional  einfachen  linearen  Verbindungen  der  an. 


Mit  dem  Cosinus  der  Seiten  nnd  Winke]  eines  Sphärisoben  Dreiecks 
bftDgen  die  an  in  sehr  einfacher  Weise  zusammen,  wie  man  aus  dem 
Muster  der  rational  umkehrbaren  Formeln 

sieht.     Es  ist  aber  von  Bedeatnng,  dass  die  Zähler  und  Nenner  dieser  Ver* 

bältnisse,     einzeln    genommen,    einfachere   Eigenschaften    besitzen,    als    die 

cosoi,  cos«!  selber. 

Mit    Hilfe  der   an   kann    man   za    einer   unbegrenzten    Zahl    neuer 
;  Belationen  der  sphärischen  Trigonometrie  gelangen. 

I  Man    wird    nun    weiterbin  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 

'    eine  sehr  anschauliche  Bedeutung  unterlegen  können,  wenn  man  die  X  als 
I   homogene  Coordinateu  eines  Baumpanktes  aiiffasst.    Da  die  2,  T,  Z  durch 

die  IdenliW        ^^x.X,X,+  T,T,T,T,  +  Z,Z,Z,Z,  =  0 

'   verknüpft  sind,  so  sind  die  3.4  Ebecen  Xt=0,   Yt  =  0,  Zi=?,0  die  dreier 

I    „desmischen    Tetraeder." 

Es  gieht  gewisse  Gruppen  von  Ranmcollineatlonen ,  welche  die  Figur 

,  der  drei  Tetraeder  als  Ganzes  unverändert  lassen;  unter  diesen  Gruppen 
ragt  vorzüglich  eine  G^^  hervoi'.  Unterwirft  man  einen  beliebigen  Punkt 
des  Raumes   den  Collineationen   der    G^g,    so  nimmt  er  16  Lagen  an,    die 

I'  eine  „Knmmer'sche  Configuration"   bilden. 

||  Damit    sind    die  Vorbedingungen    geschaffen ,    um    die  Mannigfaltigkeit 

I  aller  sphärischen  Dreiecke  auf  den  Funktraum  abzubilden,  wodurch  er- 
reicht wird,  dass  man  sich  von  einer  Reihe  merkwürdiger  Dreiecks- 
typen,  die  auf  der  Euget  nahezu  nnzugäuglich  sind,  eine  Vorstellung 
machen  kann. 

Ohne  auf  die  ermüdende  und  nicht  wesentliche  Eiörterung  dieser  ver- 
wickelten Raum  figuren  einzugehen,  gedenken  wir  lieber  noch  einer  zweiten, 
plani metrischen  Abbildung,  die  sich  sogar  für  den  elementaren  Unterricht 
gut  verwerthen  lässt.  Man  kann  nSmIich  die  Halbmesser  zweier  Kreise  so 
wählen,  dasa  sich  ihnen  je  ein  Viereck  von  den  Seiten  Ytresp,  Z,- ein  beschreiben 
ISsst,  Verbindet  man  noch  die  Ecken  jedes  Vierecks  mit  dem  bez.  Mittel- 
punkte, und  zieht  die  Dingonaten ,  so  treten  nunmehr  die  Winkel  s,  a,  a,  a 
unmittelbar  vor's  Auge.  Als  Anwendung  iQsst  sich  z.  B.  die  Aufgabe,  aus 
den  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks  die  Winkel  zu  finden,  oder  umgekehrt, 
sehr  elegant  constructiv  losen. 

Wir  müssen  uns  beeilen,  um  wenigstans  das  Wichtigste  aus  dem 
dritten  Abschnitt,  der  den  Zusammenhang  der  sphElrischen  Trigonometrie 
mit  den  elliptischen  Functionen  darlegt,  herauszugreifen. 

I  um    gleich    das  Hauptergebniss    anzuführen:     Wahrend    man    sich  seit 

^Laffxange  damit  begnügte,  die  Elemente  eines  sphärischen  Dreiecks  durch 
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^^^    ha 


eUiptische  Functionen  zweier  Argumente  darzuetellen ,  werden  hier  «U- 
gemeiner  solche  von  vier  Argumenten  zu  Grunde  gelegt.  Hierdurch  wird 
es  erst  ermCglicbt,  den  Zusammenhang  beider  Gebiete,  tmd  dieser  wiederum 
mit  den  orthogonalen  Substitutionen,  zn  einem  voUständigen  nnd  flber- 
sicbtlichen  zu  gestalten. 

Vom  formalen  Gesichtepankte  aus  betrachtet  ist  ea  unschwer  lu  sehen. 
daaa  sich  die  im  zweiten  Abschnitte  entwickelten  Beziehungen  iwiscbm 
den  X,  T,  Z  ita  Wesentlichen  alle  ao  in  der  Wei  erstraaa'schen  Theorie 
der  u ,  il, ,  o, ,  a^  vorfinden ,  wenigateus ,  sobald  man  die  letit«T«ii 
gewissen  Modificationen  unterwirft.  Der  tiefere  Grund  Hegt  aber  in  der 
Erkenntnis»,  dass  die  zahlreiche  Menge  der  von  Jacobi  and  Weicr- 
fltrasB  aufgestellten  Additionstheoreme  wiederum  vermöge  des  Groppea- 
begriffs  ein  organisches  Ganze  ausmachen.  Man  gelangt  zu  2bQ  Addilioni- 
theoremen,  die  z.  B.  durch  eine  Grnppe  von  ebensoviel  Substitutiooeii 
der  auftretenden  vier  Argumente  in  sich  Übergeben.  Die  Bubstit^tioneD 
drücken  aua ,  dass  immer  einige  der  Argumente  um  PeriodenhSlflen  ytt- 
mehrt  werden. 

Diese  Gruppen  und  andere  sieb  daran  anschliessende,  stehen  zu  den  mit 
der  Figur  der  desmigchen  Tetraeder  verknüpften  in  engster  Beziehung.  Die 
Coefficienten  an,  der  orthogonalen  Substitutionen  stellen  sieb  zunScbst  ni- 
mittelbar  dar  als  ganze,  homogene  Functionen  zweiten  Grades  tob 
6 'Functionen;  führt  man  aber  geeignete  neue  Argumente  ein,  so  geUiigl 
ea  sogar,  die  an  in  die  Gestalt  von  ganzen  homogenen  Functionen  erst«! 
Grades  der  0- Functionen  der  transformirten  Argumente  zu  setzen;  es  itt 
das  ein  wesentlicher  Fortachritt  gegeDÜbor  Resultaten,  die  von  Herrn  Cti- 
pary  herrühren.  Gem&ss  den  256  Additionathe cremen  giebt  ea  256  solcber 
Coef£ciententafeln. 

Ea  sei  noch  betont,  dass  die  hier  im  Vordergrund  stehenden  Reiationeii 
zwischen  den  Of  *  keineswegs  ohne  Weiteres  aus  den  Additionstheoremeo  fiieisci, 
sondern  algebraische  Folgen  der  zwischen  den  Quadraten  der  a-FunotisM 
bestehenden  linearen  Gleichungen  sind. 

Der  Verfasser  hätte  in  diesem  Sinne  geradezu  seine  Schrift  als  «sf 
n  höhere  Algebra  der  sph Sriso he n  Trigonometrie  und  der  elliptischen  FonctiontD* 
bezeichnen  können.  Daa  Wesentliche  Ist  eben ,  dass  die  aus  dar  TrigODa* 
metrie  abgeleiteten  Gruppen  isomorph  sind  zu  gewissen  Gmppen  lineim 
Substitutionen  der  Argumente  elliptischer  Functionen. 

Es  ist  von  vornherein  ^u  vermutben,  dass  sich  ein  derartiger  Isomor- 
phismus  noch  auf  mannigfaltige  andere  Arten  realisiren  ISsst,  wofDr  i!cf 
Verfasser  selbst  ein  Beispiel  anführt. 

In  einem  Schlussworte  deutet  der  Verfasser  darauf  hin  ,  einer  wie  rei^ 
Eutwickeluug  die  sphärische  Trigonometrie  in  Zukunft  noch  iUhtg  isL 

Wir  Bchtiessen  diese  gerade  im  Interesse  der  Lehrer  so  aasftlhrlicb  gt- 
haltene  Besprechang   mit   dem  Hinweis   auf  die   vom   Verfasser 
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eropfohlece,   in  Dentschland  aber   fast  unbehacnt   gebliebene   „SphSriaclis 
Trigonometrie'  von  J.  A.  Serset  {7""  6d.  Paris  1888). 

Berichtigung.  S.  98  Zeile  11  statt;  „ein  Fläcbenelement  stets  wieder 
in  ein  PiRchenelenient  übergehe"  musa  es  beissen:  „ein  Paar  benachbarter 
Ftäcbenelemente  stets  nieder  in  ein  Paar  benachbarter  FlSchenelemente 
Obergehe. " W.  Fbanz  Mbysh. 

Beoherobes  snr   l'hiBtoire  de  raatronomia  anoienne  pav  Paul  Tannert. 
Paria  1893.    Gautbier-Villars  &  fila.    VIH,  370  p. 

Wenn  Referent  es  ustemimmt ,  über  das  neue  geschichtliche  Werk 
des  geistreichen  franzSsiacben  Fachgenosaen  ganz  liurz  zu  berichten,  so 
mass  er  von  vornherein  zugestehen,  dass  man  seiner  Berechtigung  zu  einer 
solchen  Darlegung  Zweifel  entgegenbringe.  Auf  dem  Gebiete  der  Stern- 
kunde sind  wir  nie  thätig  gewesen.  Wir  haben  vielmehr  atets  die  Noth- 
wendigkeit  eingesehen  und  vorkommenden  Falles  betont,  uns  auf  die 
Geschichte  der  reinen  Mathematik  zu  bescbrUnken.  Wir  stehen  daher  dem 
Hauptinhalte  des  uns  vorliegenden  Bandes  fast  als  Laie  gegenüber.  Herr 
Tannery  bat  indessen  vielfach  rein  mathematische  Fragen  in  das  Bereich 
seiner  Untersuchungen  mit  hineingezogen ,  und  diese  Einschaltungen  durften 
unserer  Beurtheilung  anheimfallen, 

Herr  Tannery  hat  seinen  Stofi*  in  15  Kapitel  getheilt,  welchen  nocb 
einige  Anhänge  folgen.  Die  üeberschriften  der  Kapitel  lassen  sich  etwa 
BO  verdeutschen:  1.  Bedeutung  des  Worte a  Astronomie  bei  den  Griechen, 
2,  Bedeutung  des  Wortes  Astrologie  bei  den  Griechen.  3.  Die  Alexandri- 
nischen  Mathematiker.  4.  Die  astronomischen  Postulate  nach  Ptolemaeua 
und  Elementarscbriftsteliern.  5.  Kugelgestalt  der  Erde  und  Gradmessung. 
6.  Planetenbewegung,  7.  Kugelkreiae.  8.  Das  Sonnenjahr.  9.  Sonnentafeln. 
10.  Hipparcb  nnd  die  Perioden  der  Mondbewegung.  11.  Mondtafeln. 
12.  Die  Parallaxen  der  Sonne  und  des  Monden.  13.  Voraussagung  von 
Finsternissen.  14.  Planetentbeorie.  15,  Der  Fizsternenkatalog.  Anhang: 
1.  Debersetznng  eines  astronomischen  Lebrgedicbles  aus  dem  zweiten  vor- 
cbriatlicben  Jahrhunderte.  2.  Das  Leben  des  EudoKUs.  3.  Antike  Trigono- 
metrie. 4.  Das  grosse  Jahr  des  Josephus.  5.  Meinungen  der  Alten  über 
die  Entfernungen  der  Planeten  von  der  Erde.  6.  Die  Himmelskugeln  nacli 
Naslr-Eddln  Attilsi  von  H.  Carru  de  Vaux, 

Dass  die  Bedeutung  der  beiden  WOrter  Astronomie  und  Astro- 
logie nicht  alle  Zeit  die  gleiche  war,  dürfte  als  sicher  gelten.  Herr  Tannery 
b&lt  Astronomie  für  das  ältere  und  findet  seine  Urbedeutung  in  der  Unter- 
scheidung von  Sternbildern  und  in  deren  Benutzung  bei  der  Eintheijung 
der  Nacht  in  Stunden  und  des  Jahres  in  Jahreszeiten.  Wesentli 
atand,  wieder  nach  Herrn  Tannery's  Auffassung,  die  Astrologie  als  Anfang 
^^nr  wissenschaftlichen  Sternkunde,    der  Lehre    von    den  Bewegun^^en   d%c 
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Wandelsteine.  Dia  BeBchanäguog  mit  ihr  seUt  benita  eiiw  Sphknk 
voraus,  deren  Anfänge  man  deshalb  ziemlich  früh  vennDthen  darf.  Heu 
Tannery  hält  Endoiiia  für  den  VerfasEer  eines  dieses  WiBsenägeWd 
behandelnden  Werkes,    und    wir   haben    wiederholt  dieser  Vermuthang  bei- 

gepilicbtet.  üeber  Theodos jue,  den  Verfasser  einer  heute  vorbanden«! 
Spbllrik,  weichen  Herrn  Tanner/'s  Ansichten  von  den  landläufigen  ab. 
Snidas  berichtet  über  Theodoeins  und  dessen  mathematische  und  ut»- 
logische  SchrifUu.  Er  filhrt  dann  fort:  „TeodosiuB  schrieb  in  Verjen 
ober  den  FrUhllng  und  andere  Gegenstände.  Er  war  aus  Tripolis".  Danu 
folgert  Herr  Tannery,  es  seien  zwei  verschiedene  Theodosiaa  gemetot, 
und  nur  der  Dichter  sei  aus  Tripolis.  Der  Matbematlker  dagegen  sei  glüt 
Hipparch ,  vielleicht  als  dessen  Zeitgenosse«  in  Hithynien  zn  Hause  gewetCD, 
denn  Strabon  spreche  von  „Hipparch,  Tbeodoaius  und  dessen  Söhnen,  Hat!»- 
matikern".  Die  Streitfrage  dürfte  eine  ziemlich  unwichtige  sein,  da  Tlieo- 
dosiiis  wesentlich  Zasammensteller  frUber  bekannter  Wahrheiten  und  oicht 
ihr  Erfinder  war,  aber  wir  vermögen  nicht  einzusehen,  warum  ein  Uatbe> 
matiker  nicht  auch  Dichter  gewesen  sein  und  Über  den  FrUfaling  geschtieben 
haben  soll;  Strabon 's  Ausdruck  legen  wir  dann  vollends  keine  Beweiskrall 
bei.  Im  dritten  Kapitel  gebt  HerrTannery  dem  Drspronge  der  Trigoco- 
metrie  entgegen.  Er  hfilt  Hipparch  fUr  allznwenig  matbematifich  begabt, 
nm  Erfinder  der  Trigonometrie  üein  zu  kennen;  Archimed  und  Apoiloniu 
müssen  schon  die  Grundlagen  gelegt  haben,  Letzterer  in  dem  Okytokion, 
welches  eine  genauere  Berechnung  von  n  lehrte,  als  die  Ereismessasg 
Archimed's.  Inder  setzten  in  vom  griechischen  EiDflusse  zeugenden  Scbrifl« 
!i  =  3,1416.  Woher  dieser  Wer th  stammt,  ist  unbekannt,  Herr  Tannerj 
stellt  die  geistreiche,  nur  leider  durchaus  in  der  Luft  schwebende  Meinuu; 
auf,  das  sei  oben  der  von  Äpollonius  im  Okytokion  berechnete  NÄhemngs- 
werth;  Äpollonius  habe  dio  Myriade  als  Nenner  des  Verb  Situ  issea  gewSbll, 
wie  er  überhaupt  die  Myriade  in  Ilhn lieber  Weise  bevorzugte ,  nie 
Archimed  die  Chiliade.  Wäre  dieser  Vorgleich  ricbUg,  dann  nOsitc 
Archimed  als  Grenzen  FUr  te  nicht  3=  ^  ;e  ^3^—  gesetzt  haben,  Bonders 
3,142>  T  >  3,141,  und  davon  ist  nirgend  eine  Spur  zu  ßodüD.  Wir 
glauben  daher  vor  Herrn  Tannery'a  noch  weitergebenden  SchlOsna 
Halt   machen    zu    müssen.  Dürfen    wir   noch   eine  weitere  BemSngelitaj; 

hinzufügen?  Wir  vermissen  ein  Namen-  and  Sachverieicboiss,  dnNS 
Fehlen  die  Benutzbarkeit  von  Herrn  Tannery's  Werken  ungemein  beeiik- 

trächtigt, Cantojl 

La  Correnpondanoe  de  Descartes  dans  les  iotfdits  da  fonds  Libri  Moditi 

pour  l'histoire  des  matb^matiques  par  Paul  Tarmbrt.     Paria  18SS. 

Gautbier-Vilhrs  et  fils.    VH,  94p. 
Der  Ankauf  eines  Tbeiles   der  Handschriften  der  Ashbnmfaam-BiUia-  _ 
tbek    durch    die    Iranißaitta  BfigVwuB^  bat  werthvoUo  Brief«  wieder  a 
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Paris  zarückge bracht,  wo  sie  früher  aufbewahrt  waren,  bisLibri  es  veratand, 
sie  sich  widerrechtlich  anzaeignen  und  ausser  Landes  zu  führen.  Herr  Paul 
Tannery,  welcher,  seit  die  Herausgabe  von  Fermafs  Werken  in  seine  Hände 
gelegt  ist,  Eeine  geschichtliche  Begabung  zwischen  dem  griechischen  Älterthume 
und  dem  XYII.  Jahrhundert  fast  hälftig  gethellt  hat,  ist  in  der  günstigen  Lage 
gewesen,  jene  neaen  Erwerbangen  oder  Wiederer Werbungen  durchsehen  in 
ki5nnen,  und  er  bat  daraater  eine  Anzahl  von  noch  nicht  herausgegebenen 
Briefen  von  Descartes  erkannt.  Den  ganzen  Wortlaut  dieser  Briefe  hat 
Herr  Tannery  in  dem  Ärckio  für  Qeschichte  der  Philosophie  (Berlin  bei 
Reimer,  IV,  442  —  449,  529  —  556;  V,  217—222,  469—477)  veröffent- 
licht, aber  er  hat  daneben,  und  dafür  sind  wir  ihm  beüonderen  Dank 
schuldig,  in  einem  dUnnen  aber  inhaltreicben  BSodchen  diejenigen  Brief- 
stellen ausgewählt  und  erläutert,  welche  für  die  Geschichte  der  Physik  und 
der  Mathematik  von  Bedeutung  sind.  Wir  werden  vielleicht  Gelegenheit 
haben  von  diesen  Briefen  an  anderer  Stelle  Gebrauch  machen  la  können, 
hier  wollen  wir  nur  ganz  allgemein  bemerken,  dass,  wenn  wir  auch  an  Herrn 
Tannery's  sachlichen  Bemerkungen  nicht  rütteln,  dennoch  unsere  Auf- 
fassung manchmal  in  dem  Maasse  von  der  seinigen  abweicht,  in  welchem 
wir  Descartes  Persönlichkeit  verschieden  beurtheÜen.  Herr  Tannery  — 
das  wissen  wir  auch  aus  mit  ihm  geführten  Gesprächen  —  liebt  seinen 
Descartes,  wie  er  ihn  bewundert.  Uns  iat  bei  gleicher  Bewundernng  des 
Gelehrten  der  Mensch  Descartes  mindestens  unsympathisch.  Ausser  den 
Briefen  hat  Herr  Tannery  auch  drei  gegen  die  Geometrie  Descartes  ge- 
richtete Flugblätter  veröffentlicht,  welche  nach  seiner  ofTenbar  das  Rlcbtiga 
treffenden  Ansicht  von  De  Beaugrand  herrühren,  jenem  Freunde  Rober- 
val's,  dessen  Namen  man  in  der  Geschiobte  vieler  Streitigkeiten  jener  Zeit, 
z.  B.  auch  der  Fehde  zwischen  Roberral  und  Torricelli,  begegnet.  De  Beau- 
grand hat  den  Lehrsatz  von  den  Zeichenfolgen  und  Zeichen  wechseln  nicht 
verstanden.  Mit  den  imaginären  GleichungswurzeJn  ist  es  ihm  ebenso  ge- 
gangen. Aus  diesen  Mi  es  Verständnissen  und  einer  übertriebenen  Hochschätzuag 
von  Thomas  Harriot  braut  sich  eine  Gemenge  von  Anklagen  zusammen, 
denen  ähnlich,  welche  Wallis  später  in  seiner  Algebra  äusserte.  Sollte 
hier  das  post  hoc  zugleich  auch  ein  propler  hoc  sein?  Wenn  man  die 
Anwesenheit  des  Lord  Cavendish  in  Frankreich  berücksichtigt,  der 
sieben  Jahre,  nachdem  die  Flugblätter  herausgekommen  waren,  gerade  in  den 
Kreisen  verkehrte,  in  welchen  sie  Verbreitung  gehabt  haben  müssen,  so 
ist  der  Weg  nicht  lange  zu  suchen,  auf  welchem  die  Anklage  zu  Wallis 
gelangt  sein  könnte.  Wallis  freilich  beruft  sich  nirgend  auf  De  Beaugrand, 
allein  auch  das  ist  begreiflieb.  Wallis  stand  in  dem  vorerwähnten  Streite 
awischen  Torricelli  und  den  Franzosen  vollständig  aaf  Seiten  des  Ersteren, 
Er  hatte  also  in  De  Beaugrand  einen  Gegner,  und  diesen  als  Quelle  zu 
nennen,  lag  nicht  in  Wallis  schriftstellerischen  Gewohnheiten.  Als  Anhang 
hat    Herr  Tannery  auch  noch  einzelne  treffliche  Bemerkungen  zu  den  drei 


ersten  BKuden  der  neuen  holländer  Ausgabe  von  Huygens'  Briefwectuel 
drucken  lassen  und  bei  dieser  Gelegenheit  die  immer  noch  nicht  gani 
sichere  Entsteh ungag es chichte  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften 
um  ein  gutes  Theil  aufgeklärt.  Caktob, 

Le   Bciesze   esatte  nell'antica  Qrecia  di  Gino  Loria,   Prof.  di  geomettia 

Buperiore    nell'   universitä    di    Genova.      Libro  1.     I  geometri  gted 

precoiBori   di  Enelide.     Modena  1893  col   tipi   della   Societu  tipo- 

grafica,    autica    tipografia    Soüani.      168  p.     Estratto    dal    VoL  X, 

Surie  II    delle  Memorie    della  R,  Accademia  di  Scienze ,    Lettere  ed 

Arti  di  Modena.    Sezione  di  Scienze,  p,  3  e  ssguenti. 

Herr  Gino  Loria  hat  1890  in  den  Abhandlungen  der   Tnriner  Alo- 

demie  nnter  dem  Titel  „11  periodo  aureo  della  geometria  greca'   eine  Deber- 

aicht  über  die  Leistungen  des  grossen  Euklidischen  Jahrhunderts  verCffent- 

licht.     Als   wir  im   XXXVL  Bande   dieser  Zeitficbrift  Histor.-iiter.  Abthlg. 

3.  29  —  30  jene  Schrift  besprachen,  schloaaen  wir  mit  dem  Satze:  ,Wii 
sind  berechtigt  anzunehmen,  Herr  Loria  werde  seine  Fnrscbangen  Dba 
griechische  Geometrie  fortsetzen ,  und  wir  freuen  uns  znm  Voraue  suf  ■räe 
weiteren  Arbeiten  auf  Uiesem  Gebiete.'''  Unsere  Annahme  fnssU  auf 
Aeusserungen  des  Verfassers  selbst.  Heute  sind  seine  damaligen  Vei- 
BprechuDgen  bereits  zur  Wahrheit  geworden,  und  wir  können  das  Erächeinai 
des  ersten  Abschnittes  seines  umfangreichen  Werkes  anzeigen.  Das  Öuat 
wird  aus  fünf  Abschnitten  bestehen:  1.  Die  Zeit  der  Vorbereitung,  2.  di« 
Zeit  des  grGssteo  Glanzes ,  3.  die  Zeit  des  Verfalles  und  der  Commentatom, 

4.  die  Mathematik  der  Astronomen  und  der  Feldmesser,  5.  die  griechiMbe 
Arithmetik.  Davon  ist,  wie  schon  gemeldet  und  wie  aus  der  üebeiscbrif! 
ersichtlich,  der  erste  Abschnitt  der  Oeffentlichkeit  übergeben. 

Herr  Loria  hat,  wie  er  selbst  erklärt,  vielfachen  Nutzen  aus  dem 
ersten  Bande  unserer  Vorles.  Gesch.  Mathem.  von  1880  gezogen;  er  bit 
daneben  sütomtliche  anderen  seit  1880  erschienene  geschichtlichen  Arbütaa 
benutzt ;  er  hat  zum  Vergleiche  Überall  die  Quellenschriften  beigeiogn. 
Er  hat  also  ungeföhr  das  Gleiche  gethan,  was  unsere  eigene  Aufgabe  b«i 
der  Bearbeitung  der  zweiten  Auflage  unseres  ersten  Bandes  bildete,  nDil 
sein  erster  Abschnitt  entspricht  etwa  unseren  Kapiteln  4 — 11  auf  S.  1(4  bit 
244  nach  Ausschluss  der  von  uns  mitbehandetten  Arithmetik.  Es  dOrftc 
zur  Bekundung  der  gegenseitigen  Selbstständigkeit  geeignet  sein  feslzuateUea, 
dass  Herrn  Loria's  Heft  in  unsere  Hände  kam,  bevor  die  aweite  AufUgt 
unseres  ersten  Bandes  nuagegeben  war,  aber  nachdem  die  30  ersten  Baga 
(Kapitel  1—  21)  im  Reindrucke  vollendet  uus  vorlagen.  Vielleicht  gcxelcht 
es  unserem  beiderseitigen  Bestreben  nach  Vollständigkeit  zum  Lobe,  dan 
trotz  dieser  UnabliUngigkeit  von  einander  zwischen  beiden  Schriften  tiu 
Aehnlichkeit  stattfindet,  welche  leicht  bis  ins  Einzelne  zu  verfolgen  min. 
Naturgemüss  sind  aucb  Abytel^^hungen  und  Gegensätze  vorhanden, 
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die  Gewiseheit  fehlt  and  maa  zwiachen  Wabrgchsinlichkeiten  sich  entacbeidea 
muss,    kann  ein  Forscher   sehr   leicht   der   einen   Partei,   wenn  wir 

Wgrt  gebrauchen  dürfen ,  beilreten ,  ein  anderer  der  anderen.  Im  All- 
gemeinen hat  Herr  Loria  die  strittigen  Fragen  ausführlicher  behandelt, 
&U  wir  es  getban  haben.  Die  von  Simpliciua  aufbewahrte  SteUe  des 
Hippokrates  von  Chios  z.  B.  ist  mit  grösster  Weitlllufigkeit  behandelt, 
die  berüchtigte  Menonstelle  nicht  minder,  lieber  die  Kenntnisse  des 
Eudoius  und  die  darauf  bezüglichen  Meinongen  ist  weit  genauer  berichtet, 
als  wir  ea  für  nothwendig  hielten.  Das  sind,  möchten  wir  sagen,  Ge- 
Echmacksaacben ,  und  jeder  Schriftsteller  richtet  sich  nach  dem  eigenen 
GeBchmack.  Eine  Bemerkung  war  uns  neu,  und  wir  bedaaero,  sie  nicht 
(rUher  kenneD  gelernt  zu  haben.  Uns  war  nämlich  immer  entgangen,  daas 
ClaviuB  bereits  in  seiner  Euklid -Ausgabe  die  Vermuthung  aussprach,  di« 
Erfindung  des  pythagorSischen  Lehrsatzes  sei  eine  arit bme tisch  -  geometrische 
gewesen  und  von  dem  Dreiecke  mit  den  Seiten  3,  4,  5  ausgegangen.  Ob 
Übrigens  Herr  Loria  hei  Gelegenheit  des  pythagorSi sehen  Lehrsatzes  und 
ebenso  bei  Erwähnung  der  Lebren  von  Speusippus  nicht  das  Gefühl 
empfand,  es  sei  miaslich,  in  jenen  ältesten  Zeiten  die  Arithmetik  so  scharf 
'  von  der  Geometrie  zu  trennen,  dasa  man  sie  erst  am  Schlüsse  des  Werkes 
'  im  Zusammenhang  behandele?  Wir  stellen  nur  die  Frage.  Wir  geben  zu, 
L     dasB  ihre  Beantwortuag  eine  verschiedene  sein  kann.  Camtor, 

1     Dalla  varia  fortnna  die  Enolide  in  relazione  cou  i  problemi  dell'  insegna- 

kmento  geometrico  elementare  di  QtMO  Lobia.  Roma  1893.  Tipo- 
gtafia  Elzeviriana.  A  Corrado  Segre  uel  d)  delle  sue  uozze  XXVI 
Marzo  MDCCCXCIII.  37  p. 
Sollen  wir  den  Inhalt  dea  Büchleins,  durch  welches  der  Verfasser 
nach  italienischem  Brauche  die  Hochzeitafeier  seines  Jugendfreundes,  dea 
anch  in  Deatschland  wohlbekannten  Schriftstellers  über  mehrdimensionale 
Geometrie  und  Mechanik  Corrado  Segre,  mitbeging,  kurz  augeben,  so 
beetebt  er  Jn  Folgendem.  Euklid's  Geometrie  besitzt  neben  unleugbaren 
grossen  Vorzügen  auch  eben  solche  Mängel.  Schon  dem  Alterthume  waren 
dieselben  weniger  unbekannt,  als  man  in  der  Kegel  annimmt,  und  unserem 
Jahrhunderte  insbesondere  scheint  es  vorbehalten  geblieben  zu  sein,  mit  gewalt- 
sam umstürzender  Vergesslichkeit  geleisteter  Dienste  Euklid  aus  den  Schulen 
in  verdrttngen,  in  welchen  er  fast  zwei  Jahrtausende  unbeschränkt  herrschte, 
Herr  Loria  weist  diese  neue  Strömung,  welcher  der  Hauptseche  naob 
Legendre  zuerst,  dann  schier  zahllose  Nachfolger  andere  und  andere 
Bahnen  zu  eröffnen  versuchten,  in  allen  Tbeüen  der  gebildeten  Welt  nach. 
£r  scbliesst  sich  der  Meinung  an,  Euklid's  Geometrie  habe  im  Wesent- 
lichen sich  überlebt  und  müsse  einem  Lebrbuche  der  Zukunft  den  Fiats 
L^ttwonen.    Wir  sagon  absichtlich  eiueni  Lehrhucbe  der  Zukunft,  denn  durch 
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die  Bchon  TOTbfindenen  Keuherstellungen  erklfirt  Herr  Loria  üch  nidit 
befriedigt.  Er  achliegst  vielmehr  mit  einer  SasHert  knapp  gebaltenen  Aof- 
Efihlung  derjeoigen  Anforderungen,  welche  er  an  das  nene  Lehrbuch  st^^lL 
Von  unserer  Seite  können  wir  zunächst  den  UlteBten  BemSngelungen  ein 
sehr  grosses  Gewicht  nicht  beilegen.  Was  ApoUonlus  in  dieser  Bicbtung 
gescbrieben  baben  mag,  kennen  wir  kaam,  ausser  darcb  kurte  Notiieo 
bei  Proklna,  and  die  Versuche  des  Ptolemaeua ,  die  Parallelentheorie  beim 
zu  stützen,  lassen  sich  mit  der  denkbar  gröasten  llewnnderung  Eoklidi  Ktt 
wohl  vereinigen.  Die  Thatsacbe  bleibt  denn  doch  vorhanden,  dass  im  Kampl 
nm's  Dasein,  welchen  BUcher  nicht  minder  als  lebende  Wesen  su  bestehu 
haben,  die  Elemente  des  Euklid,  des  Apollonius,  des  Heron,  des  Nikomocbn 
allein  (Ibrig  geblieben  sind ,  wührend  die  nettbe werbenden  Schriften  Ober  Geo- 
metrie, über  Regel s c hn itte ,  über  Feldmesskunst,  über  Arithmetik  zo  Onmd« 
gingen.  Wenn  in  einem  neuen  Aufleben  des  gleichen  Kampfes  die  frfihercB 
Sieger  unterliegen,  so  trägt  keineswegs  ihre  geringere  Tüchtigkeit  die  Scbnii. 
sondern  die  durchaus  veränderten  Kampfes-  und  Lebensbedingungen.  Die 
Geometrie,  um  nur  von  ihr  zu  reden,  während  Aehnlicbes  anch  von  anderen 
Tbeilen  der  Mathematik  gesagt  werden  könnte,  ist  im  neunzehnten  Jahr* 
hunderte  eine  wesentlich  neue  geworden.  Dinge,  welche  PappuB,  welctie 
noch  Desargues ,  Pascal  kaum  ahnten ,  sind  in  den  Vordergrand  getmla 
und  mUsaen,  darin  stimmen  wir  Herrn  Loria  vuUkommen  bei,  schon  in 
den  Anfangslebreo  vorbereitet  werden.  Aber  ebenso  sicher  sind  wir,  ia& 
Herr  Loria  als  tüchtiger  Geschiohtskenner  nicht  in  den  Chor  der  Euklid- 
verUchter  um  jeden  Preis  einstimmt,  welche  das  griechische  Meisterwerk 
um  so  niedriger  stellen,  je  weniger  sie  es  zu  kennen  p&egen.      Cantos. 


Die   Berechnung    des   ErelB-Umfangea    bei   Archimedes    und 

Pisano    von   Prof.  Dr.  H.  Weissenborn.     Soudei-abdrnck   aas  du 
Berliner  Studien  für  classiscbe  Philologie  und  Archaeologie.  Bd.  XIV, 
Heft  3.    Berlin  1894.    Bei  S.  Calvary  &  Co.    32  S. 
Herr  Heilermann  hat  1881  im  XXVL  Bande  dieser  Zeitschrift  te 
bekannten   Satz   des  Tbeon    von  Smjrna  Über  Seiten-  und  Diametralnhln 
erweitert,    so    dass  er  nicht  nur,    wie  bei  Tbeon,    ^ä  in  immer  giO^enr 
Annüheruug    kennen    lehrt,  sondern    zur    näherungs weisen  Darstellung   be- 
liebiger   Quadratwurzeln    tauglich    wird.     Herr   Weissenborn    hat    1883 
im  XXVIII.  Bande  dieser  Zeitschrift  und  in  einem  besonderen  SchriRcbeo: 
„Die  irrationalen  Quadratwurzeln  bei  Archimedes  und  Ueron*  den  gleicfata 
Gedanken    weiter   gesponnen    und  nachzuweisen  versucht,    schon  Heron,  j» 
sogar    schon  Archimed ,    hätten    von    derartigen  SStzen    ausgehend    die  b« 
ihnen  vorkommenden  Quadratwurzeln    näherungs  weise  bestimmL     In  aeiiKi 
neuesten    Schrift  wiederholt   Herr  Weissenborn   eeiae    früheren  Behup- 
tungen  und  ergänzt  sie ,  indem  er  auch  die  Bemerkungen ,  welche  I 


;he  Loon^^J 
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Ton  Pias  zu  der  Ärctiiiiiedischeii  Ereismessnng  gemacht  hat,  in  das  Bereich 
seiner  BetrachtuitgeD  einbezieht.  Er  sieht  sich  auch  bestSrkt  in  der 
DeberzeuguDg,  der  kunst-  und  sinnreiche  Aufbau  der  Archimedischen 
Üntersuchuug  kGune  nur  die  Absicht  verfolgt  haben,  2U  beweisen,  vaa  in 
einem  Lande,  in  weichem  viel  gebaut  wurde,  durch  Versuche  gefunden 
worden  war.  Als  jenes  Land  wird  vermiithungs weise  Aegypten  genannt. 
Wenn  nir  Herrn  Weiesenboru  richtig  verstehen,  so  nimmt  er  also  an, 

die    fortlaufende  Ungleichnng  3^  <C  «  <C  3^-  sei  den  Äegyptem  um  260 

V.  Chr.  bekannt  gewesen.     Irgend  eine  geschichtliche  Beglaubigung  sttmmt- 
licher  Behauptungen  ist  nicht  beigebracht,  scheint  uns  auch  unbei  bringt  ich. 
~  Cantor. 

Monge,  der  Begründer  der  darstellenden  Geometrie  als  Wissenschaft. 
Eine  mathematisch- historische  Studie  von  Prof.  Pbrdin.  Jos,  ObbK' 
RAUCH.  Separatabdruck  aus  dem  Jahresberichte  der  Landes- Überreal- 
schule in  Brdun  für  das  Schuljahr  1892/93.  BrUnn.  Druck  von 
R.  M.  Eobrer.  33  S. 
Der  Verfasser  beabsichtigt,  wie  wir  brieflicher  Mittheilung  desselben 
entnehmen,  der  Aufgabe,  deren  Inhalt  in  dem  Wortlaute  der  Ueberschrift 
klar  vorgezeichnet  iat,  drei  bis  vier  Abhandlungen  zu  wifJmen,  deren  erste 
nunmehr  durch  den  Druck  Verbreitung  gefunden  hat.  Sein  demgeraäss 
etwas  ausgreifender  Plan  gestattet  ihm  eiue  gewisse  Ausführlichkeit,  und 
diese  wieder  macht  es,  dasa  gleich  die  erste  Abhandlung  nicht  gaoi  zu 
ihrem  Titel  passen  will.  Von  Gaspard  Monge  ist  nur  soweit  die  Bede, 
als  ein  Tbeil  seiner  Lebeusgeschichte  geschildert  wird ,  und  bei  dieser 
Gelegenheit  die  Ueberschriften  einiger  seiner  Arbeiten  bekannt  werden. 
Deren  inhaltlicbe  Tragweite  kommt  noch  nicht  zur  Sprache.  Dagegen  sind 
Rückblicke  auf  die  Entwickelung  der  verschiedenen  geometrischen  Anf- 
fassuogen  und  Behandluogsweiseii  geworfen,  welche  der  ganzen  Programm- 
Abhandlung  den  beabsichtigten  Charakter  einer  Einleitung  verleihen.  Eigene 
Untersuchungen  wird  man  hier  nicht  beanspruchen,  und  erst  in  der  Fort- 
setzung darf  man  erwarten,  dass  Uerr  Obenrauch  zeige,  wie  tief  er  in 
den  Schriftsteller  eingedrungen  ist,  zu  dessen  Schilderung  und  Würdigung 
er  die  Feder  ergriET.  Indem  wir  dementsprechend  auch  unser  Urtheil  bis 
an  dem  Augenblicke  zurückhalten,  der  uns  gestattet,  es  in  gerechter  Weise 
ta  bilden,  benutzen  wir  die  Gelegenheit,  hier  öffentlich  auf  eine  Shnliche 
Arbeit  hinzuweisen,  die  sonst  vielleicht  weniger  bekannt  werden  möchte, 
als  sie  es  verdient.  Herr  Dr.  K.  Fink,  Professor  an  der  Realschule  zu 
Tubingen,  hat  die  Entwickeluugsgeschichte  der  projectiven  Geometrie  als 
ein  Gebiet  erkannt,  auf  welchem  noch  Vieles  zu  thuu  bleibt,  and  er  hat 
vorlSufig  einige  Ergebnisse  seines  Stadiums  in  dem  in  Tübingen 
scheinenden,    Mathematikern    mir    verhältnissmUssig    selten    in    die    HUndo 


fallenden  CorreGpondenEblatte  f.  d.  Gel,-  and   Realschiilen   niedergelegt    Im 

7.  and  8.  Hefte  dea  Jahrganges  1892  erachien  sein  Monge  (47  S-),  in 
1.  und  2.  Hefte  des  Jahrganges  1893  sein  Dupin  (27  S.)-  Andere  Bio- 
graphien sollen,  sei  ea  in  der  gleichen  Zeitschrift,  sei  es  in  einer  anderen, 
nachfolgen,  nnd  wenn  unser  persönlicher  Wunsch  in  Erfüllang  geht,  irinJ 
aua  der  ZvisaromeufaBsung  derselben  ein  Bändchen  entstehen,  geeignet,  eine 
nach  unserer  Meinung  vorhandene  LUcke  auszufüllen,  insofern  die  tlbrigen 
Schilderungen  halten,  was  die  beiden  ersten  versprechen,  woran  wir  keinen 
Augenblick  zweifeln.  _^ _ —  Caktob. 

Inhalt  und  Hethode  des  planimetrisolien  ITntenlolites.    Eine  vergleichende 
Planimetrie  von  Dr.  Heinrich  Schotten.  Zweiter  Band.  Leipzig  1893. 
B.  G.  Teubcer.    IV,  410  S. 
Wir   haben  Bd.  SXXVI   dieser  Zeitschrift,   Hietori seh  -  literarische  Äli- 

theilung  S.  98 — 100,  den  ersten  Band  des  Schotten'schen  Werkes  be- 
sprochen and  dabei  geäussert,  dass  wir  dem  zweiten  Bande  mit  Begierde 
entgegensehen.  Heute  ddrfen  wir  Über  die  Erfüllung  dieser  Begierde  be- 
richten, dürfen  zugleich  bezeugen,  daas  der  zweite  Band  dem  ersten  mm- 
destens  ebenbürtig  ausgefallen  ist  und  den  neuen  Wunsch  rege  macht,  den 
dritten  Band  und  in  ihm  das  ganze  Werk  vollendet  zn  sehen.  Noch  ein 
Band?  Eine  Planimetrie  von  vielleicht  73  Druckbogen,  während  es  u 
ganz  guten  Planimetrien  von  etwa  73  Seiten  nicht  fehlt?  Diese  Frs^ 
aufzuwerfen  ist  gewiss  nur  im  Stunde,  wer  das  Werk  selbst  nicht  kennt, 
und  sei  es  auch  nur  aus  darüber  vorhandenen  Referaten.  Herr  Schotten 
giebt  eine  Planimetrie,  seine  Planimetrie.  Aber  er  begnügt  sich  nicbl 
damit,  sie  ^u  geben.  Er  begründet  jede  Definition,  jeden  mit  dem  Scholtr 
gemachten  noch  so  kleinen  von  dem  alltilglichen  EEercierregleroent  ib- 
weicbenden  Schritt  durch  ununterbrochene  Vergleicbang  alles  deeeen,  watiba 
anderweitig  darüber  bekannt  vrnrde.  Es  ist  eine  Pädagogik  der  nut- 
netrie,  welche  Herr  Schotten  schreibt,  und  diese  konnte  und  dinfli 
nicht  kürzer  ausfallen. 

Der  zweite  Band  besteht  ans  vier  Kapiteln  mit  folgenden  üelm- 
scbriften:  1.  Richtung  und  Abstand.  Lagen-  und  MaasauntersDchungeB. 
Der  Winkel.  3.  Die  Lehre  vom  Parallelismne.  4.  Anwendungen  tu 
Winkel  -  und  Parallelenlehre. 

Wir  wünschen  zunächst,  diejenigen  Definitionen  anzugeben,  welche  der 
Verfasser  als  Ergcbniss  seiner  interessanten  Untersuchungen  erzielt.  Bicb' 
tung  ist  ihm  (9.  1U6)  die  unmittelbare  Beiiebuog  zweier  Punkte  auf  ein- 
ander, die  im  Strahle  zur  Anschauung  kommt,  Abstand  (S.  106  Note  1) 
nnmitlelbare  Beziehung  zweier  Punkte  auf  eiuander,  die  in  der  Streck« 
zur  Anschauung  kommt.  Der  Winkel  ist  (S.  114)  das  Maass  der  Drebnng. 
Parallel  heissen  (S.  208)  zwei  Gerade,  welche  constanten  Abstand  von 
einander,  also  keinen  PunH  g%ta%\n&am  haben. 


Diese  Definitionen  sind  in  mancher  Beziehnng  erweiterungsC&hig.  Uan 
kann  z.  B.  von  dem  Abstände  zweier  Funkte  ausgebend  zn  dem  Abslande 
eines  Punlites  von  einem  höheren  Ranmgebilde  oder  gaj:  zu  dem  Abstände 
xweier  höheren  Raumgebilde  gelangen.  Herr  Schotten  schlägt  vor,  den 
Begriff  des  Nacbbarpanktes  (S.  44—45)  eiuzufQbreu,  Der  Abstand  eines 
Poöktes  von  sümmtUcben  Punkten  einer  Linie,  einer  Flüche  ist  im  All- 
gemeinen verschieden.  Ein  solcher  Abstand  ist  der  kleinste ,  und  der 
Pnnkt  des  räumlichen  Gebildes,  von  welchem  jum  gegebenen  Punkte  der 
kleinste  Abstand  vorbanden  ist,  beisst  dessen  Nacbbarpunkt.  Wir  sind 
sonst  mit  Herrn  Scbotlen'a  Vorschlugen,  auch  soweit  sie  Benennungen 
betreffen,  durchweg  einverstanden,  nur  dieser  Nacbbarpunkt  will  uns  nicht 
behagen.  Unter  Nacbbarpunkt  dürften  weitaus  die  meistens  Leser  dasselbe 
Tersteben,  was  frauzUsiscb  un  point  voisin,  deutsch  unter  Benutzung  eines 
Fremdwortes  ein  conseculivcr  Punkt  genannt  zu  werden  pflegt,  das  heisst 
ein  unendlich  nahe  liegender  Punkt  des  gleichen  Haumgebitdes ,  dem  der 
I  gegebene  Punkt  angehört.  Was  Herr  Schotten  meint,  dürfte  vielleicht 
besser  Gegenliberpunkt,  point  de  vis-ä-vis,  genannt  werden. 

Auch  der  Üegriff  des  Parallelismua  ist  (S.  185)  der  Erweiteruug  fShig, 
das  beisst  auch  auf  andere  Gebilde  als  Gerade  anwendbar.    Herr  Schotten 

f'  nennt  solche  Gebilde  dann  parallel,  wenn  je  zwei  gegenseitige  Nachbar- 
pankte  (in  der  vorerwäbaten  Bedeutung  dieses  Wortes)  coustanten  Abstand 
von  einander  haben.  Wir  bemerken  hierzu  ergünzend,  dass  Leibniz 
I  zuerst  diesen  allgemeinen  Parallelismus  mit  der  gleichen  Definition  1692 
in  einem  Aufsatze  der  Acta  Kruditorum  in  die  Wissenschaft  einführte 
(Leibnizen's  Mathemalische  Werke  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt, 
Bd.  V  6.  280)  und  ausdrücklich  erkKtrte,  quac  dudum  mihi  fuit  definitio 
paraüdismi  in  gener e  sumti. 

Die  erwShnten  Definitionen  begründet  Herr  Schotten  in  den  drei 
ersten  Kapiteln  des  Bandes ,  indem  er  sie  mit  den  Übrigen  vergleicht, 
welche  iu  früheren  und  späteren  Zeiten  für  die  entüprecbenden  Begriffe  auf- 
gestellt worden  sind.  Da  er,  vielleicht  auf  den  von  ihm  als  berechtigt  erkannten, 
in  unserem  Berichte  Über  den  ersten  Band  ausgesprochenen  Wunsch  bin, 
die  Schriftsteller  nach  ihrer  Zeitfolge  und  nicht  nach  ihren  Ansichten 
ordnet,  so  ist  um  so  deutlicher  zu  erkennen,  wie  in  abwechselnden  Zeit- 
läufen bald  die  eine,  bald  die  andere  Definition  die  Oberband  hatte,  was 
keineswegs  ausschloss,  dass  nicht  lange  darnach  die  vorher  unterlegene 
wieder  in  Aufnahme  kam,  Im  vierten  Kapitel  wendet  Herr  Schotten 
seine  Begriffsbestimmungen  an,  um  auf  ihnen  die  Grundlebren  der  Plani- 
metrie bis  zur  Lehre  vom  Dreiecke  aufzubauen. 

Wir  haben  oben  von  Herrn  Schotten's  e  ige  nth  um  liehen  Benennungen 

gesprochen ,  welche  uns  sehr  Wohlgefallen.     Wir  denken  dabei  vorzugsweise 

an  die  16  beim  Durchschnitt  zweier  Parallelen  durch  eine  Transversale  auf- 

^^n|enden  Wiukelpaare.     Jedermann  weiss ,    in  wie  heilloser  ' 
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den  Seh  riftatel  lern  eine  Namens  Verwirrung  auftritt,  nicht  am  Wenigsten 
dadarcb  TeranlasBt,  dass  die  gewählten  Namen  nicht  dnrchsiohtig  sind. 
Herr  Schotten  suchte  einem  einheitlichen  Gedanken  in  den  Nameo  Aus- 
druck zu  geben.  Eines  der  16  Winkelpaare  liegt  n&mlicb  entweder  ia 
Bezug  auf  beide  Schenket  gleichmltsbig,  das  heisst  auf  derseltieD  8v.it 
der  Transversalen  (z.  B.  rechts  oder  links)  und  auf  gleichen  Seiten  du 
GeEchnittenen  {i,  B.  oberhalb  oder  unterhalb).  Dann  sollen  die  Winkel 
gleichliegend  heisseu.  Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  die  Winkel  aal 
derselben  Seite  der  Transversalen  und  auf  ungleichen  Seit«n  der  Ge- 
schnittenen, oder  aber  auf  verechiedeiien  Seiten  der  Transversalen,  dag^goi 
auf  gleichen  Seiten  der  Geechnittenen  liegen.  Solchen  Winkeln  ist  der  Käme 
halbgleicbliegend  zugedacht.  Ungleich  liegend  endlich  beissenWinktl, 
die  ebensowohl  auf  verschiedenen  Seiten  der  Transversalen,  als  auf  un- 
gleichen Seiten  der  Geschnittenen  liegen.  Wenn  wir  nach  unserer  MeimiDg 
Aber  neue  Namen  gefragt  werden,  so  pflegen  ivir  immer  auch  darauf  zn  Bchtco, 
oh  es  Namen  sind,  welche  übersetzungsföhig  sind,  welche  also  den  Hitli»- 
tnatikern  nicbtdeutscher  Zunge  gleichfalls  dienstbar  gemacht  werden  kAonra. 
Das  ist  aber  mit  homolog,  hemihomolog,  heterolog  entschieden  äa 
Fall,  and  somit  bewahren  sich  die  von  Herrn  Schotten  in  Anseht  aas  u 
Herrn  Ziegler  (S.  3G9)  gewählten  Namen  auch  an  diesem  Prüfsteine,  ätatn 
Benutzung  wir  den  Facbgecoasen  nicht  warm  genug  empfehlen  k5nnea. 

Wir  könnten  auch  noch  auf  Anfang-  und  Endsch  enkel  eines  WinksJi 
(8.356)  hinweisen,  wie  Herr  Schotten  in  Nachbildung  des  Äofimp. 
nnd  Endpunktes  einer  Strecke  vorschlagt,  eine  Unterscheidung,  welch«  at 
gemacht  wird,  welche  aber  beim  unterrichte  ihre  VorzUge  besitien  img. 
Wir  könnten  hinweisen  auf  die  dem  Anssenwinkel  eines  Dreiecks  gleichn 
von  ihm  getrennt  liegenden  Innenwinkel  (S.  366),  ein  jedeo&Ui 
schärfer  bezeichnender  Ausdruck,  als  die  landläufigen  gegenüber  liegeodea 
Winkel.  BewuBst  oder  unbewusst  schwebten  Herrn  Schotten  hier  offia- 
bar  die  partes  extremae  vidnae  und  rctnotae  der  Neper'schen  ForealB 
fUr  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  vor.  Wir  könnten  noch  auf  gu 
Manches  die  Aufmerksamkeit  zn  lenken  suchen,  wenn  wir  nicht  Btuma 
Zweck  darin  sSben,  auf  das  ganze  Buch  aufmerksam  zu  machen,  nnd  dBB 
genügen  hoffentlich  die  bisherigen  Ausftlbrungen.  CurroB. 
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Lehrbuch  der   Physik.     Von  J.  Viollb.     Deutsche  Ausgabe  von  E.  G«. 

LiiJH,  L.  UoLBQKN,  W.  Jauer,  St.  Li  KU  eck.    Zweiter  Theü:  Akutil 

und  Optik.    Erster  Band :  Akustik.   Mit  163  Textfiguren.    Berlin  1891 

Verlag  von  Julius  Springer.    307  S,    Preis  8  Mk. 

Der  vorliegende  Band  entspricht  ebenfalls  dem  schon  bei  der  Mecbouk 

,gten.     Die    ausführliche  Wiedergabe    d«r    Beobachttingsdaten    bei  Au 

Schal Igeschnindigkeitabeatimmung  überschreitet  eigentlich  den  fi 


Werkes,  indeBsen  ist  die  den  Landsleaten  gegenüber  geQbte  Rücksicht  de9 
Verfassers  entschuldbar.  Die  gescbichtlichen  Studien  ergeben  Kamen,  di»- 
in  den  deutfichen  Werken  bisber  niclit  aufgeführt  waren.  Die  wissenscbaft- 
liche  Bethütigung  der  Uebersetzer  giebt  sich  aus  den  Anmerkougen  zu 
erkennen.  Nach  einer  Mittheilung  der  Verlagsbuchbaudlung  befindet  sich 
die  Optik  in  Vorbereitung. b_  Nebel. 

Lehrbnoli  der  Experimentalphysik  für  Studirende.    Von  Emii,  Warburo. 

Mit4U3  Original- Abbildungen  im  Text.  Freiburg  i.B.ii.  Leipzig  1893. 
Akademische  Veilagsbucbhandlnng  von  J,  C.  B.  Mohr  (Paul  Siebeck). 
382  S.  Preis  7  Mk.  60  Pf. 
In  dem  Vorwort  wird  mitgetheilt,  dass  das  Buch  zum  Gebrauche  nebeB 
der  Esperimentalphysik  beätimmt  sei,  und  dasa  dieser  Zweck  fUr  die  Aus- 
wahl und  die  Behandlung  des  Stoffes  massgebend  gewesen  sei.  Berück- 
sichtigt man ,  dass  die  meisten  Zuhörer  der  Experimentalphysik  an  der 
ÜaiversitSt  Mediciner  sind,  die  in  der  Mehrzahl  nur  das  wührend  der 
Studienzeit  angeschaffte  Bucb  im  späteren  Leben  zu  Ratbe  ziehen,  so  ist 
es  wünschenswerth ,  dass  die  Stoffwahl  möglichst  Rücksicht  auf  das  prak- 
tische Leben  nimmt.  Wir  vermissen  z.  B.  daher  den  Phonographen,  ein  kurzes 
Eingehen  auf  die  Wecbsektrommascbine,  den  Transformator,  die  Rraft- 
Obertragung  und  den  Drehstrom.  Zum  leichteren  VerstKndnisa  des  absoluten 
Uaaas- Systems  sollten  auch  die  Dimensionen  der  einzelnen  Grössen  an- 
gegeben werden,  beginnend  mit  der  Geschwindigkeit,  Beschleunigung  u.  b.  w., 
damit  der  innige  Zusammenhang  klar  zu  Tage  tritt.  Eine  Zusammen- 
stellung in  Form  einer  Tabelle  wtlrde  von  wesentlichen  Nutzen  sein. 
Leider  ist  das  international  angenommene  Wort  „Ampöre"  auch  hier  durch 
den  unglückseligen  Ausdruck  „Amper"  ersetzt,  Es  ist  wohl  etwas  zuviel 
gesagt,  wenn  Siemens  als  der  Erfinder  der  Dynamomaschine  bezeichnet 
wird,  da  er  nur  das  elektrodynamische  Princip,  nicht  aber  den  Gramme- 
schen Bing  erfunden  hat. 

In  der  Anordnung  des  Stoffes  weicht  das  Buch  von  der  allgemein 
üblichen  Aufeinanderfolge  nicht  ab,  Druck  und  Figuren  zeichnen  sich 
durch  Reinheit  und  Deutlichkeit  aus.  Die  bildliche  Darstellung  der  Kreuze 
in  den  Figuren  283,  2dDa  und  b  kann  für  denjenigen,  der  die  Dinge  noch 
nicht  gesehen  hat,  zu  IrrthUmern  Veranlassung  geben,  die  ätricbmanier 
eignet  sich  in  diesem  Falle  nicht.  Erfreulich  ist  die  Anerkennung,  die 
Bobert  Mayer  zu  Theil  wird.  —  Das  Buch  kann  den  Studirenden  warm 
empfohlen  werden.  B.  Nebel. 

Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anhange:  Die  Grundlehren  der  Chemie 
and  der  mathematischen  Geographie.  Von  Peter  Münch.  Mit  327 
in   den   Text   gedruckten  Abbildungen    und    einer   Speetraltafel   in 


raltafel    in  ■ 


r 


192  Historisch-literarische  Abtheilung. 

FarbendrQck.     Zehnte    verbesserte  Anflage.     Praibarg  L  Br.  189Sl    | 
Herder'sche  Verl  agsbnch  band  long.     352  S.     Preis  4  Uk. 

Bei  der  in  kurzer  Zeit  erscfaieneoen  zehnten  Anflage  sind  die  frUbei 
gerügten  MKngel  beseitigt.  Das  absolute  Maos- System  ist  wegen  seloet 
Wichtigkeit  entsprechend  erweitert  worden.  Zum  ersten  Uale  wurden  «neb 
die  Elemente  der  Potentialtheorie  aufgenommen.  Damit  aber  der  ümf»ag 
das  frühere  Maass  nicht  wesentlich  überschreite,  mussten  andere  AbboBd- 
Inngea  gekürzt  werden.  Bei  der  Verbreitung  des  Buchesi  wäre  ea  dringem! 
w Unschön 3 werth ,  dass  der  Verfasser  nur  die  allgemein  üblichen  GrO&sen- 
bezeichnungen  gebraucht  und  nicht  solche,  die  nach  eeiner  Ansicht  Tiel- 
leicht  Torzuzieheu  sind.  Durch  die  internationale  Festsetzung  der  Bezeich* 
nungen  wurde  der  Wirrwarr  beseitigt,  und  es  muss  nun  streng  darauf 
gesehen  weiden,  dass  sich  der  Einzelne  zum  Wohle  des  Ganzen  unterordne, 
und  nicht  durch  Neuschaffung  von  Ausdrucken  das  alte  Uebel  wieder  lu 
Tage  fördert.  In  den  Leb  rhu  ehern  mUssen  die  Namea  einheitlich  wio. 
dabei  bleibt  es  Jedem  unbenommen,  seine  eigenen  Ansichten  in  Zeitechriftu 
niederzulegen,  Bewegungsmoment  und  Intensitlit  der  Arbeitsleistung  mOsa« 
daher  durch  Bewegungsgrösse  und  Effect  ersetzt  werden. 

Bei  der  Durchsicht  der  Correctur  liUtte  die  Fig.  111  auf  S.  112  dareb 
eine  bessere  ersetzt  werden  mUüsea.  Da  das  Buch  gerne  empfobleD  wiii 
HO  muss  darauf  gehalten  werden,  dasg  eingeachlichene  Mängel  bei  ^'e^ 
auflagen  nicht  wieder  vorkommen.  ß,  Kebel. 


Elasticität  und  Elektricität.  VonR.  Reiff.    Freibnrg  i.  Br.  und  Leipzig  IS93. 

Akademische  Verlagabncbb  and  lang  von  3.  C.  B,  Mohr  (Paul  Siebeck^ 

181  S.  Preis  5  Mk. 
um  gewisse  Analogien  zwischen  der  Theorie  der  ElektriciUtt  and  da 
Theorie  der  Elasticität  derart  durchfuhren  zu  kSnnen,  dass  jedem  elektrifchea 
Problem  das  entsprechende  Problem  der  Elasticilätstfaeorie  gegenüber  gtctellt 
wird,  eignet  sich  die  gewöhnliche  Theorie  der  ElasticitUt  nicht;  es  miu) 
die  Theorie  des  W.  Thomson'achen  quasi-elastischen  Mediums  tu  Grmni« 
gelegt  werden,  nach  welchem  die  den  magnetischen  Kr&ften  zageordictfi 
D  re  hungs  comp  ose  Qten  die  Drucke  des  Mediums  veranlassen.  In  dem  enia 
Abschnitte  werden  die  Differentialgleichungen  des  elastischen  und  des  ib- 
sorbirenden  Mediums  entwickelt  und  in  den  folgenden  Abschnitten  St 
Analogien  zu  den  Erscheinungen  der  ruhenden  Elektricitfit,  der  statioolreii 
Strürae  und  des  ruhenden  Magnetismus  aufgestellt.  In  besonderen  Ab- 
schnitten werden  die  Beziehungen  zwischen  der  Wirbelbewegung  und  An 
Geschwindigkeiten,  der  Elektromagnetismus  und  die  Inductionserschetoongn 
in  absorbirenden  und  elastischen  Körpern  untersucht.  In  dem  lebten  Ah- 
schnitte,  welcher  Anwendungen  auf  die  Optik  umfasst,  giebt  derVerfMS« 
3  Deutnng   der   Rowtand'schen    Drebungscomponenta    für  die 
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des  Aethera.  —  Wenngleich  Sommerfeld  sohon  auf  die  üebereinEtimmting 
der  Differeotialgleichungen  und  der  Grenzbedingnngeu  hingewiesen  hat,  bo 

ist  BS  doch  ein  Verdienst  des  Verfassers,  auf  die  Behandlung  der  elnzelDsa 
Probleme  nüher  eingegangen  zu  sein.  g,  Nbbbi.. 


Beiträge  za  einseinen  Theilen  der  mathematischen  Physik,  insbesondere 

znr  Elektrodynamik  und  Hydradynamik ,  Elektrostatik  und  n 

netisohen  Indnction.    Von  Carl  Nbuhahn.    Mit  Figuren    im  Text. 

Leipzig  1893.     Druck  ond  Verlag  von  B.  G.  Teubner.    314  E 

Dem  heutigen  Streben,  das  Wesen  der  Elektricitilt  und  des  Magnetismus 

müglichst    auf  rein  mecbanieche  Grundvorstellungen   zartlckzufUbren,   sucht 

der  Verfasser  ioeoferu  Einhalt  zu  gebieten,    daas  er  die  Worte  Fourier'i 

bezOglich  der  Stellung    der  Mechaniic  zur    Erklärung  der  WärmewirkuDgei 

ins  GedSchtniäs  zurOckrnft,  zumal  der  Ziisammenhang  zwiBchen  ElektricitSt 

und  Wärme    ein  so  inuiger  ist.     Um  nicht  auf  falsche  Wege  zu  gi 

ist   es   vor  Allem    uStbig,    die   in    der  Elektrodynamik  und  in  der  Theorie 

des  Magnetismus  gefundenen  Gesetze  eingehender  zu  studiren,  um  möglichst 

Tiele  Consequenzen    daraus    ziehen    zu    können.     Am  besten    lüsat  sich  dies 

erreichen,  indem  die  Gesetze  auf  die  verschiedensten  Aufgaben  angewendf 

werden,  worin  der  Zweck  dieses  Buches  besteht.    Bei  den  von  Kirchhaff 

entdeckten  Analogieen  zwischen  Elektrodynamik  und  Hydrodynamik  kommt 

der  Verfasser  zu  dem  Resultat,  dass  die  Analogieen  rein  Susserlicber  Natur 

sind,    weil    die    pbysikaliscbeD  Vorgünge    in  stetiger  Weise  erfolgen,    also 

sich  durch  stetige  Functionen  ausdrücken  lassen.  B.  Nebel. 


II     ^^^ 


Die  Methoden  der  Ansglelchnng  von  Hassenerscheinungen  mit  besonderer 
Berück  sichtigling  der  AuEgleichnng  von  Absterbe*  and  Invaliden- 
Ordnnngen.  Von  Dr.  Ebnst  Blascbkk,  Mit  drei  Ziffern-  und  einer 
Figurentafel.  Wien  1893.  Alfred  Holder,  kaiserl.  königl.  Hof-  und 
Universitätsbachhändler.  122  S. 
Wie  es  in  der  Physik  und  Astronomie  üblich  ist,  die  Beobachtungs- 
ond  die  sonstigen  Fehler  in  ihrer  Wirkung  auf  das  Endresultat  anschäd- 
lich za  machea,  so  ist  man  zum  Theil  aach  bei  den  Massenerscheinungen, 
die  bei  den  Vers icheruags an  stalten  und  dergleichen  der  Beobachtung  unter- 
liegen, dazu  übergegangen,  die  einzelnen  Werthe  und  die  ihnen  zu  Grunde 
liegenden  Ereignisse  einer  sorgfältigen  Ausgleichung  zu  unterziehen,  Während 
in  den  erstgenannten  Disciplineu  in  den  meisten  FSllen  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  zur  Anwendung  kommt ,  führen  bei  den  allgemeinen 
Massen ers che i n uB ge n  ,  die  von  der  Statistik  behandelt  werden,  zahllose 
Methoden  zum  Ziel ,  weil  man  bei  diesen  Beobachtungen  von  vornherein 
nicht   mit  Bestimmtheit  auf  ein  Naturgesetz   schliessen  kann,   wie  dies  in 

Uilt.-llt.Abtli.d.Z«il(Ohr.f.MaMi  n.  Phfa.  Sil  Stia^.  M'H.h.'ax.W,  VI)  i 


I 


der  Physik  und  Astronomie  der  Fall  ist,  obwohl  nicht  behauptet  werden 
Boll ,  dass  diese  UassenerGcheioangen  nicht  auch  einem  Naturgesetz  tu  nb- 
samiren  eind.  Die  Ergehnisse  aller  dieser  AuBgleicbun^smeihodeD  lehret), 
dass  jede  gut  ausgedachte  Beobachtungsreifae  von  Beobachtungsfeblern 
freiere  Endresultate  liefert,  als  die  ursprüngliche  Reihe,  gani  nnabbSn^g 
davon,  nach  welcher  Methode  die  Ausgleichung  stattgefusden  hat.  DeT 
Verfasser  hat  seine  Methoden  mit  anderen  dadurch  am  beeten  verglichen, 
dass  er  ihnen  dieselben  VerbSltuisse  zu  Grunde  gelegt  hat,  worüber  i'it 
beigefügten  Tafeln  näheren  Aufscbluss  geben.  Allen,  welche  mit  Ver- 
sicherungen und  dergleichen  zu  thun  haben,  wird  dieses  Bach  einen 
interessanten  Einblick  in  das  Weseu  der  richtigen  Beurtheilung  des  enormen 
Zahlenmaterials  gew&hren.  ^ b.  Nebel. 

Seifenblasen.  Vorlesungen  über  CapillaritSt.  Von  C.  V.  Boys.  Autoriürte 
deutsche  üeberselznng  von  G.  Meyer.  Mit  56  Figuren  im  Test  nmi 
einer  lithographischen  Tafel.  Leipzig  1893,  Verlag  von  Jobann  An- 
brosius  Barth  (Arthur  Meiner).  86  S. 
Das  in  freier  Debersetzung  aus  dem  Englischen  vorliegende  Both 
zeigt,  wie  Eonst  schwierige  Theile  der  Physik  bei  geschickter  Behandlaae 
auch  einem  grösseren  Publikum  zugänglich  gemacht  werden  kSnnen.  Vit 
Befriedigung  wird  Jeder  das  kleine  Werk  lesen,  dessen  Stoff  orsprUngM 
den  Gegenstand  dreier  populärer  Vorträge  bildete.  Zum  Theil  sind  anci 
neue  Experimente  angegeben,  die  in  den  bisherigen  Lebrbflcheni  der 
Physik  nicht  zu  finden  sind.  Damit  nun  jedes  der  schönen  Esperiment« 
nachgemacht  werden  kann,  ohne  durch  das  Misslingen  enttänscfat  und  ut- 
muthigt  zu  werden,  sind  in  dem  Anbauge  zu  jedem  Experiment  praktiscbt 
Winke  mitgelheilt  und  die  etwaigen  Schwierigkeiten  besonders  hetm- 
gehoben.  Nach  dem  Kapitel  über  das  Wesen  der  OberSScheiiGpaiinnBg 
werden  die  FlUs&igkeitsstrahlen  nnd  sodann  die  Seifenblasen  einer  od- 
gebenden  eiperimen teilen  Untersuchung  unterzogen.  Die  beiden  ZndtM 
des  Uebersetzers  beziehen  sich  auf  die  Bewegungen  des  KamphatT  uf 
einer  reinen  Wasseroberfläche  und  auf  die  Anwendung  des  Oele«  rar  Bfr 
rubigung  der  Meereswellen.  Mit  sehr  geringen  Hilfsmitteln  lassen  sich  in 
schönen  Versuche  nachmachen,  was  ungemein  zur  Belehrung  beitil^ 
Daher  kann  dieses  Buch  aufs  Wärmste  empfohlen  werden.        ß.  Nsbel. 

Die  physikaliBohe  Behandlnng  and  die   MesBung   hoher  Tempeiatana 

Von  Carl  Barus.    Mit  30  eingedruckten  Figuren   und  zwei  Ti{«ta. 

Leipzig  1892.    Verlag  von  Jobann  Ambrosiua  Üartb  (Arthur  Mein»). 

92  S.    Preis  3  Mk. 

Auf   den  ersten  37  Seiten    giubt    der  Verfasser   eine   sorgnUlige  ge- 

acltichtliche  Gruppitang  der  Arbeiten  ttber  Pyrometria,  «o  diti»  Jedar.  i» 


Becensionen.  195 

auf  diesem  Gebiete  arbeiten  will,  sich  in  kürzester  Zeit  orientiren  kann, 
ein  Vorzug y  der  bei  der  schnell  anwachsenden  und  weit  zerstreuten  Literatur 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann.  Der  Verfasser  glaubt,  dass 
die  thermoelektrische  Methode  die  grössten  Vorzüge  vor  den  übrigen  Methoden 
besitzt  In  dem  zweiten  Theile  wird  die  Calibrirung  solcher  Pyrometer 
durch  bekannte  Siede-  oder  Schmelzpunkte  eingehend  beschrieben  und  die 
ftlr  niedere  und  hohe  Siedepunkte,  sowie  für  Schmelzpunkte  erforder- 
lichen Apparate  durch  Zeichnungen  ausführlich  erläutert.  Besonderes  In- 
teresse erwecken  die  Versuche  von  LeChateliers,  die  mit  einem  Bhodio* 
platinelement  durchgeführt  wurden ,  das  nahezu  gleich  stark  ist  mit  dem  von 
dem  Verfasser  verwendeten  Iridioplatinelement  Die  Vergleiche  werden  auch 
auf  die  Galvanometer  und  die  damit  ausgeführten  Messmethoden  ausgedehnt. 
Als  Besultat  ergiebt  sich  deutlich  zu  erkennen,  dass  das  Thermoelement 
sehr  zuverlässig,  und  die  thermoelektrische  Pyrometrie  daher  von  grosser 
Wichtigkeit  ist,  dass  es  aber  bis  zur  Stunde  an  sicher  bestimmten  Haupt- 
calibrirungspunkten  fehlt,  was  mit  der  Schwierigkeit  derartiger  Versuche 
zusammenhängt.  —  Das  Buch  wird  dauernd  einen  guten  Platz  in  der  Literatur 
über  Pjrometrie  einnehmen.  ß,  Nebel. 

Molecnlarkräfte.  Physikalisch  •  chemische  Studie  der  verschiedenen  Körper- 
zustände. Von  Ed.  Seelig.  Zweite  Auflage.  Durch  zahlreiche  Tabellen 
vervollständigt.  Berlin  1893.  Commissionsverlag  von  B.  Fried- 
länder &  Sohn.     60  S.    2  Mk.  40  Pf. 

In  der  13  Seiten  einnehmenden  Einleitung  werden  eine  Beihe  von 
ihatsächlich  vorhandenen  Erscheinungen  mitgetheilt,  die  besonders  geeignet 
erscheinen,  die  den  neueren  Forschungen  entsprechenden  Gesichtspunkte 
über  die  Auffassung  der  verschiedenen  Eörperzustände  anzudeuten.  Die 
eigentliche  Aufgabe  erstreckt  sich  nur  auf  die  Wechselwirkungen  zwischen 
Flüssigkeiten  und  Gasen,  die  bei  der  Verdichtung  eines  Gases  zu  einer 
Flüssigkeit  und  der  Ueberführung  von  Flüssigkeit  in  Gas  auftreten.  Die 
Wechselwirkungen  fester  Körper  unter  sich,  sowie  mit  Flüssigkeiten  und 
Gasen  sind  in  dem  vorliegenden  Werkchen  nicht  behandelt,      b.  Nebbl. 


Die  Akkumulatoren.  Eine  gemeinfassliche  Darlegung  ihrer  Wirkungsweise, 
Leistung  und  Behandlung  von  Karl  Elbs.  Mit  drei  Figuren  im  Text. 
Leipzig  1893.  Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner). 
35.  S.   Preis  1  Mk. 

Je  mehr  sich  die  Akkumulatoren  ausbreiten  und  die  bisher  meistens 
gebrauchten  galvanischen  Elemente  verdrängen,  desto  grösser  ist  das  Be- 
dürfniss ,  auch  den  Nicht  -  Elektrotechniker  mit  dem  Wesen  und  der  Behand- 
lung der  Akkumulatoren  bekannt  zu  machen.  Verfasser  sucht  dieses 
Bedürfniss    durch  das  vorliegende   Werkchen  zu  befriedigen.     Ausgehend 


von  der  Wirkungsweise  und  Umkehrbarkeit  des  DaDidirBOhen  Elementes 

und  der  dabei  stattSadenden  chemischen  Umsetzungen  ist  diejenige  der 
Akkumulatoren  bei  der  Ladung  und  Entladung  leicht  verständlich.  Dariiu 
folgt  auoh,  wie  die  Äkkumulatorea  am  besten  eingerichtet  sein  inOiscn, 
was  auf  verschiedene  Weise  erstrebt  wird.  Dm  keinerlei  TfiDschungen  lu 
unterliegen,  ist  es  nöthig,  dass  man  sieb  Aber  die  Leistuogstthigkeit  dei 
Akkumulatoren  völlig  im  Klaren  ist,  weshalb  in  diesem  Kapitel  euch 
durchgereelinete  Beispiele  sich  fiuden.  Die  Haltbarkeit  der  Akkumulatoren 
hUngt  wesentlich  von  deren  Behandlung  ab;  wird  denselben  beim  FOlleD 
Laden  und  Enllnden  die  cötliige  Aufmerksamkeit  geschenkt,  so  kuin  die 
Lebensdauer  derselben  wesentlich  verlängert  werden;  es  sind  daher  die  in 
diesem  Kapitel  gegebonea  Winke  aufs  SorgfBltigste  zn  beachten.  Den 
Anbang  bilden  die  wichtigsten  Einheiten  des  elektrischen  Maaes  -  Sjrsteo». 
Die  Schreibweise  ist  einfach  und  kinr,  daher  auch  dem  Nichtfach manne  la 

empfehlen.  — B.  Neagu 

Die   elementaren  Orundlagen  der  &Btronomiaahen  Geographie.     GemeiD. 
verständlich  dargestellt  von  Adolf  Joa,  Pick.    Mit  zwei  Stemki»rt«i 
und   mehr   als  80  Holzschnitten.     Zweite ,    sorgfältig    durchgessbese 
und  vermehrte  Auflage.    Wien  1893.    Manz'sche  kaiaerL  und  kSni^ 
Hof-  Verlags-  u.  Universitätsbuchhandlung  (Julius  Klinkhardt  &C«,) 
I.  Kohlmarkt  20.    173  8.    Preis  2  Mk.  40  Pf. 
Das   gegenüber   der  ersten  Auflage    nur  unwesentlich  erweiterte  Bucli 
zeichnet   sich    vor  allen  Dingen  dadurch  aus,    dass  es  den  Anfänger  duich 
passend  gewählte  Beispiele  und  Figuren  einübt,    räumlich  la  denken,  wis 
bei    dem    Unterricht    in    der   Himmelsgeographie    absolut    nothwendig   iil. 
Neue  Eindrücke  an  dem  Himmelsgewölbe   versteht   der  Verfasser  dadniü 
fasslich    zu  machen,    dass  er  zuvor  ein  den  Himmel  gar  nicht  betreffeodas 
irdisches  Beispiel    wählt   und    an    diesem   die  Erscheinung  deutlich  macbl 
I  Der  Uebergang    zur  Astronomie    ist    dann  nicht  mehr  mit  Schwierigkeiln 

L  verbunden.     Die    einfache  Darsteliungsweise  ist  es,    welche  uns  veruiWt, 

■  das    Buch  Allen    zu    empfehlen,    welche    sich   an  der  Grösse  der  Natur  er- 

I  freuen    und    nicht  hliud    gegen    die  Umgebung  sind.     Der  Verfasser  mSg«, 

I  angespornt  durch  den  Erfolg  dieses  Theiles,  auch  den  zweiten  in  der  gleicbu 

m  Weise    bearbeiten;    denn    die    Zeitgteicbung    und    namentlich    der    Kaleoln 

I  sind  für  den  Laien  von  hohem  Interesse.  jj.  Sedkl. 

I  H«i 

^^_    Kai 


H«ue  baliistisohe  Theorien.     Beiträge  zum  Studium   neuer  Probleme  d<r 
inneren  und  äusseren  Ballistik.    L  Analytische  Theorie  der  Wime- 
leitung  in  Geschützrohren.  Von  Alois  Indra.  Pola  1893,  Commissioiu 
Verlag  von  E.  Scharff.     178  S. 
Das    Problem,    die  Wärmeleitung    in  Bezug    nnf  die  beim  Bchiis 

Kanonenrohren    und  Geviehrl&afea   sieb   entwickelnden  ZustSnde  i 


a  »t  mrij^J 


Stichen,   nUrde  eich  allgemein  matbematidch  gar  nicht  iGaen  tasaen,   weil 

die  Bedingungen  so  complicirtor  Nator  Bind ,  dass  den  Formeln  jede  Ueber- 
aicbt  fehlen  und  daher  jede  Deutung  von  vornherein  ausgeschlossen  wäre. 
Um  aber  doeb  einen  Einblick  in  diese  verwickelten  Verhältnisse  in  er- 
langen, iät  es  nöthig,  xuerät  die  Bedingungen  so  einfach  als  irgend  mög- 
lich zu  wählen  und  darauf  die  Fourier'ache  Theorie  der  Warme  anzu- 
wenden. Verfasser  geht  daher  zunächst  von  einem  cylindriachen  Rolire  aus 
mit  anendlich  dicker  Wandung  nnd  einer  inneren  constanten  Wärmequelle, 
Erst  dann  werden  die  einzelnen  Bedingungen  derart  variirt,  dosa  man  den 
wirklieben  Verbültnissen  näher  kommt.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  an  der 
OberflBche  des  Rohres  gemessene  Temperatur-Erhöhung  nach  «Scliüssen 
nicht  von  der  Fortpflanzung  der  Verbreunungs-Temperator  herrühren  kann, 
sondern  der  in  Wlirme  umgewandelten  Stosswirkuog  der  PuWergase  in 
weit  überwiegendem  Maasse  zuzuschreiben  ist.  Mau  kann  daher  umgekehrt 
ans  dem  Temperaturzustande  der  Oberflttche  nach  irgend  eiaer  Zeit,  bei 
sorgfältiger  Berilcksichligang  aller  geometrischen  Verhältnisse,  auf  den  an- 
'  fanglichen  Zustand  im  Innern  des  Rohres  und  somit  auf  die  Ursache  des- 
gelben, nämlich  die  Spannung  der  Pulvergase  im  Rohre,  schliessen  und  die 
I  Spannungen  in  jedem  Punkte  des  Rohres  feststellen.  Dieses  Problem  unter- 
,  zieht  der  Verfasser  im  Weiteren  der  mathematischen  Behandlung.  —  Dia 
im  Laufe  der  Untersuchungen  auftretenden  Integral -Logarithmen  veranlassten 
den  Verfasser,  iu  einem  Anbange  die  Tafeln  fUr  den  Integrallogaritbmua 
von  0,00  bis  1280  aus  dem  Werke;  „Theorie  et  tables  d'une  nouvelle 
fonction  transcendente'  von  J.  Soldner,  München  1809,  abzudrucken.  — 
Die  praktische  Anwendung  der  aus  der  theoretischen  Behandlung  dea 
obigen  Problems  gewonnen  Formeln  wird  einer  später  folgenden  Abhand- 
long  zu  Grunde  gelegt  werden.  __^_^__  B.  Nebel. 

Die  Mechanik  der  WArme.    In  gesammelten  Schriften  von  Robbkt  Maver. 

Dritte    ergänzte   und    mit  historisch .  literarischen  Mitthailungen  ver- 
sehene   Auflage ,    herausgegeben    von   Jacob    J.  Weyrauch.      Stutt- 

^^k  gart  1893.    Verlag   der  J,  G.  CoUa'echen  Buchhandlung  Nachfolger. 

^H         464  S.     Preis  10  Mk. 

^H^     Mit    dieser   dritten  Auflage   von    Mayer'e    Mechanik    der  Wärme  hat 

'  der  Herausgeber  durch  seine  historisch-literarischen  Mittheilungeu  Robert 
Majer  ein  Denkmal  gesetzt,  das  im  Vergleich  mit  den  beiden  in  Stein 
errichteten  [in  Stuttgart  und  in  Heilbronn)  von  Mayer  sieber  den  Vorzug 
erhalten  hätte,  wenn  er  es  hätte  erleben  dürfen.  Dieses  Kämpfen  um  sein 
geistiges  Eigenthum ,  das  der  Gesundheit  Mayer's  so  schwer  zugesetzt  hatte, 
ist  in  allen  Stadien  so  eingehend  mitgetheilt  worden,  dass  die  verbreiteten  _ 
irrigen  literarischen  Notizen,  entstanden  durch  die  Wirren  der  fünfziger  ji 
Jahre,   hier  erwähnt  und  richtig  gestellt  werden.    Da  aus  Pietät  an  dem     I 

^J^yer'schen    Texte    nichts    geändert    werden    sollte,    so    hat   der  Heraus-    I 
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geber  am  Schiasse  von  jedem  Anfsatze  in  Anmerkungen  die  nöthigen  Er- 
läuterungen beigefügt,  während  er  die  Aufsätze  selbst  darch  historisch- 
literarische Mittheilungen  derart  zu  einem  Ganzen  vereinigt  hat,  dass  man 
mit  grossem  Genuss  das  geistige  und  physische  Leben  May  er 's  verfolgt 
Als  äusserer  Schmnck  dieses  literarischen  Denkmals  ist,  abgesehen  von  der 
vorzüglichen  Ausstattung  des  Buches,  zu  erwähnen  die  Beifügung  eines 
Bildes  von  Robert  Mayer  aus  dem  Jahre  1842,  und  eines  solchen  von 
seinem  Denkmal  in  Heilbronn ,  sowie  die  genaue  Wiedergabe  seines  Briefes 
an  Banr  vom  24.  Juli  1841.  In  dem  vorliegenden  Exemplare  liest  man  diese 
Zahl  eher  für  40  als  für  41,  ho£fentlich  trifft  dies  bei  den  übrigen  nicht 
zu,  damit  nicht  etwa  neue  Zweifel  entstehen,  obwohl  Seite  17  ganz  deut- 
lich 1841  zu  lesen  ist,  und  sich  diese  Zahl  auch  aus  dem  Vorhergehenden 
ergeben  muss.  —  Mit  dem  Herausgeber  sind  wir  vollständig  einverstanden, 
wenn  er  in  dem  Vorworte  sagt,  njeder  berufsmässig  mit  Naturwissenschaften 
und  deren  Anwendungen  Befasste  sollte  dies  Werk  gelesen  haben ,  in  keiner 
Studien-  und  Schülerbibliothek  sollte  es  fehlen^*  B.  Nebel. 


Oberirdische  nnd  nnterirdische  Wirkungen  eines  Blitzstrahles.  Von 
0.  HoppB.  Verlag  von  Grosse  in  Clausthal,  Graz  und  Gerlach  in 
Freiberg  1893.     15  S.     Preis  60  Pf. 

Verfasser  beschreibt  beinahe  zu  ausführlich  einen  Blitzschlag  vom 
20.  Juli  1881  und  die  von  Bergleuten  beobachteten  unterirdischen  Indnctions* 
Wirkungen  bei  Gewittern.  B,  Nebel. 
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Historisch-literarische  Abtheilimg. 


Fürst  Baldassarre  Boncompagni  Ludovisi. 
Ein   Nachi'uf 

M.  Cantor. 


I 

^K  Der  10.  Mai  1821  ah  Geburlstag,  der  13.  April  1894  als  Todestag 
^^pgreDileii  das  f»3t  73jährige  Leben  deg  vortrefflichen  Mannee,  mit  welchem 
ein  zwar  cie  regelmitsaig  geführter,  aber  über  lang«  Zeiträume  sich  er- 
streckeDder  Briefwechsel  nus  so  iiahe  verband,  dass  wir  ea  für  eine  Ehren* 
päicbt  halten,  ihm  in  unserer  ZeitBcbrift  einen  Nachruf  zu  widmen.  Hat 
er  ihn  doch  nach  den  verBcbiedensten  Richtungen  reichlich  verdient. 

FUrst  Baldasuarre  Boncompagni,  ein  SprDasling  Jener  alten  Familie,  der 
anch  Papst  Gregor  XIII.,  unter  welchem  die  Ralenderreform  zu  Stande 
kam,  angehSrte,  war  ein  Gelehrter  von  umfassendem  WisBen,  Lieblinga- 
gegCDstand  seines  Studiums  und  seiner  Forschungen  war  die  Geschichte 
der  Mathematik,  und  wenn  wir  auch  nicht  beabsichtigen,  alle  Leistungen 
Boncompagni's  auf  diesem  Gebiete  aufzuzählen,  so  mögen  doch  sein» 
wichtigsten  Arbeiten  genannt  werden. 

Er  bat  sich  Zeit  gelassen  mit  Veröffentlichungen.  In  engeren  Kreieea 
war  seine  geistige  Bedeutung  zwar  schon  frühe  bekannt.  Als  Piua  IX.  im 
Juli  1847  die  päpstliche  Akademie  De'  Nuovi  Lincei  gründete,  wurde  Bon- 
eoropagni  schon  als  Mitglied  beigezogen,  aber  erst  1851  kamen  rasch  hinter 
einander  drei  Druckschriften  heraus,  welche  die  Berechtigung  jener  früh- 
zeitigen Ernennung  darthaten.  Guido  Boi^ti,  Gerhard  von  Cremona, 
Flato  von  Tivoli  sind,  wie  mau  getrost  behaupten  kann,  erst  durch 
jene  ihnen  in  der  hier  eingehaltenen  Beihenfolge  gewidmeten  Schriften  be- 
kannt geworden. 

Sie  alle  freilich  waren  immerhin  weniger  hervorragende  Persönlicb- 
beiten.  In  ganz  anderer  GrGsse  tritt  Leonardo  von  Pisa  aus  dem 
XIII,  Jahrhunderte  hervor,  der  Lehrer  der  nächsten  drei  Jahrhunderte.  Und 
was  wusste  man  von  ihm?  Wir  wollen  die  bahnbrechenden  Arbeiten 
CoBsali'a  (1797)  und  Libri'a  (1838)  gewiss  nicht  unterschätzt  haben, 
aber  doch  war  es  Bonuompagni  mit  seinem  Bande  Ittlorno  ad  alcune  opero 
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di  Lconaräo  Pisano  von  1854,  mit  seiner  Ausgabe  von  Leonardo'»  Schriften 
(1SÖ7  bis  1863),  welcher  erst  eingehende  ForschuDgen  über  den  gewaltigen 
Mann  ermöglichte  und  hervorrier. 

Dia  Beschäftigung  mit  Leonardo  von  Pisa  führte  ra  »wei  watereo 
Fragen:  was  war  vor  Leonardo  in  Europa  an  arithmetischem  Wissen  tot- 
handen,  was  bildete  nach  Leonardo  in  Italien  den  Uebergang  von  ihm  hit 
zu  Luca  Pacinolo?  um  die  Beantwortung  der  ersten  Frage  hat  vor- 
nehmlich  Micfael  Chasles  sich  verdient  gemacht.  Boncompagni  untet- 
stützte  die  hierher  gehörenden  Arbeiten  durch  Auegaben  alter  Arithmetiken, 
welche  er  1857  veranstaltete.  Die  zweite  Frage  machte  er  znm  GFgenstand« 
eindringender  Forschung,  deren  Ergebnisse  1862  — 1863  in  den  Abhand- 
lungen der  obengenannten  päpstlichen  Akademie  veröSeut liebt  sind. 

Wir  haben  eigene  Arbeiten  Boncompagni's ,  wir  haben  durch  denaelba 
veranstaltete  Ausgaben  erwShnt.  Die  Liste  ist  in  dem  von  nns  Genanotn 
keineswegs  erschöpft.  Eine  den  Fachmännern  unter  dem  Namen  iu 
BuUclino  Boncompagni  wohlbekannte  Zeitschrift,  deren  zwanzig  Bände  aai 
den  Jahren  1868  bis  1887  herrUhren,  enthält  noch  weitere  zahlreiche  Ab- 
handlungen des  fürstlichen  Heransgebers,  enthfilt  nicht  minder  Kahlreiehe 
erstmalige  Abdrücke  von  Siteren  und  jüngeren  Handschriften,  welch«, 
wenn  auch  vielfiich  durch  andere  Gelehrte  zum  Druck  yorbereit«t,  nicht 
minder  die  Spuren  von  Boncompagni's  Mitarbeit,  und  zwar  in  stärkerem 
Grade,  als  es  den  eigentlichen  Herausgebern  lieb  war,  aufweisen, 

Wir  berühren  damit  eine  kleine  schriftstell  er  iscbe  BcbwBche  Boncom- 
pagni's,  welche  aber  so  kennzeichnend  für  ihn  ist,  dass  wir  sie  nicht  mit 
Stillschweigen  übergehen  dürfen.  Wir  meinen  seine  Neigung,  eich  fQr  All« 
und  Jedes  auf  möglich  zahlreiche  Werke  zu  berufen,  und  die  Änfühmagen, 
auch  wenn  es  um  allgemein  zugängliche  neuere  Sammelschriften,  Eocjklo- 
pSdien,  Biographien  n.  a.  w.  sich  handelte,  in  so  unerträglicher  Brette  \ati 
Aosführliohkeit  zn  geben ,  als  wenn  es  Incunabeln  wären ,  die  nnr  in  gaoi 
vereinzelten  Exemplaren  erhalten  blieben.  Dadurch  wuchsen  die  von  Bon- 
compagni  hergestellten  Anmerkungen  oftmals  zn  einer  den  Text  dberwucherado 
Ausdehnung  an. 

Für  andere  Neuausgaben  begnügte  sich  Boncompagni  allerdings  dunit, 
die  Kosten  des  Druckes  zu  decken.  Wir  nennen  hier  C o s ea  1  i 's  null- 
gelassene  Schriften  (1857),  wir  nennen  den  facsimilirten  und  mit  einer 
werthvollen  Einleitnng  von  Herrn  G  i  o  r  d  a  n  i  versehenen  Neudruck  d« 
einst  zwischen  Ferrari  und  Tartagli»  gewechselten  Schmiib8chriflen(  18761, 
den   erstmaligen  Druck    wichtiger  Briefe  vou  Lagrange  (1877  und  1878). 

Unsummen  hat  der  Fürst  für  solche  VeröfTentlichungen  ausgegeben. 
Unsummen  hat  seine  Bibliothek  verschlangen,  welche  auf  über  6ü(J  Hand- 
schriften und  180(X)  Druckwerke  angewachsen  ist.  Ein  fürstliches  Vermögin 
und  eine  in  des  Wortes  bester  Bedeutung  Itlrstlicbe  Gesinnung  wareo  ex- 
forderlich,  um  solche  Ausüben  möglich  zu  machen.     Und  sie  waren  n 
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die  einzigen.  Der  Gelehrte,  dem  die  Erreichung  wissenschaftlicher  Zwecke 
nie  za  theuer  erkauft  war,  der  Sammler,  der  mit  findigem  Spürgeiste 
Seltenheiten  aufzust<Obem  wusste,  er  war  auch  Mensch!  Das  nihü  humam 
a  me  aHienum  ptUo  des  Römers  begegnete  sich  in  seinem  warmen  Herzen 
mit  dem  Sinnspruche  Noblesse  ohligef  Wo  Boncompagni  von  einem  auf- 
keimenden Talente  wusste,  dem  ungünstige  Verhältnisse  die  Schwingen 
fesselten,  sprang  er  in  zartester  Weise  bei.  Wie  viele  Abschriften  vor- 
handener Manuscripte  hat  er  nicht  da  und  dort  anfertigen  lassen,  sei  es, 
um  sie  in  uneigennütziger  Weise  jungen  Gelehrten  zur  Verfügung  zu  stellen, 
sei  es  auch  nur,  um  dem  Abschreiber  Gelegenheit  zum  Erwerbe  zu  geben. 
Und  wie  viele  andere  Unglückliche  beweinen  heute  in  ihm  ihren  Wohl- 
th&ter,  der,  wenn  wir  unseren  fremdländischen  Anführungen  ein  Wort 
Lessing^s  hinzufQgen,  überall  nur  den  einen  Beweggrund  für  seine  Mild- 
thStigkeit  kannte:   Oenug^  es  war  ein  Mensch, 

Boncompagni  ist  einem  bösartigen  Leberleiden  erlegen,  welches  er 
kannte,  aber  verheimlichte,  um  sich,  wie  er  sagte,  der  Langeweile  der 
Aerzte  und  der  Arzneien  zu  entziehen.  So  überraschte  ihn  der  Tod  nicht, 
aber  er  trat  doch  früher  ein,  als  der  Kranke  es  vermutbete,  und  bevor  er 
seine  Absicht  erfüllte,  seine  bibliographischen  Schätze  rechtskräftig  der 
Vaticanischen  Bibliothek  zu  vermachen.  Die  18  Erben  gedenken  nunmehr 
die  grossartige  Sammlung  zu  veräussem.  Die  Bibliothek  Boncompagni  wird 
verschwinden.  Das  Gedächtniss  des  Fürsten  Baldassarre  Bon- 
compagni wird  bleiben. 


VV 


Georg  von  Vega. 

Von 
Dr.  Karl  Doehlemann.* 


U 


Die  Logarithmentafeln  von  Vega  gehören  zu  den  bekanntesten 
TerbreiteBten  Büchern  der  Welt.  Die  im  reiferen  ManncBaltor  Stehenden 
erinnern  sich,  viele  vielleicht  mit  einem  leichten  Schauder,  an  dies  loo 
ihnen  auf  der  Schule  benutzte  Bach.  Denn  erst  gegen  Ende  der  70er  Jahre 
wurden  allmählich  die  Yega'schen  Logarithmentafeln  an  den  Mittelschalen 
abgeschafft  und  dafür  kleinere,  fünfstellige  eingeführt.  FUr  exactere  üoUr- 
snchungen  der  Mathematik,  Astronomie  oder  Technik  dagegen  ist  das  Vega'Bche 
Handbuch  in  seiner  jetzigen  Bearbeitung  auch  heute  noch  allgemein  in 
Verwendung. 

Man  kann  fast  sicher  annehmen ,  dass  die  Meisten  sich  den  Heraiu- 
geber  dieses  Tabelienwerkea  als  einen  einseitigen  Zahle nmenschen  vorstellm 
werden,  der  Über  seinen  Logarithmen  Welt  und  Menschen  vergass.  Diu 
widerspricht  durchaus  allen  Thatsachen,  Vega  hat  nicht  nur  als  Gelehrter, 
sondern  auch  als  Lehrer,  sowie  als  thatkrSftiger ,  nmaicfatiger  Officier  eine 
so  vielseitige,  glänzende  Thätigkeit  entwickelt,  dass  es  nicht  uninteresssat 
sein  dürfte,  etwas  näher  auf  die  wechaelvollen  und  gegen eatzreichen  Schick- 
sale dieses  Mannes  einzugehen ,  die  des  Zaubers  einer  gewissen  Romantik  nicht 
entbehren.  Ueherdiea  feiern  wir  in  diesem  Jahre  das  lOOj&hrige  Jubiläum 
eines  der  Bücher  dieses  Mannes.  Denn  im  Octoher  1794  erschien  Vegi'i 
grösstes  logarithmisches  Tabellenwerk:  Thesaurus  logarlthmoram  completut. 

Sieht  man  von  einigen  ILlteren  und  schwer  zugänglichen  PabHcationen 
ab,  80  findet  man  eine  eingehendere  und  sachgemässe  Würdigung  tob 
Vega'a  Leben  und  Wirken  erst  in  einem  vor  noch  nicht  allzu  langer  Ztil 
erschienenen  Schriftchen.**  Auf  dieses  hinjuweisen  mag  gleicbteilig  irr 
Zvreck  der  folgenden  Zeilen  sein, 

Georg  Vega  wurde  geboren  im  Jahre  1754  zu  Zagorika  in  Kraiu  rIi 
Sohn  armer  Bauersleute.  Er  besuchte  die  Schule  in  Laibach  und,  nach- 
dem man  seine  Begabung  erkannt  hatte,  das  Ljceum.  Auf  Grund  einri 
vorzüglichen  Abaolutoriums  fand  er  sofort  eine  gut  bezahlte  Anstellung  aIb 
kaiserl.  königl.  Navigations- Ingenieur  in  Innerösterreich.     In  dieser  Thilig- 


*  Nach  einem  Tottrag,  gehalten  im  „Mathematischen  Vereine"  in  Uancbes. 

*  Prof,  Dr,  Andreas  Vf  tBU<:,lik.Q -.  „Gc»g  Freiherr  von  Tag»".   Wim  ISSfi. 


keit  gaben  ihm  die  Correctionsbanteu  an  der  wilden  Save  mannigfache  G^ 

legenheit,  seine  matbematiscb-techniecben  Kemitnisse  zu  erweitern.  Aber 
seine  Neigung  znm  Militär  machte  aich  bei  ihm,  wie  er  aelbat  gelegentlieh 
erzählt,  so  mächtig  geltend,  das3  er  nach  fUuf  Jahren  die  sichere  Stellung 
anfgab  und,  33  Jahre  alt,  als  Kanonier,  also  als  gemeiner  Mann  bei  dem 
2,  kaieerl.  künigl.  Feldartillerieregimeot  eintrat.  Und  in  der  That  hatte  er 
aeine  FShigkeiteu  richtig  beurtbeilt.  Denn  schon  nach  der  ungewöhnlich 
kurzen  Frist  eines  Jahres  wurde  er  Unterlieiitenant  und  bald  darauf  er- 
folgte seine  Ernennung  zum  Lehrer  der  Mathematik  an  den  Schulen  des 
8a terreic bischen  Artilleriecorps.  1787  sehen  wir  Vega  znm  Hauptmann 
avancirt  und  gleichzeitig  wurde  er  zum  Professor  der  Mathematik  an  dem 
ein  Jahr  vorher  gegründeten  Bombardiercorps  in  Wien  ernannt. 

In  diesen  Steltungen  war  er  während  eines  Zeitraumes  von  elf  Jahren 
als  Lehrer  und  Schriftsteller  unausgesetzt  bemüht,  das  Ziel,  das  er  sich 
vorgesteckt  hatte,  zu  erreichen:  nämlich  die  österreichische  ArliUerie  hin- 
sichtlich ihrer  wissenschaftlichen  Vorbildung  und  praktischen  Leistungs- 
fähigkeit auf  eine  möglichst  hohe  Stufe  zu  heben.  Den  von  ihm  vor- 
getragenen ma thematischen  Disciplinen  suchte  er  dadurch  eine  nachhaltigere 
Wirkung  und  grössere  Verbreitung  zu  sichern,  dass  er  seine  Vorträge  in 
einem  in  sich  vollständig  abgeschlossenen  Werke:  „Vorlesungen  über  Mathe- 
matik"  herausgab,  dessen  vier  Bünde  in  der  Zeit  von  178^  bis  1800  der 
Reibe  nach  erschienen.  Der  Inhalt  dieses  Handbuches  der  reinen  und  an- 
gewandten Mathematik  ist  im  wesentlichen  folgender:  Elementarmathematik 
—  Trigonometrie,  praktische  Geometrie,  Anfangsgründe  der  Differential-  und 
Integral-Rechnung  —  Mechanik  der  festen  Körper-  Hydrodynamik.  Die 
fQnfte  Vorlesung  aus  dem  dritten  Bande,  welche  die  freie  Bewegung 
geworfener  schwerer  Körper  behandelt,  erschien  auch  einzeln  (1787)  i: 
dem  Titel:  „Praktische  Anweisung  znm  Bombenwerfen  mittelst  dazu 
gerichteter  Hilfs tafeln".  Welch'  grossen  Werth  Vega  den  mathematischen 
Stadien  beilegte,  ersehen  wir  am  besten,  wenn  wir  dem  jungen  Unter- 
lieut«nant  selbst  das  Wort  ertbeilen,  der  dem  ersten  Bande  dieser  Vor- 
lesungen (1782)  folgende  Widmung  vorsetzt: 

„Dem  aämmtlicben,  kaiserlichen  königlicbenÄrtilleriecorps.  Gegenwärtige 
Vorlesungen  sind  Ihnen  gewidmet  und  Ihr  Urtheil  soll  ihren  Werth  bestimmen. 
Ich  habe  sie  zum  Drucke  befördert,  weil  sie  schon  von  einigen  aus  Ihnen, 
denen  ich  sie  vorläufig  mitgetheilte,  des  Druckes  würdig  gefunden  worden. 
Dieser  Theil  enthält  nur  die  noth wendigsten  Gründe  der  allgemeinen 
Becbenkunst;  jene  der  gemeinen  und  hohem  Messkunst  nebst  einer  Ai 
Wendung  sollen  darauf  folgen.  Meine  Absicht  ist,  denjenigen  einen  sichern 
Leitfaden  in  die  Hände  zu  geben,  welche  in  einer  schicklichen  von  den 
Qhrigen  Dienstgeschäften  freyen  Zeit  die  unentbehrlichsten  Kenntnisse  der 
hSbern  und  angewandten  Mathematik  sich  zu  erwerben  wünschen.  Könnte 
.  vohl  diesen  Wunsch   bei  Ihnen   vermissen,   da  ea  Ihnen   bekannt  ist, 
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daa§  man  sich  kaum  erktthneu  darf  ohne  diesen  KenntiiitMB 
ein  Artilleriebach  za  öffnen?..." 

Aaf  die  Abrandnng  und  Verbesserung  der  Darstellang  in  diem 
Vortr6gen  verwandte  Vega  den  gröaaten  Pleiss,  Er  üees  sich  durch  cüeii 
Beiner  Schüler  genau  darüber  Bericht  erBtattan,  welche  Stellen  in  seinra 
TorleeuDgen  unklar  oder  schwer  verständlich  blieben,  um  dement  sprechend 
Verbesserungen  aneabringen.  Ea  ist  daher  nicht  zu  verwundern,  dass  ilem 
Bnch  eich  in  Oesterreich  lange  grosser  Beliebtheit  erfreute.  Der  ersLe  Baiul 
der  „Vorlesungen"  ist  noch  1850  in  siebenter  Auflage,  der  zweite  Band 
1848  in  achter  Auflage  beide  von  Matzka  bearbeitet  worden.  Uebrignia 
konnte  Vega  selbst  noch  sich  des  Erfolges  seiner  TbäUgkeit  freuen,  «eni 
wir  uns  anders  dem  ürtheil  des  gereiften  Mannes  anvertrauen,  der  in  der 
Vorrede  zur  dritten  Auflage  des  ersten  Bandes  seiner  Vorlesungen  (1802) 
sich  wie  folgt  ausspricht: 

„Nun  sind  es  gerade  20  Jahre,  dass  dieser  erste  Theü  meines  Lehr- 
buches in  den  mathematischen  Schulen  des  kaiserlichen  königlichen  Artillerie- 
Corps  zum  Leitfaden  des  Unterrichtes  eingeführt  ist 

Die  13  Eriegsjahre  dieses  Zeitraumes  haben  den  Satz,  dasa  die 
Mathematik  die  sicherste  Grundlage  der  echten  Kriegswisieo- 
schaft  ist,  fUr  alle  cnltivirten  Nationen  evident  gemacht.  Ich  selbst  g«- 
noss  das  belohnende  Vergnügien ,  mich  in  den  Feldzilgen  sowohl  gegen  die 
Pforte  als  auch  gegen  Frankreich  zu  überzeugen,  dass  diejenigen  meiner 
Schüler ,  welche  sich  mit  ununterbrochenem  Eifer  den  mathematischen  Wis«ra- 
Schäften  gewidmet  hatten ,  sich  auch  vorzüglich  vor  dem  Feinde  durch  klagt 
Tapferkeit  ausgezeichnet  und  zur  Aufrechterhaltung  und  Vermehrung  des 
alten  Ruhmes  des  österreichischen  ArtilJeriecorps  bestens  mitgewirkt  haben.  — 
Es  würde  Überflüssig  sein ,  mehreres  zur  Aneiferung  derjenigen  anzufllhreii, 
für  welche  nach  hergestelltem  Frieden  die  mathematischen  Schalen  trieder 
eröffnet  sind,  da  die  wahre  Würdigung  der  Mathematik  bei  dem  gameD 
Artillerie  Corps  einheimisch  und  so  allgemein  ist,  dass  sehr  Viele,  selbst  uu 
der  gemeinen  Mannschaft,  im  Felde  ihre  wenigen  Ruhestunden  aus  eigensm 
Antriebe  dieser  Wissenschaft  gewidmet  haben,  welches  ich,  nicht  ohne  innigste 
Rührung,   sehr  oft  als  Augenzenge  wahrzunehmen  die  Gelegenheit  halle.' 

Vega  hat  ein  hervorragendes  Verdienst  daran .  dasa  die  höhere ,  wissen- 
schaftliche Ansbildung  der  Artillerie  in  Oesterreich  stets  im  Auge  behalleo 
wurde. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  einer  anderen  Seite  von  Vega's  Thätigkwt; 
der  von  ihm  durchgeführten  Herausgabe  logarithmischer  Tabellen  werke. 
Nicht  als  ob  er  der  Erste  gewesen  wäre,  der  diese  zwar  nndankbare,  aber 
doch  so  nützliche  und  nothweadige  Arbeit  auf  sich  nahm.  Es  hat  ja  fOr 
die  gemeinen  Logarithmen  (mit  der  Basis  10)  schon  Henry  Briggs  (1618) 
eine  Sst«IHge  Tafel  berechnet  und  zur  Zeit  Vega's  gab  es  eine  ganze  Beibi 
solcher    Werke,    wie   die   Tafeln    von   Adrian   Vlaoq,    Schuls«,     G«niiB«r. 
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Allein  Yoga  berechnete  aufs  Nene  sümmtlicbe  Logarithmen,  verglich  su. 
mit  den  angegebenen  Wertben  nnil  constalirte  so  eine  liemlicbe  Anzabl 
von  Fehlern  in  den  vorhandenen  Tafeln.  Correctur  nnd  Drucklegung  seiner 
Tafele  überwachte  er  mit  der  grSssten  Sorgfalt.  Seine  erste  Logarithmen* 
tafel  erschien  im  Jahre  1783  in  Wien  unter  dem  Titel:  , Logarith mische, 
trigonometrische  und  andere  zum  Gebrauche  der  Mathematik  eingerichtete 
Tafeln  und  Fonueln",  eine  7stellige  Tafel,  die  ausser  den  Logarithmen  der 
Zahlen  und  trigono metrischen  Functionen  in  24  Abachnitten  Formeln  aus 
den  verschiedensten  Gebieten  der  Mathematik  und  Geographie  enthält,  Dw 
Vorbericht  dazu  beginnt  wie  folgt: 

„Durch  den  Beystand  meiner  Schiller,  welche  theila  aas  Eanoniereo, 
tbeils  auch  aus  einigen  ünteroffieieren  des  k.  k.  zweyten  Feld  -  Ärtillerie- 
Begiiuents  bestehen,  durch  den  eifrigsten  Beystand  dieser  meiner  Schüler 
unterstutzet,  und  mit  allen  erforderlichen  Hilfsmitteln  versehen,  wagte  ich 
es,  den  Wunsch  derjenigen  einigermaassen  zu  befriedigen,  welche  einer 
hinlänglich  ausgodebnteu ,  dabei  soviel  als  möglich  feblerfreyen ,  und  um 
einen  m&ssigen  Preis  zu  verkaufenden  Sammlung  von  mathematischen  Hilfa- 
tafeln  und  Formeln  schon  lange  vergebens  entgegensahen." 

Ea  folgt  dann  das  Verzeichniss  der  in  den  einzelnen  Tafeln  entdeckten 
Fehler  und  daran  scbliesst  sich  die  bekannte  Bemerkung,  „dass  man  sich 
Kraft  einer  öffentlicben  ÄnkUndigung  verbindlich  macht,  fUr  jede  erato 
Anzeige  eines  jeden  in  gegen wElrtigea  Tafeln  entdeckten  wirklichen  Fehlers 
einen  kaiserlichen  Dncaten  zu  bezahlen".  Dieses  Mittel,  das  Vega  i 
wandte ,  am  die  grosse  Zahl  der  die  Tafel  Benutzenden  zur  Eruirung  noch 
vorhandener  Fehler  heranzuziehen,  hatte  nur  zur  Folge,  dasa  bis  zum 
October  1784  zwei  Fehler  angezeigt  wurden.  Symiiatbisch  berührt  uns 
Übrigens  in  diesem  Vorbericht  die  rückhaltlose  Anerkennung  der  Müha- 
leistnng  seiner  Mitarbeiter,  wie  überhaupt  Dankbarkeit  einen  hervorragenden 
Zug  in  Vega's  Charakter  bildet.  —  Das  Buch  erschien  1797  in  i 
und  1814  in  dritter  Auflage,  apitter  (1848)  ist  ea  von  J.  A.  HUlsse  aU 
eine  Sammlung  mathematischer  Formeln  neu  bearbeitet  worden. 

Im  Jahre  1794  erschien  in  Leipzig  dos  zweite  Tabellenwerk  Vega's 
unter  dem  Titel:  nLogaritbmiscb- trigonometrisches  Handbuch,  anstatt  der 
kleinen  Vlacklschen ,  Wölfischen  uud  andern  dergleichen ,  meistens  sehr 
fehlerhaften,  logarithmiscb- trigonometrischen  Tafeln  für  die  Mathematik- 
Beflissenen  eingerichtet".  Diese  7stellige  Tafel  enthält  weniger  matb«' 
matische  Formeln  wie  die  eben  genannte;  sie  ist  der  Stammvater,  von  dem 
in  langer  Ahuenreihe  —  habent  8ua  fata  libelli  —  das  heute  noch 
Gebrauch  befindliche  Handbuch  abstammt.  Schon  im  Jahre  1800  erschien 
die  zweite  Auflage  dieses  Buches,  die  Vega  in  dankbarer  Verehrung  seinem 
früheren  Mathematik  leb  rer  am  Lyceum  in  Laibach,  dem  infiilirten  Probst 
in  Alt-Bunzlau,    Josef  Ritter   von    Maffei,    widmete.     Die   sechste  Auflag« 

bereits  ein  Stereotypdruck ,    von  der  zwanzigsten  Auflage  an  besorgte 
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J.  Ä.  Hülase,  von  der  vierzigsten  an  C.  Bremiker  die  Herausgabe,  Otr 
Letztere  verbeseerte  die  Tafel  insofern  bedentend,  als  jetzt  dl«  Winkel  nielit 
mehr  blos  von  Minute  zn  Minute,  soodern  von  zehn  zu  xeha  Secnnden  fort- 
Bchreit«D.  Die  neuesten  Auagaben  besorgte  F.  Tietjeo  ond  zwar  bat  du  Bnch 
jetzt  seine  74.  Auflage  erlebt.  Es  ist  in's  EngÜBCbe,  FrauzQsiscbe,  Italieni^ebe, 
Holländische  und  Kaseische  Übertragen  vrordeu. 

Sein  grösstes  togarithmisches  Werk  endlich,  den  schon  ernllbntea  Thewu- 
ras,  eine  vorzügliche  10 stellige  Tafel,  aus  eiuem  Folioband  von  684  Seiten 
bestebend,  gab  Vega  auch  im  Jahre  1794  heraus.  Der  deutsche  Titel  UdI«: 
„Vollständige  Sammluug  grüsaerer  logarithmisch  -  trigonometrischer  Tafsin 
nach  Adrian  Ylack's  Aritbmetlca  Logarithmica  und  Trigonometria  artificikli», 
verbessert,  neugeordnet  und  vermehrt."  Nach  Vega's  Intention  sollte  du 
„Logarithmiscb-trigonometrische  Handbuch"  dem  nur  oberflScbUch  id  der 
Mathematik  Ansgebildeteo,  die  „Tafeln"  dem  Matbematiker  vom  Fach,  die 
gVollstKudige  Sammlung"  aber  dem  Astronomen  oder  überhaupt  Jedem  (Dr 
sehr  geDBue  Rechnuogen  dienen.  Auch  hier  fiudet  sich  in  der  Einleitaig 
eine  genaue  Zusammen  stell  ang  der  constatirten  Fehler,  sowie  das  scbon 
erwähnte  Versprechen.  Das  Datum  am  Schlüsse  der  Einleitung  lautet: 
„Geschrieben  bei  der  kaiserlich  königlichen  Armee  am  obern  ßbein  am 
ersten  October  1794".  Dies  llisst  uns  erkennen,  dass  dieee  der  friedliches 
Förderung  stiller,  geistiger  Arbeit  dienenden  Werke  zum  Tbeil  (iDt«r  rfcbl 
kriegerischen  Anspielen  das  Licht  der  Welt  erblickt  haben. 

Begleiten  wir  also  Vega  auch  noch  auf  den  Kriegsschauplatz,  wo  tr 
eeltene  Proben  von  Umsicht,  Unerachrockenheit  und  Mntb  abgelegt  biL 
Als  Kaiser  Josef  II.  im  Jubre  178S  den  Krieg  gegen  die  TUrken  begau, 
bat  Hauptmann  Vega,  obgleich  er  als  Professor  der  Mathematik  in  Wien 
bleiben  sollte,  selbst  um  die  Erlaubniss,  ins  Feld  ziehen  zu  dOrfen,  am, 
wie  er  sagte,  vor  dem  Feinde  praktisch  ausführen  zu  köoneo  ,  was  er  im 
Corps  theoretisch  vortrage.  Im  Jahre  darauf  wurde  dieser  Bitte  Folg« 
geleistet  und  Vega  nahm  Tbeil  an  der  Belagerung  von  Belgrad  (5.  bif 
7.  September),  wo  er  das  Commando  mehrerer  Mßrserbatterien  erhielt,  Sxk 
seinen  Anordnungen  wurde  das  Laden  der  schweren  Geschütze  anders  vor- 
genommen, wodurch  sich  eine  erhebliche  Vergrösseruug  der  Scbasswnte  c% 
gab,  so  dass  die  Geschosse  ihr  Ziel  erreichten.  Die  rasche  Uebergabe  dn 
wichtigen  Festung  nach  dem  erfolgreichen  Bombardement  war  zum  grOsUn 
Theil  sein  Werk.  Ein  kleiner  Vorfall  aus  der  Belagernng,  den  unser  Gewtbn' 
mann  erzählt,  verdient  Erwähnung.  Hauptmann  Vega  hatt«  sich  in  etata 
Laufgraben  begeben,  der  im  Bereiche  der  feindlichen  Gescbosswirknng  lag. 
Als  er  nach  Verlauf  von  zwei  Stunden  noch  nicht  zurückgekehrt  war, 
gingen  OFficiere  nnd  Mannschaften  ab,  ihn  zu  sucheu,  Sie  fanden  ihn 
in  dem  Laufgraben  sitzend  und  in  die  Berechnung  von  Logarithmen 
vertieft,    obwohl     in    nächster  Nähe    eine    Bombt    cingeschlt^en    hatte   D»d 


Georg  Ton  Vega. 

Fast  unwillkürlich  ergiebt  sich  gelegentlicli  diesea  Herganges 
gleich  mit  Ärcbimedes. 

Im  ersten  Revolutionskriege  (1793  — 1797)  finden  wir  Vega,  der  in- 
zwischen zum  Major  avaacirt  war,  am  Rhein,  wo  er  unter  dem  Oberbefehl 
des  General  Wurmser  das  Cotnmando  der  Belagerungs-Ärtillerie  führte. 
Uier  erzwang  er  ohne  Schwertstreich  bloa  durch  den  Eindruck  seiner 
Per£&nlichkeit,  der  (Iberbaupt  ein  imponirender  gewesen  sein  muss,  die  Ueber- 
gabe  der  starkeii  Festung  Lanterburg,  eines  wichtigen  SlUtzpunktes  der 
Franzosen.  Er  besetzte  die  Stadt  und  führte  in  musterhafter  Weise  das 
Cotnmando,  bis  ei  von  der  Oberleitung  neue  Befehle  erhielt.  14  Stunden 
lang,  den  Säbel  ununterbrochen  in  der  Faust,  commandirte  er  selbst  alla 
Patrouillen.  Bald  darauffand  er  Gelegenheit,  sich  noch  mehr  auszuzeichnen. 
Dem  weiteren  Vorrtlcken  der  kaiaerlicben  Armee  setzte  das  Fort  Louis, 
das  auf  einer  Insel  im  Rhein  liegt,  einen  scheinbar  unüberwindlichen 
Widerstand  entgegen.  Drei  Tage  lang  hatte  schon  die  Beschiessung  ge- 
dauert, viele  kaiserliche  Geachütw  waren  bereit?  demontirt.  Es  machte 
sich  eine  gewisse  Missstimmung  und  Hoffnungslosigkeit  bemerkbar  und 
man  mass  sogar  bei  der  Officierstafel  dem  Major  Vega  die  Schuld  an  diesen 
Misserfolgen  bei.  Da  erklärte  dieser,  dass  er  sich  verpflichte,  in  24  Stunden 
das  Fort  zur  Uebergabe  zu  zwingen,  falls  ihm  nur  die  gesammte  Artillerie 
zur  alleinigen  und  naumBcbränkten  Verfügung  gestellt  würde.  Der  com- 
mandirende  General  (Lauer)  sagte  dies  zu,  gleichzeitig  in  Gegenwart 
aller  Officiere  beifügend,  wenn  Vega  sein  Wort  halte,  so  werde  er  ihn 
fUr  den  Maria-Theresien-Orden,  die  höchste  militärische  Auszeichung  in  ' 
Oesterreich,  in  Vorschlag  bringen.  Von  der  Tafel  weg  schritt  Vega  zur 
Ausführung  seines  AngrifTplanes.  Es  besohoss  die  Festung  zwölf  Stunden 
lang  nach  seiner  neuen  Methode  aas  zebnpfUndigen  Haebttzen  mit  60lSthigea 
Patronen  unter  einem  geringen  Elevati ons -Winkel  mit  solchem  Erfolge, 
dass  am  folgenden  Tage  die  Capitulation  erfolgt«.  General  Lauer  brachte 
dementsprechend  Vega  in  Vorschlag  für  das  Ritterkreuz  des  genannten 
Ordens  und  in  der  folgenden  Kapitelsitzung  wurde  ihm  diese  Auszeichnung  1 
einstimmig  zuerkannt.  Doch  erhielt  Vega  infolge  irgend  eines  Versebens 
den  Orden  factisch  erst  drei  Jahre  später. 

Die  neue  Schnssweise  Vega's  bestand  in  Folgendem:  Vor  ihm  hatte 
man  Mörser  und  Haubitzen  nur  zum  sogenannten  indirecten  Schuss  ver- 
wendet, d.  h,  man  hatte  die  schweren  Geschosse  unter  einem  sehr  grossen 
Elevations Winkel  von  öGP—lb"  geworfen,  sodass  sie  fast  senkrecht  auf 
das  hinter  einer  Deckung  befindliche  Ziel  herabfielen.  Vega  wandte  auch 
bei  diesen  Geschützen  den  directen  Schuss  an  unter  geringer  Elevation 
von  15"—  16".  Vega  bat  übrigens  auch  eigene  „  weittreibende "  Mörser  con- 
struirt  und  von  einer  Commission  von  Generälen,  Artillerie-  und  Genie- 
Stabs  -  Officieren  wurde  durch  genaue  Versuche  zn  Mannheim  (1795)  fest- 
nit    diesen    weitaus    die    grösste    Wurfweite    erreichte, 


I 
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nämlicb  1640  Klafter  (3900  tu).  Zwei  solche  SOpfüudige  MOner  irorden 
vor  Manuhoim  auf  Reichakosten  gegosaeu  nad  spSter  (1838)  in  der  Oater. 
reichiBchen  Armee  eingeführt.  Der  rapide  AiifBchwung  freilich,  den  iu 
Artilleriewesea  in  uDseretn  JabrhuDderte  später  nahm,  hatte  zur  Folge, 
dass  Vega's  Leistungen,  die  für  seine  Zeit  nicht  unbedeutende  wann. 
jetzt  wohl  selten  noch  in  einem  Lehrbaofa  der  Waffenlebre  eise  Erwlluiimg 
finden.* 

Die  Vortrefflichkeit  dieser  Mörser  bestätigte  sich  flbrigens  kun  darauf 
bei  der  Belagerung  Mannheims.  Der  überraschenden  Feuerwirkung  dsr- 
selben  schrieb  der  General  Wurmaer  in  ueinem  Berichte  die  rasche  Ein- 
nahme Mannheims  za.  Auf  dies  hin  erhielt  Vega  den  ihm  schon  büta 
zuerkannten  Maria  -  Theresien  -  Orden,  üebergehen  wir  manch'  andere  Kriegt- 
that,  80  finden  wir  Vega  seit  dem  Frieden  von  Campo-Formio  (1797)  wieder 
ständig  in  Wien,  wo  er  sich  mit  der  Reform  des  Artilleriewesens  besch&ftigt«. 
Ehrungen  aller  Art  bewiesen  dem  verdienten  Manne,  dasa  man  seine  Dioutt 
wohl  zu  würdigen  verstand.  180U  wurde  er  in  den  Freibermstaiid  er- 
hoben, bald  daraaf  folgte  seine  Beförderung  zum  Ober3tlient«Qant;  wineo- 
schnftliche  Gesellschaften,  so  z.  B.  die  Berliner  Akademie  der  Wiwa- 
schaften,  ernannten  ihn  zum  Mitgliede. 

um  die  Mitte  September  1802  verschwand  der  Oberst] ieutenant  plOttlidi 
aus  Wien.  Neun  Tage  forechte  man  vergeblich  nach  ihm ,  da  fand  man  üb 
26.  September  seine  Leiche  in  der  Donau,  mittelst  eines  dOnnen  Strieku 
an  einen  Pfahl  gebunden.  Lange  Zeit  wnsate  man  sich  dieses  Ende  dn 
berühmten,  erst  49  Jahre  alten  Mannes  nicht  zu  erklären.  Man  vermothrtt 
sogar  einen  Selbstmord  infolge  irgend  einer  Zurücksetzung,  andere  »■ 
Eäblteu,  er  sei  bei  einer  Fahrt  Über  Land  von  einem  neidischen  Freanda 
ermordet  worden. 

Erat  9  Jahre  später  kam  durch  einen  Zufall  Licht  in  die  Sache.  WSbrenl 
des  Krieges  von  1809  lag  hei  einem  Müller  in  Nnssdorf  vor  den  Linien  res 
Wien  ein  Artillerist  im  Quartier.  Dieser  wünschte  fDr  einen  Angenbliek 
einen  Proporti onalzirkel.  Der  Müller  sagte  ihm,  dass  er  ein  solches  In- 
strnment  besitze  und  brachte  es  herbei.  Da  es  dem  Artilleristen  ^t 
gefiel,  schenkte  er  es  ihm  beim  Weggange.  —  Später,  1811,  bemerkte  m 
Ofßcier,  der  im  Zeichnungssaal  die  Aufsicht  führte,  das  Instrument  in  im 
Händen  des  Kanoniers  und  erkannte  darauf  den  Namen  Vega's.  Nach  d«n 
Aussagen  des  Soldaten  wurde  der  Müller  verhaftet  und  gestand  inletxl 
folgendes:  Vega  war  bei  dem  Müller  abgestiegen.  Nun  besass  dicM 
Muller  einen  sehr  schönen  Schimmel,  deu  Vega,  schon  im  Besttie  eisa 
ähnlichen  Thierea,  gerne  kaufen  wollte.  Allein  der  Müller  wollte  dasThiw 
nicht  hergeben.    Als  der  Oberstlieutenant  aber  eine  sehr  grosse  Summe  bc^ 


*  Iq  DoUeczek:  „Geschichte  der  Jiaterre ichischen  Ärtitlerie"  (Wi 
der  Thfttigkeit  Vega'e  mit  kTiet^cTnvftvi?  gedacht. 
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entschloss  er  sich  doch  zum  Verkauf  und  ging  mit  dem  Officier  in  den 
Stall.  Der  Weg  führte  über  einen  Steg,  der  Mttller  ging  hinterdrein. 
Da  überfiel  den  Müller  plötzlich  der  Gedanke,  den  Officier  zu  tödten.  Er 
schlag  ihn  nieder  und  warf  den  Leichnam  in  die  Donau.  Nach  diesem 
Gest&ndnisB  büsste  der  Müller  seine  That  am  Galgen. 

Damit  sind  wir  am  Ende  eines  thaten-  und  arbeitsreichen  Lebens 
angelangt.  Gewiss  ginge  man  zu  weit,  wollte  man  sich  dem  ürtheile  des 
Herzogs  Ernst  H.  von  Sachsen  -  Gotha  anschliessen ,  der  in  seiner  Verehrung 
fdr  Vega  den  Ausspruch  that:  „Ich  wusste  es  ja,  dass  Euler  einen  Nachfolger 
haben  würde;  Vega  ist  der  wiedererstandene  Euler. ^  Aber  durch  die 
Herstellung  seiner  exacten  Tabellenwerke  und  durch  die  Liebe  und  Be- 
geisterung ,  mit  der  er  für  die  mathematischen  Studien  eintrat ,  hat  sich  Vega 
unbestreitbare  Verdienste  erworben.  Der  Mann,  der  Jahre  lang  aus  innerster 
üeberzeugung  die  Verbreitung  mathematischer  Studien  durch  Wort  und 
Schrift  fördert  und  ihre  Anwendung  durch  mühselige  Rechnungen  sicher- 
stellt, der  dann,  obwohl  über  die  erste  Jugend  schon  hinaus,  freiwillig 
die  Feder  mit  dem  Sftbel  vertauscht,  um  seine  Kenntnisse  praktisch  zu 
erproben  und  der  dem  Vaterland  durch  seine  persönlichen  Eigenschaften 
nnechStzbare  Dienste  leistet,  der  Mann  zwingt  uns  auch  als  Mensch  rück- 
haltlose Bewunderung  ab. 


Kecensionen. 


^^^H    selbe 


Hilhbnoli  fär  die  Anaftthrnng  elektrischer  Heesnngen.  Vnn  Ad.  Hbtd 
WBiLLER.  Mit  ÖS  Figuren  im  Text.  Leipzig  1892.  Verlag  too 
Jobann  Ambrosius  Bartb  (Arthur  Meiner).  262  S. 
unter  allen  physikalischen  Messmetboden  haben  in  den  letzten  Jahr- 
zehnten die  elektrischen  die  grösate  Durchbildung  und  Bereicherung  er- 
fahren, so  dass  es  als  ein  BedUrfnias  angesehen  werden  mttss,  dass  dieselb^i 
zusammengestellt  wurden.  Die  Uuasere  Anordnung  ist  im  WesenlÜdiai 
Übereinstimmend  mit  derjenigen  in  Kohlrauscb's  Leitfaden  der  prak- 
tischen Physik.  Da  das  vorliegende  Buch  hauptsächlich  für  Stadireode 
berechnet  ist,  so  durfte  es  sieb  bei  einer  Neuauflage  doch  empfehlen,  sUU 
nur  die  Endformel  anzugeben,  ähnlich  wie  bei  Kohlrausch  noch  Einiga 
aber  deren  Ableitung  mitzutheilen.  Der  Verfasser  glaubte,  davon  abwbcii 
zu  mQssen,  da  er  die  Literaturnachweise  sorgfältig  mitgetheilt  bat;  indeam 
lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  jungen  Leute  unter  solchen  ümBtSnden  ixk 
mit  den  Beobachtungen  begnügen  und  die  erhaltenen  Werthe  mecbaoiicti 
in  die  vorgedruckte  Formel  einsetzen.  Nach  unserem  Ermessen  ist  es  sock 
eine  grosse  Zumulhung,  alle  die  angeführten  Lite raturqu eilen  erst  «n- 
zusehen,  was  mit  einem  grossen  Zeilverlust  verbunden  ist.  Mit  BOckäidil 
auf  den  genannten  Leserkreis  würe  es  wUnschenswerth ,  den  Bebaaptiuga 
auch  eine  kurze  Begründung  beizufügen,  z,  B.  Seite  18  ist  zu  lesent  ,11 
England  wird  die  Fernroh rablesung  weniger  zweckmässig  o.  s.  w.";  bi« 
fehlt  dem  Slodirenden  dos  „warum".  Diese  Wünsche  (Uhren  wir  nur  u, 
um  den  unstreitig  vorhandenen  Werth  dieses  Buches  bei  einem  Neodnuft 
noch  erhöht  zv  wissen.  B.  Nebel. 

Die  Theorie  der  Beobachtn&gsfehler  und  die  Uethode  der  kleiuta 
Quadrate  mit  ihrer  Anwendnng  anf  die  Geodäsie  und  die  Wiikt- 
messnngett.  Von  Otto  Koll.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Fifciir(B, 
Berlin  1893.  Verlag  von  Julius  Springer.  323  S.  nebst  zwei  Bogen 
Formeln.  Preis  10  Mk. 
Das  Werk  ist  ausschliesslich  fUr  Qeometer  bestimmt  nod  encbt  da- 
selben  die  Arbeit  thunlichst  zu  erleichtern.  Um  die  Anwendang  «b 
N&herungs verfahren  soviel  wie  möglich  zu  beschränken,  ist  der  V«r(uKi 
imdht,  durch  zweckm^sige  Anordnung  die  Methode  der  kleinsten  Qi 


auch  in  solchen  F&llen  anzuwenden,  ia  denen  dies  bisher  niebt  Bblicb  war. 
Erreicht  wird  dies  durch  die  ÄufGLellung  mechanischer  Eegeln  nnd  ge- 
eigneter Formulare.  Diese  könueu  auch  von  Hilfskräften  benutzt  werden, 
um  den  GeodSten  von  den  oft  umfangreichen  Arbeiten  zu  entlasten.  Die 
Hauptformeln  sind  daher  auf  zwei  besonderen  Bogen  zusammengestellt 
worden,  die  nicht  in  das  Werk  hineingebunden  werden  sollen-  Um  jedem 
Facbmanne  dieses  Buch  zugänglich  zu  machen,  sind  die  theoretischen  Ab- 
leitungen durch  praktische  Zablenbeispiele  ergBnzt  worden,  so  dasB  es  jedem 
Geometer  empfohlen  werden  kann.  B.  Nkbel. 

Lehibnoh  der  Experimentalphysik.    Von  E,  von  Lommi:l.    Mit  434  Figuren 
im    Teite.      Leipzig  1893,     Verlag    von    Johaun    Ambrosius   Barth 
jl  (Arthur  Meiuer).   643  S.    Preis  6  Mk.  40  Pf.  geheftet  und  7  Mk.  20  Pf. 

11  gebunden. 

II  Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  übereinstimmend  mit  der  an  den  deut- 

ll  sehen  Hochschulen  üblichen  Aufeinanderfolge  der  einzelnen  Kapitel  in  der 
(■l  Experimentalphysik,  weicht  somit  ab  von  dem  Gange,  wie  ihn  die  meisten 
I  Physikbücher  verfolgen.  Damit  das  Buch  einem  grossen  Leserkreise  zu- 
gSnglich  wird,  ist  in  dem  Haupttext,  der  ein  zusammenhängendes  Ganzes 
bildet,  die  Mathematik  auf  ein  Minimum  beschränkt  worden,  während  die 
eingestreuten,  durch  kleinen  Druck  äusserlich  zu  erkennenden  Abschnitte 
auf  die  Entwickelungen  und  Beneise  in  elementarer  Weise  nKber  eingehen. 
Der  Wichtigkeit  entsprechend  wird  schon  bei  der  Bewegung  mit  dem 
absoluten  Maass- System  begonnen,  das  sich  dann,  wie  ein  rotber  Faden, 
dorch  das  ganze  Buch  hindurchzieht,  üeberall  sind  die  Dimensionen  an- 
gegeben, und  die  Eiuheiten.  wo  es  erforderlich  ist,  tabellarisch  zusammen- 
gestellt. Die  Darstellung  entspricht  der  historischen  Entwickelung  der 
Physik,  die  durch  beigefügte  Daten  noch  unterstützt  wurde.  —  Weshalb 
bei  den  Dynamomaschinen  deren  Eintbcilung  nicht  erwShnt  worden  ist,  ist 
nicht  ersichtlich.  Die  Maschinen  haben  sich  auch  Eingang  in  die  physi- 
kalischen und  chemischen  Laboratorien  verschafft,  und  ein  junger  Physiker 
nnd  Chemiker  muss  wissen,  dass  z.  B.  zum  Laden  der  Akkumulatoren  und 
bei  der  Elektrolyse  Nebenscblussmaschinen  verwendet  werden.  Daas  dies 
der  Elektrotechnik  und  nicht  der  Physik  angehöre,  kann  wohl  nicht  der 
Grand  sein;  denn  wir  finden  Abschnitte  über  Kraftübertragung,  Trans- 
formatoren. Drehströme  und  dergleichen.  —  In  der  Photometrie  fanden 
vir  nicht  den  Ersatz  des  Papierblattos  mit  dem  Fettfleck  durch  den 
Lummer-Brodhun  Glaawürfel,  sowie  die  Amylacetatlampe;  denn  beide 
Gegenstände  finden  eine  immer  grössere  Verbreitung  und  haben  zu  der 
genaueren  Messung  beigetragen.  —  Es  ist  sicher,  dass  dieses  Buch  Jedem, 
der  es  während  seiner  Studienzeit  benutzt  hat,  auch  ein  treuer  Uerather 
durch  das  ganze  Leben  sein  wird;  es  kann  daher  nur  aufs  Wärmste 
«mpfohlen  werden.  "^m^tm^^  B.^t^«.v^w 


Tbeorie  der  optiBohen  Initnimente  noch  Abb4.  Von  Siiar-BjED  Csuno. 
Breslau  1893.  Verlag  von  Edaard  Trowendt.  292  B. 
Aus  dem  grossen,  zur  Zeit  noch  im  Eatsteben  begriffenen  Handbneli 
der  Phjeik  von  Ä,  Winkelmann  sind  die  Artikel  Über  Diopbrik  nnd  di« 
Theorie  der  optischen  iBHtrumente  vereinigt  und  in  dem  vorliegenden  Bacb« 
XU  einer  besonderen  Ausgabe  abgedruckt  worden.  Wie  schon  »tu  den 
sinzelnen  Liererungen  des  genannten  Werkes  ereicbtlich  war,  ist  die  Dir- 
Stellung  auf  die  collineare  Verwandtschaft  der  neueren  (synlhetischen) 
Oeometrie  basirt,  deren  Anwendung  Abb(<  zuzuschreiben  ist.  Schon  Mi 
diesem  Grunde  erweckt  dieses  Buch  Aller  Interesse,  denn  wir  sehwi,  wia 
sich  die  Optik  auf  einer  viel  allgemeineren  Grundlage  aufbauen  ISsst,  tli 
dies  bisher  der  Fall  war.  Der  innere  Werth  dieser  Methode  beruht  aber 
darin,  dass  sie  leichter  und  schneller  die  Verhältnisse  beortheilen  l&sst, 
unter  welchen  In  einem  Instrumente  die  Bilder  zu  Stande  kommen,  th 
dies  nach  den  praktisch  ■  rechnerischen  Resultaten  der  bisherigen  B^imd- 
tungsweise  möglich  ist.  Der  grosse  Nutzen,  welchen  diese  Methode  deo 
Optiker  darbietet,  rechtfertigt  daher  in  vollem  Maaase  den  Sonderabdriick 
aus  dem  grossen  Phjsikbucbe.  Während  der  Dmck .  insbesondere  auch  ia 
jenige  der  Formein,  nichts  zu  wünschen  übrig  ISsst,  so  kann  dies  leiia 
nicht  von  vielen  Holzschnitten  gesagt  werden,  wo  die  Linien  nicht  icii 
Bind.  Der  gediegene  Inhalt  des  Buches  mit  der  ausftlbrlicben  Litontn- 
angäbe  empGehlt  das  Buch  von  selbst.  3,  Nebei. 


Notfis  on  recent  rescarches  in  electricity  and  magnetism  intended  ti  i 
seqnel  to  Professor  Clerk  •Hazwell's  treatiae  on  electrieity  ud 
magnetism   by    J.  J.  Thomson.     Oxford   1893.     At    the   Clarodcn 

press,     578  S. 


Die  bei  der  Besprechung  der  dritten  Auflage  von  Maxwell's 
tfit  und  Magnetieraus  erwähnten  ErgUnznngen  durch  den  Herangg^ 
J.  J.  Thomson  sind  in  dem  vorliegenden  Bande  enthalten,  der  alt  ci» 
Fortsetzung  des  Max  well 'sehen  Werkes  aufzufassen  ist;  denn  er  enthlll 
die  Neuerungen,  die  auf  diesem  Gebiete  seit  Maxwell's  Tode  m  jtt- 
zeichnen  sind.  —  Das  erste  Kapitel  behandelt  das  elektrische  Feld  mit 
Hilfe  der  Faraday'schen  KnvftrOhren,  eine  Methode,  die  physikaliscfc- 
geometrischer  Natur  ist  und  den  analytischen  Charakter  zurücktreten  llut 
In  dem  zweiten  Kapitel  werden  die  Erscheinungen  eingehend  betncfataL 
die  bei  dem  Durchgange  der  ElektricitAt  durch  Gase  auftreten.  Das  diiltB 
Kapitel  entbfilt  eine  Anwendung  der  Schwarz  and  Christoffericbn 
Transformation  auf  Elektrostatik  beziehungsweise  die  Cond«nsat«rMi.  Dil 
Untersuchnng  Ubsr  die  elektrischen  Wellen  und  Oscillationen,  dit  t» 
Strömen  in  cylindrischen  oder  sphärischen  Leitern  auftreten,  bildtl 
r  'nhalt  des  vierten  KapiUiVa,  vil'o.TeTid  da*  Ettnfte  ausschliesslich  den  fii 


sehen  Veraooben  über  elektromagnetische  Wellen  gewidaet  ist.  Das  seGhate 
Kapitel    enthlilt  einen  Bericht  Über  Lord  Rayleigh's  Untere nchangen  der 

Gesetze,  uacb  welcbcD  sieb  Wechsel strCSme  in  einem  Netzwerk  von  Leitern 
vertlieilen.  In  dem  siebeoten  Kapitel  findet  sich  eine  Discussion  der  Gleicb- 
angen.  welche  man  erhält,  wenn  ein  Dielektricum  iu  einem  magnetiächen 
Felde  bewegt  wird,  Verfasser  übergeht  absichtlich  die  Untersncbungen  über 
die  magnetiacbe  loduction,  weil  dieselben  in  Professor  Ewing's  „Treatise 
OD  inagDetic  induction  in  iron  and  other  metals*  Tolhttiadig  zu  finden 
sind.  In  einem  Änbange  werden  Untersuchungen  über  die  Elektrolyse  von 
Dampfen  mitgetheilt.  ^^__^  B.  Nebel. 

Observatoire  d'astronomie  physique.  Le  syst^me  du  monde  ^lectro- 
dynamiqae,  par  Ob.-V.  Zengkb.  Prag  1892.  Selbstverlag.  24  3. 
Der  Inhalt  besteht  aus  einer  Reihe  kleinerer  Mittheilungen,  die  sich 
alle  auf  den  Zusammenhang  zwischen  den  atmosphärischen  Bewegungen 
und  denen  des  Erdinnern  beziehen,  die  der  Verfasser  seit  dem  Jiibre  1876 
verfolgt.  B.  Nebel. 

Derivation  and  disoQBsion  of  the  general  Solution  for  the  current  flowisg 

in  a   circnit  containing  reflistance,   self-indnction  and  capacity, 

with   any  impressed  electromotive  force.    By  Frkdkbick  Bedell 

and  Albert  C.  Crehore.    A  paper  presented  at  the  General  Meeting 

of  the  American    Institute    of    Electrical    Eugineers,   Chicago.    III,, 

June  7'\  1892. 

Zuerst   wird   der  Ausdruck    abgeleitet,    der  die  Stromstürke  zu  irgend 

einer  Zeit   in    der   allgemeinsten  Form  darstellt,    und  sodann  die  erhaltene 

Gleichung  unter   der  Annahme   von   vier  Arten   elektromotorischer   Kräfte 

eingebend  discutirt.  B_  Nebel. 

Kaonlebro  fUr  höhere  Sohnlen.    Von  Prof.  H.  C.  E.  Maktus,  Director  des 
Sophien-Realgymnasiums  in  Berlin.    Zweiter  Theil:    Dreiecks- 
reehnung  und  Körperlebre.    Bielefeld  und  Leipzig  1892.   Verlag 
von  Velhagen  &  Kissing.    2.59  S.     Preis  geheftet  3  Mk.  50  Pf. 
Den  ersten  Theil  dieses  Werkes  „Ebene  Figuren"  haben  wir  schon  im 
vorigen    Jahrgange  (S.  157)   besprochen   und   dort   seine    Eigenheiten  und 
Vorzüge  angegeben,  die  auch  diesem  zweiton  Theile  in  gleicher  Weise  an- 
haften,   so   die  Vermeidung    fremdsprachlicher  Ausdrücke    und    deren    Ver- 
deutschung,   die    auch    hier    oft   sehr   glücklich   gewählt   ist.     Jetzt  wollen 
wir  auf  andere  Vorzüge  eingehen.    Gleich  auf  der  ersten  Seite,  wo  es  sieb 
Bm  die  Erklärung  der  Winkelfunctionen  bandelt,    erkennt  man  die  hervor- 
ragende  Darstellungsgabe   des  Verfassers.     Man    sieht   das   erfolgreiche  Bo- 
nahea,    durch  Wort,    Bild    und   praktische   Beispiele    eine  Sache  klar  zu. 
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machen,  bo  sorgfSltig,  dass  alsbald  eio  vOüiges  Terateben  tuid  Bindriogeo 
erzielt  wird,    üeberhaupt  ist  Icein  wichtiger  Satz,  keine  Aufgabe  ohne  ua 

Horg fältig  ausgeführtes  Zahlenbeispiel  dahin  gestellt.  Für  die  DreiecliG 
rechnungen  sind  Beispiele  gewählt,  die  der  Verfasser  selbst  in  Berlin  and 
Potsdam  ausgeftlhrt  bat.  Mag  auch  fUr  diejenigen,  die  die  dortige  Gegend 
nicht  aus  eigener  Anschauung  kennen,  der  Beit  dieser  Aargaben  etna 
geringer  sein,  so  ist  doch  die  Erkenntnisa,  wie  solche  HOhen  oad 
Entfernungen  prsktisch  gemessen,  und  wie  die  Grundlagen  für  cdse 
zuverlässige  Karte  gewonnen  werden,  höchst  belehrend  and  aDiiebeiul, 
Auch  ist  der  fUr  die  Winkel m es snngen  benutzte  Theodolitb  abgebildet,  na 
noch  kein  Lehrbuch  der  Trigonometrie  für  Schulen  fUr  nSthig  erachtet  hat 
Ebenso  finden  sich  in  keinem  Lehrhnche  der  Art  wie  hier  die  Gmnd- 
lehren  für  die  Darstellung  von  Schau-  (das  ist  perspecti irischen)  BilderiL 
In  den  Lehrbüchern  der  Perspective  werden  sie  fUr  die  Schule  za  weit- 
l£ufig  dargestellt.  Mit  den  drei  hier  angeführten  Satten  lassen  sich  tilt 
Dai'stellungen  ausführen,  und  die  schQnen  Figuren  dieses  Buches  ttioij  Dsch 
diesen  Sätzen  gezeichnet.  Sie  ragen  ebenso  sehr  durch  die  Sauberkeit  der 
Ausführung,  als  auch  durch  Klarheit  und  namentlich  durch  matbematiiitbe 
Richtigkeit  vor  den  Figuren  vieler  anderer  Lehrbücher,  die  es  bierio  gu 
nicht  genau  nehmen ,  angenehm  hervor.  Der  Lehrstoff  und  das  Anfgabta- 
materinl  ist  sehr  reich  bemessen  und  kann  nur  mit  Auewabl  veiweudd 
werden.  In  die  Körperlehre  ist  auch  die  Lehre  von  den  Kegelschoitta 
nnd  die  sphärische  Trigonometrie  in  ziemlicher  VoUständigkeit  mit  eis- 
geschlossen. Ferner  sind  eingefügt  Newton's  Reiben,  der  MoiTre'scbt 
Satz  und  die  Auflösnng  der  Gleichungen  dritten  Grades.  Das  letzte  S^td 
Über  schwerer  zu  behandelnde  Körper  enthält  viele  für  den  fortgescbritteou 
Schaler  interessante  Einzelheiten.  Unser  Gesamm turtheil :  Das  Lehrbncl 
von  Martus  gehört  zu  den  besten  seiner  Art  und  nimmt  unter  dieMt 
durch  seine  Eigenart  einen  hervorragenden  Platz  ein.  p_  ScbCtte. 


Becheabnch  and  geometrische  AnschaunngElebre ,  zunächst  für  die  dm 
unteren  Gymnaeialklassen.  Von  Prof.  Dr.  B.  Ft'Aux,  Oberlehrer  am 
Gymnasium  zu  Arnsberg.  Neunte,  verbesserte  Auflage  besorgt  dnrti 
Fit,  BüBCH,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Arnsberg.  Paderborn  ISiÖ. 
Verlag  von  Ferdinand  Schöningh.  214  S.  Preis  geb.  1  Mk.  2üFf 
I  Scbon  der  Umstand,    dass  dieses   so  ganz  aus  dem  praktischen  Dolei- 

I  richte    herausgewachsene    und    fortwährend    iu   ihm   gross    gewordene  Bati 

I  jetzt   iu   neunter   Auflage    vorliegt,    ist   eine   genügende    Empfehlaog  (üi 

^k  seine  Uraucbbarkeit,  so  dass  es  einer  weiteren  nicht  bedarf.    AcDderunju 

^^L^       gegen    die  frühere  Auflage  sind  folgende  eingetreten.     Der  letzte  Rest  itt 
^^H^    Siteren  Maass-  und  Gewichtssysterns  ist  entfernt  worden;  einige  nene  Asf' 


;e  nene  Asf' 
)erAlMiajU 
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Aber  die  Zohleoeysteme  tat  gerallen;  andere  Abschnitte  Imben  durch  eine 
kleine  Versebiebnng  beseere  Anordnung  erhalten;  das  abgekürzte  Beobneu 
mit  DecimalbrUchen  ist  ausführlicher  behandelt  worden.  — 
durchaaa  bewährte  Bucb  auch  weiterhin  gUnstige  AnfüBbrne  nnd  Verbreitung 
finden.  F.  Schütte. 

Die  wichtigeren  Dreiecksanfgaben   aus  der  ebenen  Trigonometrie.     FUi 

den  Schulgebranch  und  zum  SelbBtudjam  zusammengestellt  und  auf- 
gelöst von  Waldemar  Madel.  Berlin  1892,  Verlag  von  Mai  B 
64  S.  Preis  broch.  1  Mk.  80  Pf. 
Vorliegende  Sammlung  enthält  305  Dreiecksaufgaben,  geordnet 
den  gegebenen  Stücken  und  der  Schwierigkeit  nebst  deren  Lösungen,  und 
verfolgt  den  Zweck,  den  Schillern  eine  Anleitung  zu  geben,  wie  sie  bei 
der  Auflösung  derartiger  Aufgaben  zu  verfahren  haben.  Die  Lösungen  sind 
Jedoch  so  flott  Bcizzirt,  dass  die  selbständige  Arbeit  des  ScbUlers 
nicht  überflüssig  wird.  Bei  ihnen  ist  die  böcbat  beachte nswerthe  Methode 
befolgt,  gegen  die  ScTiüler  oft  fehlen,  dasa  zuerst  die  Winkel  und  dann 
die  Seiten  dea  Dreieckes  berechnet  werden.  Dadurch,  und  indem  die 
Formeln  für  die  halben  Winkel  bevorzugt  wurden,  ist  der  Verfaaaer  fast 
immer  zu  eleganten,  ja  man  kann  sagen  den  elegantesten  Lösungen  ge- 
langt. Unter  den  gegebenen  Stücken  llisst  Verfasser  die  Mittellinien  und 
Winkelhalblrer  nicht  auftreten,  nobl  mit  Absiebt;  dagegen  Bind  viele  htichst 
interessante  Aufgaben  vorbanden ,  in  denen  die  Radien  der  drei  angeschrie- 
benen Kreise  vorkommen,  und  die  oft  zu  sehr  hübschen  Lösungen  füLren. 

F,  Schütte. 

Lehrbncb   der   Etementar-Geometrie.     Von   Dr.  E.  Glinzer,   Lehrer  der 
allgemeinen    Gewerbeschule    und    der    Schule  für  Bauhandwerker   in 
Hamburg.    Zweiter  Theil:    Stereometrie.     Mit   142    Figuren  und 
einer  Sammlung    von  21)0  Aufgaben.      Zweite    vermehrte    und    ver- 
besserte   Auflage,     Dresden  1892.    Verlag  von  Gerbard   Kühtmann, 
148  S.    Preis  geb.  2  Mk.  80  Pf. 
Die  frühere  Auflage  und  der  erste  Tbeil  dieses  Lehrbuches  sind  schon 
iii  dieser  Zeitschrift  sehr  anerkeunend  besprochen  worden.     Hervorgehoben 
wurde    die  prüciae  Darstellung,    der    Geist  einer  gesunden  Praxis,    der  wie 
ein  belebender  Hanch  empfunden  wird,  die  Schönheit  der  Aufgaben,  die  vor- 
sUglicbe  Ausstattung.     Diese  neue  Auflage  bat  nur  wenige  Veründerungen 
erfahren:    Kleine    Zusätze    und  Verbesserungen    wurden   aufgenommen;    die 
Zahl    der  Aufgaben   ist   etwas   erweitert  und   zwar  durch  solche,    die  den 
praktischen  Gewerben  entnommen  sind,  und  einigen  ist  die  Aufläsung  bei- 
gefügt; einige  Figuren  sind  neu  erstanden;  die  Hinweisungen  sind  mit  der 
neuen  Auflage  der  Planimetrie  in  Einklang  gebracht;  die  Itechtacbreibnng  ist 
die  neue  geworden;  endlich  iat  das  Format  yergrössert  worden.    Möge  das 
Bnch  auch  weiterhin  wohlwollende  Aufnahme  finden  1  [■_  Schü: 

llJil.  - 111,  Aljtli.  d.  Zallichr.  f.  Mnlh.  n,  PI171.  S9.  JahrK-  Isai.n.Hatt.  VI 
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Leitfaden  fHr  den  atereometriicbeo  TTnterricht  an  B«aUchalen  toi 
Dr.  Hrruann  Wbhner,  Lelirer  an  der  städtischen  ß«(klacbnle  tu 
Plauen  i.  V.  Mit  zahl  reichen  in  den  Text  gedruckten  FignrtD. 
Leipzig  1892.  Druck  und  Verlagf  von  B.  G.  Teubner.  54  S. 
Der  vorliegende  Leitfaden  soll  ein  Hilfsmittel  fUr  den  stereometriscbui 
Unterricht  in  den  ersten  Klassen  einer  Bealschole  eein ,  da  die  neittes 
Lehrbücher  der  Stereometrie,  für  Gymnasien  und  Oberrealsc holen  ge- 
schrieben, den  StoS"  in  zu  grossem  Dmfange  nnd  in  zn  echwierigtr  Form 
liefern.  Daher  ist  hier  der  ganze  Lehrstoff  auf  39  Seiten,  der  Deboiigv 
Stoff  auf  14  Seiten  zusammengedrängt.  Dabei  ist  ea  dem  Verfut« 
gelungen,  doch  ein  abgerundetes  Ganze  zu  liefern,  so  dass  er  niebt 
„Bruchstücke"  einem  grösseren  Bauwerk  entlehnt"  vorführt,  sondern  ,»1 
kleines,  hübsches  Gebäude,  doss  mit  geringen  Mitteln  errichtet  ifl'. 
Dies  gelaug  durch  kurze,  klare  Fassung,  durch  Ausscheidung  alles  llb«i- 
ffUäsigen  Stoffes,  durch  Bescbrünkung  der  Körperlebre  auf  die  elnfachjta 
Eigenschaften  und,  worauf  es  hauptsächlich  hinaus  so41,  anf  die  BerechnBiij 
der  Oherl3äche  und  des  Inhaltes.  Die  Beweise  sind  einfach,  wenn  oodi. 
wie  der  Verfasser  selbst  gesteht,  uicht  immer  strenge.  So  stUtit  sieb  £» 
Inhaltsberechnung  meist  auf  den  Ca vallieri'scben  Satz.  Die  Angabe  of 
dem  Titel  nioit  zahlreichen  Figuren"  ist  etwas  Reklame,  im  Debrign 
ist  aber  die  Auaatattang,  der  Druck  etc.  hervorragend  achOo. 

^—.  F.  ScHüm 

Lebrbnoli   der   elementaren   Qeometrie   fttr   Gymnasien    nad   Betltdodta 
bearbeitet  von  F.  J.  Brockmann,  vorm.  Oberlehrer  am  kSnigl.  Qjm- 

nasium  zu  Cleve.  Zweiter  Theü;  Die  Stereometrie.  Zweite,  revidirte 
Auflage  mit  84  Figuren  in  Holzschnitt.  Leipzig  1892.  Druck  unil 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.  144  S.  Preis  kart.  1  Mk.  80  Pf. 
Inhalt  und  Einrichtung  dieses  Werkes  weichen  von  der  üblichen  Du- 
Stellung  kaum  ab,  so  dass  hierüber  nicht  viel  zu  sagen  wKre.  Das  Schios;- 
kapitel  bildet  eine  eystematische  Zusammenstellung  von  Debangslehrstttn 
und  Aufgaben,  theils  mit  Lösung,  theils  mit  Andeutang  zxxr  LOsong. 
Diese  neue  zweite  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  1874  erschifinen«) 
ersten  nur  wenig  „da  —  wie  die  Vorrede  selbst  sagt  —  dieselbe  in  An- 
ordnung des  Stoffes  und  im  Vortrage  desselben  nach  dem  Ubereinstimmes- 
den  Urtbeil  der  Presse  von  den  verschiedensten  Seiten  als  im  Gabiss 
richtig  Dud  bewdhrt  gelten  darf.  Hinzugefügt  ist,  wir  wollen  es  lobend  u- 
erkennen,  die  Theorie  der  Sternpolyeder,  was  wegen  des  höchst  int«reasanteii 
Stoffes  und  der  innigen  Beziehung  zu  den  gewöhnlichen  Polyedern  hin- 
reichend begründet  ist.  Der  Verfasser  musste  aber,  da  wohl  wenig» 
Anstalten  sich  eines  Modelies  dieser  Körper  erfrenen.  Zeichnungen  äti 
Sternpolyeder  beigeben,   denn  nach  den  gegebenen  Bosch reibangen 


die  Schuler  sich  keine  Vorstellung  von  ihnen  machen,  Die  Ortbogonal- 
projectionea  der  Sternpolyeder  sind  nicht  schwer  zu  zeichnen.  Allerdingf 
scheint  nach  den  in  vorliegendem  Buche  vorhandenen  Probeii  das  richtig« 
Entwerfen  stereometrischer  Figuren  nicht  eine  starke  Seite  des  Herrn  Ver- 
fassers zu  sein.  Die  Figuren  sind  nUmlich  ohne  ein  erkennbares  Princlp 
gezeichnet,  man  weiss  nicht  ob  Orthogonal-,  Parallel-  oder  Central- 
projection  angewandt  ist.  Zwar  die  einfacheren  Figuren  verrathen  dieses 
nicht ,  untersucht  man  aber  die  etwas  complicirtereu  Figuren ,  so  findet 
man  die  merkwürdigsten  Widersprüche  mit  den  einfachsten  Gesetzen  der 
darstellenden  Geometrie,  Gleich  die  Fig.  I  ist  fehlerhaft,  indem  Linien, 
die  nothwendig  parallel  sein  möasten ,  con?ergent  gezeichnet  sind.  Bei  der 
höchst  einfachen  Zeichnung  eines  regulären  Tetraeders  oder  Oktaeders 
wird  ausser  Acht  gelassen,  dass  Linien,  die  gegen  die  Projeotionsebene  ge- 
neigt äind,  sich  verkürzen,  und  nun  erst  die  Zeichnung  des  Ikosaeders  und 
Dodekaeders!  Gerne  wollen  wir  zugestehen,  dass  im  üehrigen  die  Figuren 
recht  sauber  ausgeführt  sind  ttnd  z.  B.  nicht  den  Fehler  vieler  anderer 
Lehrbücher  zeigen,  dass  statt  einer  Ellipse  ein  aus  Kreisbogen  gebildetes 
Zweieck  erscheint.  Wann  wird  doch  dieser  Fehler  aus  den  Lehrbüchern  endlich 
verschwinden?  Wie  mag  einer,  der  Stereometrie  lehrsn  will  uad  sich 
sogar  zur  Herausgabe  eines  Lehrbuches  versteigt ,  s  o  gegen  einen  der 
wichtigsten  Zweige  dieser  Wissenschaft  sich  versündigen.  Sollte  den  Heraus- 
gebern die  Perspective  unbekannt  sein??  p_  Scni)TTB. 


Lehrbach  der  ebenen  Geometrie  für  bChsre  Schulen.  Von  H.  Benseuann, 
Gymnasiallehrer  in  Cötfaen.  Dessau  1892.  Verlag  von  Paul  Baumann. 
118  S.    Preis  1  Mk.  60  Pf. 

Eine  glückliche  Verschmelzung  der  alt  hergebrachten  Form  mit  der 
den  Unterricht  so  sehr  belebenden  beuristisch-analytiechen  Lehrform  ist 
ea  vor  Allem,  was  dieses  Lehrbuch  vor  vielen  anderen  vortheilhaft  unter- 
scheidet. Beziehungen  an  den  Figuren  und  Sätze  werden  erst  dann  unter- 
sucht, nachdem  gezeigt  ist,  dass  jene  Beziehungen  nnd  derartige  Figuren 
anch  wirklich  construirt  werden  können.  Eine  Construction  sauf  gäbe  bildet  also 
dB.s  Fundament;  die  durch  Constrnction  an  der  Figur  hergestellten  Eigen- 
scbaften  bilden  die  Voraussetzung;  die  Behauptung  wird  durch  eine  P'rage 
ersetzt,  die  Frage  wird  untersucht  ond  als  Ergebniss  der  Untersuchung 
erscheint'  am  Schlüsse  der  Lehrsatz,  Ein  zweiter  Vorzug,  durch  den  dieses 
Büchlein  sich  ebenfalls  vor  anderen  auszeichnet,  und  der  sozusagen  als 
Folge  des  erstgenannten  sich  ergiebt,  ist  die  richtige  Darstellung  der 
Parallelen -Theorie.  Während  Viele  als  parallel  solche  Geraden  definiren, 
die  aicb  nie  schneiden,  ohne  nachzuweisen,  dass  es  auch  solche 
I  Geraden  giebt,  wird  hier  zuuüchat  der  Satz  von  der  Winkelsumme  des 
^^^weclcB  Torgenominen.    Ent  sp&ter  bei  der  Lehre  vom  Viereck  erscheinen 
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die  SStee  über  Parallele.  8ebr  zneckmäGsig  beginnt  anaer  Büchlein  mit 
einem  Torcnrsas,  worin  die  einfachsten  ConatructioDGanrgaben  rein  praktiBcb, 
z.  B.  die  WinkeltfaeiluDg  mittelst  des  TransporteurB ,  gelSst  werden;  dann 
folgt  zunächst  das  gleichscbenkelige,  dann  das  nngleichseitige  Dreieck. 
Lobend  berrorgebobeu  zu  werden  verdient  daa  Kapitel  „  ZaEammenimuig 
zwischen  Planimetrie  und  Arithmetik",  sowie  die  Kreisberecbnnng ,  wo  in 
Verfahren  te  zn  berechaen  sich  durch  Einfachheit  und  KUrze  aaszeichoet 
Knappe  und  klare  Darstellang,  die  überall  das  wirklieb  branchbare  mä 
□amenllicb  das  für  Aufgaben  Wichtige  heraushebt,  zeichnet  ancb  das  gantr 
Bdchlein  aus.  Die  reichlich  beigegebeuen  Figuren  sind  sauber ,  Dmck  ddiI 
Papier  gut.  p   ScnBrrE. 

Ebene  Geometrie,  Lehrbuch  mit  systematisch  geordneter  Aufgabeiisamniliitig 
ftlr  Schulen  und  zum  Selbststudium.  Von  Dr.  Gkobg  RECmABO, 
Professor  der  Mathematik  und  Physik  am  küuigl.  Realgymaaiiam  n 
Augsburg.  Vierte  verbesserte  Auflage.  München  1892.  Vertag  rcn 
Theodor  Ackermann.  214  S. 
Wahrend  man  auf  allen  Gebieten,  so  auch  in  der  Mathematik  m^ 
bemüht,  die  unntltbigen  Fremdwörter  aaszornerzen,  scbeiul  der  VerfiMr 
dieses  Lehrbuches  die  entgegengesetzte  Richtung  zu  vertreten.  Für  ilen- 
selben  Begriff  braucht  er  z.  B.  aaf  Seite  45  die  Worte  Vieleck.  n-Eck,  vai 
Polygon,  um  später  das  letztere  zu  bevorzugen;  den  Umfang  einer  Pignr 
nennt  er  Perimeter,  für  umfangsgleich  gebtaucht  er  isoperimetrisch. 
Dieses  herrliche  Wort  geßillt  ihm  so  sehr,  dass  er  sogar  isoperimetriKlw 
&Ktze  kennt  und  diesen  ein  besonderes  Kapitel  widmet.  Den  Kreisomfaog 
nennt  er  wie  andere  Sterbliche  auch  Peripherie,  and  die  Lehrt 
vom  Kreise  Cyklometrie.  LängenstUcke  heissen  bei  ihm  DimeusioneD, 
Häufig  kommt  es  vor,  dass  auf  derselben  Seite,  ja  in  deniEelben  Satu 
fUr  ein  und  denselben  Begriff  verschiedene  Ausdrucke  gebraucht  werden. 
so  Basis  und  Grundlinie,  Hndtus  und  Halbmesser,  Rhombus  und  Eaatc. 
Der  Umfang  des  Lehrstofies  ist  ungemein  reich  bemessen  und  die  km 
führungeti  oft  sehr  umständlich;  vieles  ist  sowohl  für  den  theoretischen 
Aufbau,  als  auch  fUr  die  Lösung  von  Aufgaben  Überflüssig.  Als  verfehlt 
mtlssen  wir  den  Versuch  ansehen,  zu  Anfang  die  geometrischen  Ornnd- 
begrtffe  anders  als  auf  rein  praktischem  Wege,  durch  philosophische  Au- 
einandersetzungen  zu  erlüutern.  Was  die  Anordnung  des  Stoffes  angebt, 
BO  sollten  die  Aufgaben  und  die  neu  hinzugekommenen  Tbeile  ans  der 
aeaereu  Geometrie  nicht  beliebig  als  Anhang  irgendwo  hingestellt,  sondem 
organisch  mit  dem  Debrigen  verknüpft  werden.  Die  Anleitung  zur  Aaf- 
ISsung  von  Aufgaben  steht  nicht  auf  der  Höhe  der  Zeit.  Der  Drock  ist 
nicht  frei  von  Fehlern,  namentlich  ist  die  neue  Rechtschreibung  nicht 
gteichmSesig  befolgt.     Die  Figuren  sind  spärlich.  p,  SOHÜn«. 


Leit&des  der  Elementar -Uathematik.  Herausgegeben  von  Professor  Dr. 
H.  LiBBBB,  Oberlehrer  am  Friedrich -WilheUo-RealgyranaBium  zu 
Stettio  und  F.  von  LUhmann,  Uberlehrer  am  Gymnasium  in  ICfinigs- 

berg  in  der  Neumark,      Berlin  1892.      Verlag   von    Leonb. 

ErsterTbeil:  Planimetrie,  Mit  sieben Figurentafeln.  Acbte  Auflage. 

124S.  8".  Preia  I  Mk.  80  Pf.   Dritter  Tbeih  EbeneTrigonon 

Stereometrie,  Spbüriacbe  Trigonometrie.     Mit  drei  Figuren  tafeln. 

Secbste  Auflage.  Preis  1  Mk.  50  Pf. 
Beide  Theile  haben  in  diesen  neuen  Auflagen  wesentliche  Erweiterungen 
erfahren.  In  den  ersten  Tbeil  sind  entsprechend  den  nenen  Lehrplanen 
der  Coordinatenbegriff  und  einige  Gvundlehren  von  den  Kegelschnitten  auf- 
genommen und  dementspreeheud  ist  eine  siebente  litbograpbirte  Tafel  hinten 
beigefügt.  Nach  Inhalt,  Umfang  und  Darstellung  weicht  die  hier  gegebene 
Erweiterung  kaum  von  ähnlichen  kleineren  Arbeiten,  die  denselben  Zweck 
verfolgen,  ab.  Der  dritte  Tbeil  ist  durch  einen  propUdeu tischen  Unterricht 
in  der  Körperlehre  vermehrt  worden,  und  dafür  ebenfalls  eine  dritte  Tafel 
mit  Stereo  nie  tri  sehen  Figuren  hinzugefügt  Die  beiden  anderen  Tafeln  hätten 
auch  wohl  einer  Erneuerung  bedurft,  da  die  Figuren  auf  ihnen  mancherlei 
Fehler  in  der  Zeichnung  aufweisen.  Was  nnn  die  genannte  Erweiterung 
betrifft,  so  soll  sie  ebenfalln  den  nenen  Bestimmungen  entsprechen,  den 
Schülern  der  Untersecuuda  eine  Kenntnisa  der  einfachsten  KBrperberechaung 
zu  verschaffen.  Daher  tritt  die  Berechnung  der  Oberfläche  und  des  Inballea 
der  KCrper  in  den  Vordergrund.  Die  Formeln  sind  aber  nicht  hlos  an- 
gegeben, sondern  auch  begründet  und  zwar  tbeilweise  mit  Hilfe  des  Grund- 
satzes von  Cavallieri  (hier  Cavaleri  genannt),  wodurch  z,  B,  der  Inhalt 
der  Pyramide  (ohne  die  Zerlegung  des  dreiseitigen  Prismas)  auf  eine  sehr 
hQbache  Weise  abgeleitet  wird.  p^  Scbütth. 

H.  SciiEPFLER,  Belenohtung  nnd  Beweü  eines  Satzes  ans  Legendre'a 
Zahlentheorie.  Leipzig  1893.  Foerster.  40  8, 
Legendre  hat  in  seiner  Zablentheorie  {Bd.  II  S.  76,  1830)  einen 
sehr  bemerkenswertheu  Lehrsatz  ausgesprochen,  fUr  denselben  aber  einen 
Beweis  geliefert,  der  offenbar  unzureichend  ist.  Deshalb  stellte  die  Pariser 
Akademie  der  Wissenschaften  für  das  Jahr  1858  die  Preisanfgabe, 
Legendre'a  Satz  fUr  die  FlLllc,  wo  er  zuträfe,  streng  zu  beweisen.  Der 
Satz  lautet: 

Ist  eine  Folge  von  k  beliebigen  ungeraden  Primzahlen  Pi,...pt 
gegeben,  und  versteht  man  unter  ;i,-  das  i" Glied  in  der  nutürlichen  Eeihe 
der  Primzahlen  3,  5,  7,  .  .  .,  so  giebt  es  unter  )n_i  aufeinander  folgenden 
Gliedern  einer  arithmetischen  Progression,  wo  Anfangsglied  und  Differenz 
relativ  prim  sind,  mindestens  eines,  das  durch  keine  der  Primzahlen 
p,,  •  ■ . l'i,  theilbar  ist. 


I 


( 


Die  Prgisaafgabe  fand  drei  Bearbeitungen,   von  denen  aber  knai 
Preisen    vürdig   befunden  nnrde,     Nur  die  Bearbeitung  von  Herrn  I 
eothieU  ein  Kesaltat,  das  die  Commiasion  besonders  hervorhob. 

Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  diese  Lücke  auszufüllen, 
den  Beweis  des  Legend re'ucbea  Satzes,  nach  dem  Vorgange  des  fraoiO 
Mathematikers,  auf  den  Beweis  eines  anderen  zurück  zu  führen, 
andere  stellt  sich  als  eine  Erweiterung  eines  Satzes  von  Tchebii 
Tcbebichef's  Satz  sagt  aus,  dass  zwischen  p  und  2ji  —  2  mindeati-os  e 
Primzahl  liegt;  und  hieraas  ergiebt  sich  Kunäcbst,  wie  Verfasser  Dikcb- 
luweisen  sucht,  dass  unter  m  aufeinander  folgenden  Gliedern  der  niitli- 
metiscben  Progression  mindestens  eines  existirt,  welches  dnrcb  keiu 
der  Primzahlen  p,,.  .  .^^  theilbar  ist.  Legcndre's  Theorem  verlangtiher 
mehr;  es  verlangt  nacb  dem  Verfasser  den  Deweis  des  Satzes,  dass  iwiubeu 
p  eicl.  und  2^}  +  1  iucl,  mindestens  zwei  Primzahlen  liegen,  nnd  das  itt 
die  KrgHnzung,  welche  Tchebiehef's  Sati  erfHbrt,  Den  Beweis  bierfnt 
führt  Verfasser  analog  demjenigen,  welchen  der  russische  Mathematiker  ßir 
seinen  Satz  gegeben. 

Diesen  Hilfssatz    hatte  Legendre,   gestutzt  auf  dessen  Giltigkeit  bei 
den  ersten  Primzahlen,  als  einen  selbstverständlichen  Grundsatz  betrocbtcl. 

Ein  Anbang  handelt  noch  von  der  „Sichtung  der  Zahlen  nach  ihrer  Zd- 
aamffleusetzung".  .  Jabskb. 

G,  Sfeckhann,  Beiträge  zur  ZahUntheorie.  Oldenburg  1893.  Eschen  nnd 
Fasting.  64  S. 
Es  sind  eine  Reibe  kurzer  Bemerkungen ,  unter  denen  die  zweite  danb 
ibren  Titel  das  besondere  Interesse  wachruft.  Der  Verfasser  versucht  hier, 
auf  drei  Seiten,  einen  neuen  Beweis  f(lr  den  zuerst  von  Dirichlet  bt- 
wieseoen  Satz,  dass  jede  unendliche  arithmetische  Beihe,  in  welcher  Anfon^- 
glied  nnd  Differenz  tbeilerfremde  ganze  Zahlen  sind,  unendlich  viele  Prim- 
zahlen enthält.  Indessen,  es  wird  nur  gezeigt,  dass  jede  Reihe  dtr 
vorgeschriebenen  Art  unendlich  viele  Zahlen  der  Form  6n^  1  entbSlt.  le 
einer  folgenden  Notiz  verspricht  der  Verfasser  eine  neue  Lösnng  eincf 
anderen  vielumworbenen  Problems  zu  geben:  die  Anzahl  der  in  der  natDt- 
licben  Zahlenreihe  von  1  bis  m  enthaltenen  Primzahlen  zu  bestiismeD  und 
diese  Primzahlen  selber  zu  ermitteln.  Referent  bat  jedoch  eine  Golcbe 
Lösung  vergebens  gesucht, Jabksb. 

G.  IIbinitz  ,  Elementare  BerechnnDg;  der  Zahl  (i ,  welche  den  qnadratiicli» 
EeBtcharakter  bestimmt.  Inaugural-  Üisseriation.  Gottiugen  lt<iÖ. 
Gauss  fuhrt  in  seinem  dritten  Beweise  für  das  ReciprocitKlsgeseti  dei 
Quadratischen  Reste  eine  Zahl  ji  ein,  die  allein  durch  ihre  Eigenschaft. 
gerade  oder  ungerade  zu  aein,  den  quadratischen  Kestcharakter  beatimnL 
A'iDe  genaue  Bestimniung  4ea  ^ e'c\,\i&ä  Am  taUl  ^   wird  daselbät  nicht 


nicht  IhJ 
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sucht  Daher  ist  Gauss  genöthigt,  neben  ^  eine  zweite  analoge  Zahl  ^l 
einzuführen.  Letztere  wird  aber  entbehrlich,  sobald  der  Werth  von  ^l  in 
geschlossener  Form  vorliegt.  Herrn  Zell  er  verdankt  man  die  ersten  Regeln 
zur  Herleitung  dieses  Werthes.  Später  hat  Herr  Schering  allgemeine 
Beziehungen  aufgestellt,  in  denen  die  Zelle  raschen  als  Specialfall  enthalten 
sind.  Die  vorliegende  Dissertation  bietet  eine  elementare,  auf  blossem  Ab- 
zählen beruhende  Berechnung  des  Werthes  von  fi,  wobei  nur  der  Begriff 
der  Congruenz  vorausgesetzt  wird. 

W«^"  (X?=q{modp) 

gegeben  ist,  so  besteht  ein  enger  Zusammenhang  dieser  quadratischen  Con- 
gruenz mit  den  linearen  Congruenzen: 

l.q^cimodp),    J=l,2, ^ — 

fi  bezeichnet  hier  die  Anzahl  der  negativen  unter  den  Grössen  c.  Der 
Verfasser  führt  behufs  der  Abzahlung  eine  neue  Reihenfolge  ein,  indem  er 
nicht  wie  Gauss  nach  dem  Coefficienten  von  g,  sondern  nach  den  Werthen 
zühlt,  welche  die  Zahlen  c  erhalten.    Wenn  dann 

«  —  1 
i=:})iq{modp),     t=l,  2,..-^^-g— , 

80  besteht  die  Aufgabe  darin,  die  Anzahl  der  negativen  Zahlen  unter  den 
hi  aus  den  Werthen  p  und  q  zu  berechnen.  Die  Lösbarkeit  dieser  Auf- 
gabe beruht  auf  einer  gewissen  Gesetzmässigkeit,  die  sich  in  der  Auf- 
einanderfolge der  Vorzeichen  der  Coefficienten  h  herausstellt 

Die  Berechnung  gilt  für  den  Fall,  dass  p  und  q  positive  ungerade 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Jahnkb. 


J.  Bbrobohh,  1.  Nene  Bechnungsmethoden  der  höheren  Kathematik, 
1891,  30  S.;  2.NeueIntegrationBmetIiodenaafOrnnd  der  Potenzial-, 
Logarithmal-  und  Numeralreohnung,  Stuttgart  1892,  58  S.,  Selbst- 
verlag; 3.  Entwurf  einer  neuen  Integralrechnung  auf  Grund  der 
Potenzial-,  Logarithmal-  und  Nnmeralrechnung:  L  Die  rationalen 
algebraischen  und  die  goniometrischen  Integrale,  1892,  66  S. ; 
4.  Entwurf  einer  neuen  Integralrechnung  auf  Grund  der 
Potenzial-,  Logarithmal-  und  Numeralreohnung:  II.  Die  irrationalen, 
exponentiellen ,  logaritb mischen  und  cyklometrischen  Integrale,  Leipzig 
1893,  122  S.,  B.  G.  Teubner. 

Anlass  zu  Erweiterungen  der  Analysis  liegt  vor,  wenn  eine  neue 
Rechnungsmetbode  gefunden  ist,  mit  deren  Hilfe  sich  eine  Reihe  neuer,  viel- 
umworbener Probleme  lösen  lässt,  oder  mindestens  schon  gelöste  Probleme 
eine  überraschend  einfache  Lösung  finden.  Diese  Forderung  ist  auch  an- 
gesichts  der  neuen  Rechnungsarten   zu   erheben,   welche  in  der  ersten  der 


M 
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Torliegenden  Arbeiten  znr  EinfUbrung  in  die  ÄnalyBis  rorgescb lagen  wuden: 

Ea  sind  die  Immensalrecbuuag,  welche  die  aaendlich  grossen  GrSssen, 
ähnlich  wie  die  DifFerentialrechnuDg  die  nnendlich  kleinen  Grössen  inm 
Gegenstände  bat,  ferner  die  Potenzial-,  Radical-,  Logarithmal-  ninl 
Numeralrechnung,  welche  sieb  dem  Verfasser  durch  Aasdebnang  der 
Potenzen  ■  und  Logarithmenrechnung  auf  die  ÄnaljEis  des  unendlichen  ergeboi. 
In  der  ersten  Arbeit  beschrankt  sich  der  Verfasser  daranf,  die  wich- 
tigsten Formeln  dieser  Rechnuugstsethoden  zu  entwickeln. 

Die  drei  folgenden  Arbeiten  sind  einer  Darlegung  der  Vorlheile  g*. 
widmet,  welche  sich  aus  den  neuen  Rechnungsmetboden  fUr  die  iDtegnl- 
rechnung  ergehen  sollen,  ein  Gebiet,  das  dem  Verfasser  „seil  jeber  a]f 
beeondera  reformbedürftig  erschien".  Als  Ziel  schwebt  dem  Verfaseer  eint 
allgemeine  Integvationsmethade  vor,  welche  erlaubt,  die  Integrale  ontnitti-l 
bar  aus  den  Difi'erentialeo  durch  Rechnung  abzuleiten,  im  Wesentliches  aisc 
eine  rückwärts  schreitende,  eine  negative  Differentiation,  wie  sie  schon 
mehrfach  versocbt  worden  ist,  so  zwar,  dass  „bei  jedem  Differential,  wäcbc« 
der  Integration  in  einem  geschlossenen  Ausdruck  fähig  ist,  diese  Opention 
wirklich  vollzogen,  hei  jedem  Differential  dagegen,  welches  die  Inlegntioa 
in  einem  geschlossenen  Ausdruck  nicht  zulässt,  der  Grand  dieser  Dninög- 
lichkeit  klar  erkannt  werden  kann*. 

Während  sich  die  zweite  Arbeit  vornehmlich  mit  prlncipieUen  Pragei 
befasst,  wird  in  der  dritten  und  vierten  Arbeit  die  Integrationsmethodt 
an  zahlreichen  Beispielen  erläutert  Wenn  sich  ancb  Integrale  finden, 
die  tbeils  neu,  theils  allgemeiner  als  sonst  gefasat  sind,  so  fObrt  doch 
die  neue  Integrationsmethode  schon  bei  den  einfachsten  Beispielen  lu  elnei 
Weitläufigkeit  der  Entwiekelungen,  die  es  zweifelhaft  erscheinen  la<^n,  oh 
dieser  neue  Kalkül  geeignet  ist,  in  den  Kanon  der  mathematischen  Erkennt- 
nisse aufgenommen  zu  werden.  Zudem  wäre  der  Nachweis  noch  in  erbringca, 
dass  die  neuen  Methoden  den  Zugang  zu  Problemen  ermöglichen,  welclie  den 
bisherigen  Methoden   unüberwindliche  Schwierigkeiten  darzubieten  scheioea 

Jabkeb. 

Lothar  Mci'ftbr,   Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  DifferentUl- 
gleichnngen    mit    einer   unabhängigen  Variablen.     Leipzig  lli'M. 
B.  G.  Teubner.    8".    XIV  und  258  S. 
Trotzdem   die  Theorie    der  linearen  Differentialgleichungen    non  sclioa 
seit  geraumer  Zeit  in  ihren  Hauptzügeu  feststeht,  existirte  bisher  kein  in  die- 
selbe einführendes  Lehrbuch;  denn  Craig'a  „Treatise  on  Linear  Differential 
Equations"  giebt    zwar    eine  Zusammenstellung    der  wichtigeren  Theile  in 
Materials,  verzichtet  jedoch  auf  eine  einbeltliche  Darstellung,  wie  sie  gefocilerl 
werden  muss.     Es  iat  daher  mit  Freuden  zu  begrüssen ,  dass  diese  wohl  tll- 
seitig   empfundene  Lücke   in  der  mathematischen   Literatur  durch  dai  rar- 
liegende  Buch  ausgefüllt  und,    wie  wir  gleich  bemerken  wollen,    innerbalb 
der  Grenzen,  die  sich  4er  Viirtaaae,i  gesUtV.*.  Wt ,  unseres  Eracfatens  in  vor- 


Receusionen. 

trefflicher  Weise  auBgeftllU  wird.    Sun  Baoh,   du  nnr  zur  Einfthrung  i 

die  geuaonte  Thaovie  dienen  soll,  beschrankt  sich  im  WeaentlicbeQ  daraaf« 
die  allgemeinen  Grundlagen  derselben  für  lineiire  Differentialgleiohangen  mit 
eindeutigen  Coerficicateu  zu  geben;  diesen  Stoff  aber  behandeltes  iu  durch» 
ans  selbständiger  und  pädagogisch  sehr  zweckmässiger  Weise 

In  einer  kurzen  Einleitung  wird  Gegenstand  und  Ziel  der  Untersuchung 
genau  bestimmt  und  für  den  zusammenhängenden  Dereich,  in  dem  sILmnit- 
liche  Coefßcienten  der  Differentialgleichung 

definirt  sind,  der  Name  „Gebiet  der  Differentialgleichung"  eingeführt.  Unter 
der  heschrilnkenden  Annahme,  dasa  die  Coeffictenten  in  diesem  Gebiet  end* 
liclie,  eindeutige  und  stetige  analytische  Functionen  seien,  werden  alsdann 
die  singulClren  Funkte  der  Differentialgleich ang  aus  der  Beschaffenheit  der 
Coefficienten  selbst  definirt  und,  je  nachdem  sie  dem  Gebiet  der  Differential- 
gleichung angehören  oder  nicht,  als  ausserwesentlich  und  wesentlich  singulare 
Punkte  unterschieden.  Doch  zeigt  sich  bald,  dass  noch  eine  weitere,  alle 
regulären*  und  singulHren  Stellen  umfassende  Eintheilung  in  Stellen  der  Be- 
stimmtheit bezw.  der  Unbestimmtheit  notbnendig  wird ,  je  nachdem  bei  ihnen 
der  Grad  der  determiuircudcn  Gleichung  gleich  oder  <1  n  ist.  Uiernach  ^ 
gliedert  sich  da«  Buch,  abgesehen  von  den  letzten  beiden  Kapiteln,  in  zwei 
Hauptabschnitte,  deren  erster  (Kap.  I  —  X)  den  Stellen  der  Bestimmtheit, 
deren  zweiter  (Kap.  XI  — XIII)  den  Stellen  der  Unbestimmtheit  gewidmet  ist. 
Indem  der  Verfasser  sofort  alle  Stellen  der  Bestimmtheit  in  Betracht 
zieht,  gewinnt  er  einmal  den  Vortheil ,  fUr  reguläre  Stellen  keine  besondere 
Untersuchung  anstellen  2u  mllssen,  dann  aber  wird  durch  die  vorläufige  Be- 
schränkung auf  diese  Stellen  allein  dem  Leser  der  Eingang  in  die  Theorie 
bedeutend  erleichtert. 

Die  ersten  drei  Kapitel  liefern  den  Beweis  für  die  Existenz  eines 
Integrals.  Die  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  Differentialgleicbuug 
rechtfertigt  den  Versuch,  auch  ein  Integral  bei  einer  beliebigen  Stelle  in  Form 
einer  Poteuzreihe  anzusetzen.  Um  aber  fitr  die  Coefficienten  dieser  Reihe  eine 
bmnchbare  Eecursionsformel  zu  erhalten ,  musa  vorausgesetzt  werden ,  dass  die 
betrachtete  Stelle  nicht  wesentlich  singulär  sei,  und  dass  die  zu  bildende  Reihe 
sich  bei  ihr  bestimmt  verhalte,  d.  b.  höchstens  in  Richtung  der  wachfenden 
Exponenten  ins  Unendliche  gehe.  Unter  dieser  Voraussetzung  gelingt  die 
formale  Herstellung  der  Integral  reihe,  und  es  zeigt  sich  zugleich,  dass  sie  im 
Fuchs'schen  Sinne  zu  einer  Wurzel  der  determinirenden  Gleichung  gebSron 
moas.  —  Der  letalere  Umstand  führt  zu  der  vom  Verfasser  zum  ersten  Mal  auf- 
goworfenen  Frage,  wann  auch  umgekehrt  zu  einerWnrzel  der  determinirenden 
Gleichung  eine  Reihe  gehtirt,  die  im  zweiten  Kapitel  beantwortet  wird.   Die 

•  Die  Beseichnung  „regulilr"  wird  immer  in  dem  von  Weieri 
geführten  Siuae  gebraucht. 


Wurzeln  dieaer  Gleichong  werden  in  bekannter  Weise  in  Gmppen  eingelhnlt 
und  die  gesuchten  Kriterien  in  dem  Verschwinden  70n  sehr  überaichtlich  ge- 
bildeten Determinanten  gefunden,  nobel  auch  alle  in  der  Reibe  HiLlkürlich 
bleibenden  Coefficienten  bekannt  werden.  —  Falla  die  betracblete  Stelle  eine 
Stelle  der  Bestimmtheit  iat,  gelingt  für  solche  Reihen  der  Convergenzbewet», 
der  die  beiden  Fucbs'schen  Beneisa  elegant  in  einen  einzigen  saeaniffleD- 
zieht  und  vereinfacht. 

Nachdem  so  die  Existenz  von  unendlich  vielen  lotegraleo  n&cbgewie«en 
ist,  mnss  ermittelt  werden,  ob  und  welche  lieziebungen  zwischen  deo- 
selben  stattfinden  (Kap.  IV— VI).  Dabei  gelangt  man  zum  Begriff  und  in  den 
EigeQEchaften  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen.  Und  ii 
sieh  auch  die  Integration  einer  nicht  homogenen  linearen  Differential  gl  eiehnog 
stets  auf  diejenige  einer  homogenen  zurückführen  lässt,  eo  ergiebt  sicU  für 
alle  linearen  Differentialgleichungen  als  nächstes  Problem  die  Äufstellatig 
eines  Fundamentalsyateins.  —  Für  reguläre  Stellen  erhBlt  man  ein  solcbee 
unmittelbar  in  Form  von  w  gewöhnlichen  Poleuzreiben,  wSbrend  die  Fntg», 
ob  auch  umgekehrt  n  linear  unabhängige  reguläre  Integrale  eine  SUU« 
als  regulär  cbarakterisiren,  zur  Betrachtung  der  scheinbar  aingnlSren 
Punkte  fuhrt.  —  Wenn  man  nun  aber  für  jede  reguläre  Stelle  ein  Funda- 
mentalsystem  angeben  kann,  so  muss  der  Zusammenbang  zwischen 
zwei  solchen  Fundamentalsystemeu  festgestellt  werden.  Man  findet 
ihn  durch  die  analytische  Fortsetzung  der  Integrale  und  kommt  dabei  tom 
Begriff  des  monogenen  Gebildes  der  Integralfonction  und  mr 
Definition  der  Gruppe  der  Differentialgleichung. 

Der  Fortgang  der  Untersuchung  führt  zu  den  singuISren  Stelisn 
der  Bestimmtheit  (Kap.  VII—X),  in  deren  Umgebung  ein  Fundamental- 
system  nach  der  Fucbs'schen  Methode  aufgestellt  und  in  Gruppen  von 
Integralen  cingetheilt  wird.  Die  Bedingungen  für  den  specieUen  Fall, 
dass  eine  ganze  Integralgruppe  logarithmenfrei  sei,  können  direct  dem 
zweiten  Kapitel  entnommen  werden.  Die  Form  der  Umlaufsrelatlonsn  fOt 
ein  solches  Fundameatalsystem  im  allgemeinen  Falle  erhält  der  Verfasset 
auf  einfache  Weise,  indem  er  den  Begriff  des  „Gebörens  einer  Function  la 
einer  Zahl"  auf  Jogaritbmenbcbaftete  Integrale  ausdehnt  und  weitergehend, 
als  es  bisher  anderswo  geschehen,  in  folgender  Weise  definirt:  das  Integral 

(das  der  Verfasser  als  Integral  a'°'  Stufe  bezeichnet)  gebCrt  beix=0 
^n  dem  an  y^--''  Stelle  stehenden  Esponenten  g,  wenn  %i'', 
iiiX'V, ... ,  i(ig_)X~('  gewöhnliche  Potenzreihen  sind  und  das  constante  öli»l 
in  iCy-i3i~t'  von  Null  verschieden,  in  ^yX~^',  ^yj^ix'",  ...  ipg—ix'"  «ba 
gleich  NuU  ist.  —  Der  Verfasser  nimmt  dann  im  achten  Kapitel  die  üoter- 
suchung  der  logarithmeu behafteten  Integrale  nochmals  nach  einer  andenn 
Methode  aaf,  die  sich  eng  an  diejenige  der  ersten  Kapitel  anacbliesst,  uul 
ßadet  für  alle  in  y  auttreUnden  &i\hftQ  v^  lleeursionsformeln ,  die  sich 
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BecensioDen.  ! 

ans  deijeni^Q  für  Integrale  erster  Stufe  dnrcli  einen  DifferentiBtionaproceBS 
herleiten  lassen.     Er   gelangt   so  unmittelbar  zu  den  von  Frobenins  auf 

anderem  Wege  ermittelten  Beziehungen  zwischen  den  Reihen  il>  eines  Inte- 
grals ö'"  Stufe  und  zu  den  Bedingungen  dafür,  dass  die  Differentinl- 
gleichung  durch  ein  solches  Integral  befriedigt  werde.  Aus  diesen  Bedingungen 
ergiebt  sich  fUr  das  allgemeinste  lategral  a'"  Stufe  in  einer  Gruppe  das 
interessante  Resultat,  dass  in  der  Reihe  i^,,  desselben  die  CoefScienlcn 
derjenigen  Potenzen  von  x  willkürlich  bleiben,  welche  Anfangspotenzen  ' 
Integralen  erster  Stufe  sein  können,  in  Tf,  die  CoefGcienten  derjenigen 
Potenzen  von  x,  welche  Anfangspotenzen  der  mithgx  maltiplicirten  Reihe 
in  Integralen  zweiter  Stufe  sein  können  u.  s.  w.  Hiernach  ist  es  möglich, 
das  allgemeinste  Integra]  einer  Gruppe  aufzustellen,  und  gewiss  wird 
mancher  Leser  des  Buches  bedauern ,  dass  der  Verfasser  darauf  verzichtet  bat, 
seine  Untersuchungen  in  Analogie  mit  denjenigen  des  zweiten  Kapitels  noch 
weiter  zu  führen  und  die  Frage  zu  beantworten,  wann  das  einfachste  7,a  einer 
bestimmten  Wurzel  der  delerminirendcu  Gleichung  gehörige  Integral  von  der 
zweiten  hezw.  dritten  u.a.  w.  Stufe  ist—  Die  Aufstellung  der  Untergruppen, 
deren  Definition,  nie  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  bei  ihrer  Einführung 
nicht  prücis  genug  gefasst  ist,  erfolgt  nach  Jürgens  und  wird  dadurch 
praktisch  ausführbar,  dass  das  allgemeinste  Integral  einer  Gruppe  schon 
vorher  bekannt  ist.  Aus  den  JUrgens'scheu  werden  die  Hamburger'schen 
Untergruppen  hergeleitet  und  dann  die  Bedingungen  dafür  angegeben ,  dass 
sKmmtliche  Integrale  einer  Gruppe  eine  einzige  Untergruppe  bilden.  —  Den 
AbscbluBS  der  Untersuchungen  über  Stellen  der  Bestimmtheit  bringt  der 
sich  durch  die  Ergebnisse  des  achten  Kapitels  sehr  einfach  gestaltende  '. 
weis  des  Fuchs'schen  Satzes,  dass  jede  Stelle,  an  der  sich  eämmtUche 
Integrale  bestimmt  verhalten,  eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  wodurch 
dieser  Name  nun  seine  volle  Berechtigung  erhält. 

Jetzt  erst,  wo  sich  die  Untersuchung  den  Stellen  der  Unbestimmt 
heit  oder  allgemeiner  den  innerhalb  eines  Kreisrings  giltigen  Integralei 
zuwendet  (Kap.  XI-XIII),  erscheint  die  Fundamentalgleichung.  Ihre 
charakteristischen  Eigenschaften  werden  aufgesucht  und,  da  sie  sich  für 
jede  Stelle  bilden  ISsst,  wird  für  Stellen  der  Bestimmtheit  ihre  Beziehung 
tnr  determinirendon  Gleichung  festgestellt,  wobei  läich  sofort  der  Zusammen- 
hang der  Gruppen  und  Untergruppen  eines  Fundamen talsystems  mit  den 
Linear-  und  Elementartheitern  der  zugebSrigen  Fundamentalgleichung  ergiebt. 
—  Damit  ist  ein  werthvoUer  Fingerzeig  für  die  Folge  gewonnen.  Es  zeigt 
sich  nSmlich,  dass  für  die  Eintheilung  der  Integrale  in  Gruppen  und  Unter- 
gruppen bei  einer  beliebigen  singuläreu  Stelle  die  Fundamentalgleichung 
genau  dasselbe  leistet,  was  bei  Stellen  der  Bestimmtheit  die  Becursions forme! 
nnd  die  determinirende  Gleichung  zu  leisten  vermögen.  Durch  diese  Ana- 
nUtzung  der  Fundamentalgleichung  wird  die  Bestimmung  deranaly  ti  schon 
Gestalt  der  im  Kroisring  gütigen  Integrale  wesentlich  erleichtert. 


und  dies  wtlrde  noch  deutlicher  henroHreten,  wenn  (S.  t7&)  t 
dass  das  Integral  yia  mit  yüa  >Q  dieselbe  Gruppe  gehSrt,  i 
Misstrauen  erweckenden  Wendung  „hieraua  folgert  man  leicht"  Obergftngea, 
gondern  wirklich  aiiEgeführt  worden  wäre.  —  Die  Frage,  ob  es  auch  ui 
Stellen  der  UnbeBtimmtheit  sich  bestimmt  verhaltende  Integrale  geben  kSonc, 
fuhrt  auf  die  Zerlegbarkeit  eines  DifTerentialausdracka  und  za  der  Be- 
ductibtltSt  bezw.  Irreduc  tibi  li  tS  t  einer  linearen  Differential  gl  eic  bong 
bei  einer  Stelle  in  dem  Sinne,  wie  diese  durch  die  zweite  Definition  »od 
Frobeuins  erkl&rt  wird.  Die  Wahl  gerade  dieser  Definition  ist  hier  be- 
rechtigt, wo  es  sich  um  die  Untersuchung  der  Integrale  in  der  ümgebang 
der  einzelnen  Stellen  handelt.  Doch  hittten  die  beiden  anderen  von  Pro- 
benius  bezw.  von  Künigsberger  herrührenden  Definitionen  der  Irredarti- 
bilität  wenigstens  kurz  angegeben  werden  köunen.  Mit  dem  Nachweis  der 
Existenz  irreductibler  Differentialgleichungen  schliesst  dieser  Abschnitt  da 
Bncbes. 

Da  unendlich  grosse  Werthe  der  unabhängigen  Variablen 
bisher  ausser  Betracht  geblieben  sind,  werden  diese  noch  der  Untersucbang 

unterworfen  (Kap.  XIV)  und  insofern  originell  behandelt,  als  die  darchx  =  - 

transformirte  Differentlalgleicbang  m^Jglichst  in  den  Hintergrund  gerOckt  ut 
und  2,  B.  Secursionsformel  und  determinirendG  Gleiubung  fUr  x  ^  oc  dimt 
aus  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  hergeleitet  werden.  Dadartb 
treten  interessante  Analogien  zwischen  den  Formeln  bei  x^  tri  und  d«if 
jentgen  bei  einer  endlichen  Stelle  ans  Licht.  Noch  deutlicher  zeigen  licli 
diese  im  fUDfzebnten  und  letzten  Kapitel,  das  fUr  Differential- 
gleichungen mit  rationalen  Coefficienten  eine  gemeinsame  B» 
cursionsformel  bei  a;  ^  0  und  a;  =  oo,  sowie  einen  gemetngcbaftUchen  Algorith- 
mus für  die  sich  bei  diesen  beiden  Stellen  bestimmt  verhaltenden  lotegnle 
erster  Stufe  aufstellt.  Dieses  Kapitel  bringt  daun  die  HaupteigenschafteB 
der  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Klasse,  berührt  kon 
die  Differentialgleichungen  mit  nur  algebraischen  Integralen  und  dam 
Gnippeneigenscbaft  und  schliesst  mit  der  Gauss'scbeu  als  der  allgeroeiDilea 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dieser  Klasse.  Da  die  letztere  bereits  in 
verschiedenen  Kapiteln  als  Beispiel  gedient  bat  —  wie  überhaupt  sehr  gut  ge- 
wühlte Beispiele  fast  jede  Untersuchung  erläutern  — ,  so  ist  eine  ZusammeD- 
fasaung  und  Vervollständigung  der  für  sie  gefundenen  Kesultate  erwQiucht. 
Ihre  Integrale  in  der  Umgebung  der  aingulären  Stellen  werden  deshalb  fÖriJli 
möglichen  Fälle  aufgestellt,  wobei  die  Methoden  des  achten  Kapitels  denn 
voUstfiodige  eiplicite  Angabe  mittelst  der  Gauss'scben  und  einer  aus  dieser 
leicht  herzuleitenden  Reihe  gestatten. 

Um  die  Darstellung  der  Theorie  selbst  ohne  Unterbrechung  dnrcbfQbrra 

Unneu  und  dabei  doch  keine  Lücken  zn  lassen,  bringt  der  Verfasser  ille 

JJiirssfitzti  und  Hilfsbetrachtnugea ,  soweit  sie  sich  nicht  in  leicht  lugSngli» 


Bfichern  fioden,   in  einem  Anbang  am  Ende  des  Bncbes,    Unter  deneelbenj 
verdient  eine   besondere    Ueacbtung    der    strenge   Beweis    des    von    Fncbi 
stammenden,  hier  aber  weiter  ausgeführten  Satzes,  welcher  den  Exponenten, 
za  dem /'if^dx  gehört,  und  die  SIelie,  an  der  er  steht,  bestimmt,  wenn 

ff  =  i(;ji  +  T(ij  logx  H H  ^aloff'x 

eine  sich  bestimmt  verhaltende  Function  ist. 

Einige  Ausstellungen ,  die  wir  ausser  den  Bchon  gelegentlich  angeführten 
zu  machen  haben ,  mögen  aich  der  vorstehenden  Tnbattsangabe  anacbliessen. 
Auf  S.57  durfte  die  Bezeichnung  „Hauptintegral"  als  überflUssig  und  zu  Misa- 
deutungen  Aulass  gebend  zu  streichen  sein.  Ferner  müsste  dort  das  „Funda- 
mentals^atem  von  Integralen  (?)  einer  nicht  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung" —  ein  Begriff,  dessen  Einführung  uns  Übrigens  ebenfalls  nicht 
Dothwendig  und  nicht  unbedenklich  erscheint  —  als  aus  einem  beliebigen 
Integral  derselben  und  einem  Pundamentalsjstem  der  zugehörigen  reducirten 
Differentialgleichung  bestehend  ausdrücklich  definirt  werden.  —  In  Artikel  43 
fehlt  die  für  spliter  (S.  153)  wichtige  Bemerkung,  dass  seine  Betrachtungen 
auch  Geltung  behalten,  wenn  (/y^,  y^^,  ■•■  gn«  und  ^qi,  y^],  ...  j/aa  ^^ei  be- 
liebige, in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  giltige  Pundamentalsyateme 
aind,  —  Satz  5  und  (>  im  Anhang  ^Zu  Kapitel  IV"  sollten  erst  im  Anhang 
„Zu  Kapitel  VII"  stehen,  weil  bei  ihrem  Beweis  auf  das  siebente  Kapitel  ver- 
wiesen wird  und  sie  auch  erst  in  diesem  zurAnwendung  gelangen.  — Rein  ausser- 
liebe  Versehen  sind  folgende  zu  berichtigen :  S.  15  Z.  10  ist  zu  lesen  „k  >  i', 
vrHhrend  fürA<i'''Btatt„v>i,  wllhrend  für  *  <A'',  S,  15  Z.  15  überall  „Ä" 
statt  „s",  S.  99  Z.  4  .Art.  49"  statt  „Art,  48",  8. 100  Z.  U  ,Art.  50"  statt 
«Art.  49". 

SSmmtliche  Ausstellungen  sind ,  wie  man  siebt ,  von  geringem  Belang, 
und  ihre  Ursache  ist  jedesmal  leicht  zu  beseitigen.  Sie  fallen  gegenüber 
den  grossen  Vorzügen  des  Buches  nicht  ins  Gewicht.  Um  von  seinen  Vor- 
zügen ein  möglichst  anschauliches  Bild  zu  geben,  haben  wir  über  seinen 
Inhalt  80  ausführlich  und  in  derjenigen  Anordnung,  die  der  Verfasser  für 
ihn  gewithlt  hat,  berichtet.  Wir  hoffen  gezeigt  zu  haben,  wie  es  seinen  Stoff 
nach  einem  consequent  durchgeführten  Plan  organisch  entwickelt,  und  in 
welchen  Punkten  es  an  Methoden  oder  Resultaten  Neues  bietet.  Das  durchr 
weg  klar  und  frisch  geschriebene  Buch  besitzt  auch  die  in  pädagogischer 
Hinsicht  nicht  hoch  genug  anzuschlagende  Eigenschaft:  welches  Kapitel  mau 
auch  aufschlagen  mag,  man  ist  stets  sofort  darüber  orientirt,  worauf  die 
ganze  Untersuchung,  zu  welcher  der  gerade  behandelte  Gegenstand  gehört, 
abzielt,  und  wie  weit  man  in  ihr  bereits  gelangt  ist.  Fügen  wir  noch  hinzn, 
daae  ein  ausführliches  „Register  der  angewandten  Bezeichnungen"  und  ein 
Inhaltsverzeicbniss ,  das  den  Inhalt  jedes  einzelnen  Artikels  angiebt,  das 
Bncb  auch  zum  Nachschlagen  sehr  brauchbar  macht,  so  bleibt  uns  nur 
flbrig,  ihm  wegen  aller  dieser  Eigenschaften  einen  recht  grossen  Leserkreia 
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